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��H ? � A��7 �.X ��97� +K�'H #��� �-$%&�'� �� *��>� �7 K- �� 9���<Z �H K�<Z�7 J�'H�
���	��/D +$ �E#�	< �*��>� �� JZ �	@ Xj �	4O� �H ���� zQ��T4<� � ��N<��& # ^�NOy
A�-#�	< � ��
O� .� �_������� �x�a �-$%&�'� �7 ^�NO .� 2 � ! Q�hD (�h) �#
�!,�! ��,�! ���! � �N� .� ?�'s	- +K�'H/� E#�&4�� �<�#�.Z �hD �# ? �
�7 R

n .� /<�	- �@�T< +K�'H/� E#�&4�� 9�< 2,�2 � 2!�2 �!��! �!��!
Idi(x) = xi e�� +K�-#/� J�;< π �< � Id #�	< �7 �� Rn

67�� ��� ���� /'*� �7 M E��n�# $%&�'� #��� �# f : M → R �4���V 67�� ��0&�
J�
�� R

n �7 M J#�7 ��"@ �j*Y�� #�
� �7 +�N�< ?�'� f : M → R � \�%�N<��& #
+#��# #�
� 67��� A� \�%�N<��& # � �*�

�$@�7 ���4)� �# ϕ : U → Rn /	N�D����U	- � E#�7 .�7 A��g�	d� U ⊆ M �L�
+$@�7 � \V��N<��& # f ◦ϕ−� : R

n → R �H K�8�L �	
����
���	� U �7 /���P �# �� f
/��9� E�T<Z �U ∩ V �= ∅ � $@�7 A�T # KN�D����	- ψ : V → Rn �L� �<�&���4�

�H ��� +$@�7 � \�%�N<��& # 9�< f ◦ ψ−� : Rn → R �H #��$<

f ◦ ψ−� = (f ◦ ϕ−�) ◦ (ϕ ◦ ψ−�)

R�D � \�%�N<��& # ϕ ◦ ψ−� �L� eV +K ��# �� f ◦ ϕ−� A� \�%�N<��& # �0'� �
$'H/	< �O �� �
;� ��H ? � ��� +#�7 $-��) � \�%�<��& # 9�< f ◦ ψ−� E�T<Z �#�@
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+$' Z/� [�V �T # A�0	N�D�����	- �

i
�0���� A��L.�� ��+! �
@

�$%&�'� A��7 ?
	� A�0	N�D�����	- ��	- ?�7 .� ��� �.X �
;� ? � 6D� A��7
�# ψ � ϕ �- Ǳ�.� �7 �H _JZ .� (�hn7 A��4�# �/'* a K ��T7 �]< �# �� / �0<Z
��d<� �H ��� A9�� JZ ��	- �j:�C# ? � +$@�7 � \�%�N<��& # ϕ ◦ ψ−� �E#��<�) JZ

+_#�@ �
�� �+! �
@ �7a �4;�7 ��h&� /	H �7 /04'� �K�-#/�
C∞ �H K�'H/� �
�� f : Rn → Rn /*7��� �7 #���� ��	- �# �j" �:� �	- .� Q��
.� S%r� m_$<��# �4���V / 9
 W4;� A��"��� �- �� �- f i .� M �- �/'* a $'4N-

+K�'H/� E#�&4�� C∞ /'*� �7 z���	-y � z� \�%�N<��& #y pG>P�
A�� �7 M �# U .�7 A�-�g�	d� � . .� A�0	N�D�����	- ?4D�L �]< �# A�d7
�H K ��T7 �]< �# �� x : U → x(U) ⊆ Rn / �0	N�D�����	- ��� /D�H �Rn
�<�L ? � [ �	< A��7 +++ � y �x F� �O .� +$'4N- Rn .�7 A�-�g�	d� � . A��7
x(p) ∈ Rn �H K�-#/� J�;< p ∈M #�	< �7 �� {�:< +K�'H/� E#�&4�� �0	N�D�����	-

+$'4N- xn(p) � + + + �x�(p) �0<Z 1�h4n� �
? � �# +$'H ��07� #�d � A��\L #�	< ? � ��� ?
	� R

n $%&�'� ���O �# �0'�
�K�'H �Hq �� x c:D �
' � A�d7 S%r� +K�-#/� J�;< y � x �7 �� Rn Ǳ�Bg� ���O

+K�'H/� /D�*� ��<Z �� '��# � K�'H/� E#�&4�� (x, U) ��. .� S%r�
KN�D�����	- �# /���P �# �$'@�7 M .� A.�7 A�-�g�	d� � . V � U �L�

y : V → y(V ) ⊆ Rn � x : U → x(U) ⊆ Rn

A�04@�T< �H K�8�L OA���−C∞ ��

y ◦ x−� : x(U ∩ V ) → y(U ∩ V )

x ◦ y−� : y(U ∩ V ) → x(U ∩ V )
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�?�'s	- +$<.�7 Rn �# y(U ∩ V ) � x(U ∩ V ) �� . ���� /'*� �7 ? � +$'@�7 C∞

+��� ���C �7 #�) �7 #�) � ��� /'*� �7 {�@ ? � U ∩ V = ∅ �L�
�$<�@��7 �� M �0<Z �� '��# �H c"���−C∞ �# �7 �# A�0	N�D�����	- .� A�E#��<�)
� P��Q �� (x, U) ∈ A e%t� M .� �Bg �- +#�@ /� E$���< M $��% 0��R�

+K���</� U �% 0��<�S� T�)���
(x�(p), · · · , xn(p)) 1�h4n� A� p ∈ U �- �7 �H ��� ? � ��H\� A��\L K�� ���#
�7 R

n �# A�-��=� A.��� {�>) ��g�	d� J#�H � �h� �7 �E�G*7 +##�L/� ��]<
�7a K�7� /� ��# U �H �7 A��
"@ �7 �1�h4n� E�T4�# J#�	< � �h� �7 �U A��

+_#�@ �
�� !+! �
@
i

1�h4n� E�T4�# �!+! �
@

A�Bg M� /N%t� E��	- �7 Rn #�) �e%t� E��	- �7 $%&�'� .� Q��� ? ��E#��
A�0N%t� J���/� /L#�� �7 +$@�7/� IdRn : R

n → R
n /<�	- �@�T< ���@ �H ���

�7 �H $'@�7 Rn .� A.�7 A�-�g�	d� � . V � U �L� +�)�� JZ A�� .� K- /L�97
�
' � �7 {��;� �K�'H �D�Y� K�<���/� e%t� �7 �� x : U → V �Bg �$'D�����	- R

n

/ �- x ?�'� K�<���/� K�-��n7 �H A#�$*� �- �7 +$'@�7 C∞ / �04@�T< x−� � x
? � � 9� +#�	< W�:=� �� �0<Z J#�7 c"���−C∞ J���/� /L#�� �7 �� . �K�8�9D��7 ��
9�T<��7 ��07� A A�Bg M� e%t� #��� �# ?4&L ?n� �H ��� ? � U �4L97 e%t�
m��� /=>� A � U 1��&� �S%>� ? � A��� +$@�7/� �4"��'� U .� E#�&4�� � ���

+�)�� A .� �� U J���/� ���0� �7
+�&L J���/� /N%t� �- #��� �# �K�4&L {IdRn} #��� �# �s<Z

�# A E�T<Z �$@�7 M �7 c"���−C∞ A�0���� .� /N%t� A �L� ��	 �����
+#��# ���C M A��7 A′ Q�	�NH�� /N%t�

x ∈ A �# A�0���� ��	- �7 �H ��� y A�0���� ��	- ��g�	d� A′ K ��L 23�*4�
c"���−C∞ K- �7 A′ �# A�0���� ��	- �H #�	< W�:=� J���/� /L#�N7 +$'>"���−C∞
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/0 $7 A ���@ A′ Q�	�NH�� e%t� ? � / �4
 +��� e%t� M K- A′ �\� � $'4N-
� +���

��. 1��P �7 �� _���	- $%&�'� � � \�%�N<��& # $%&�'� � a $%&�'�−C∞ �J�'H�
+$@�7/� M A��7 Q�	�NH�� e%t� M A �H K�'H/� � �*� (M,A) S���

�7 /��	*� C∞ ��4)��a A �H ���� (Rn,A) ���	- $%&�'� ? ��E#�� �? ��7�'7
+$@�7/� IdRn ���@ Q�	�NH�� e%t� _Rn

C∞ [<���� �Ha x −→ x� KN�D�����	- .� V JZ �# �H ��� (R,V) ��T # Q���
� (R,A) �
' � �7 +#�@/� ��
;� JZ �7 c"���−C∞ A�0���� �7 E��	- �7 _�N�<

�H #��# #�
� f : R → R � �7 � M�"
 /*7�� �$'4N�< /
 (R,V)

x ◦ f ∈ V �L� c:D � �L�x ∈ A

$'4N- / �-��4)�� �4�# JZ .� (R,V) � (R,A) �? ��7�'7 +f(x) = x� �@�T< �/'* 
���� F����U& # ���0;� pG>P� �4"�� mK�<�$7 F����9 � �� �0<Z K�% �� �H

M�"
 /*7�� �H K�8�L �����U�	� /���P �# �� (N,B) � (M,A) $%&�'�−C∞ �#
�H ##�L �D� A��t f : M → N ��7 �

i
F�����& # A�-$%&�'� �2+! �
@

x ◦ f ∈ A �L� c:D � �L� x ∈ B

? � �# �H ��� ?@�� +_#�@ �
�� 2+! �
@ �7a K���</� V��,����U�	� �� f �@�T<
�K�'
< E#�&4�� �# Q�	�NH�� A�0N%t� .� �s<�'� +��� KN�D�����& # 9�< f−� �1��P

+##�L/� E$�s�V ���N7 KN�D����U�& # � �*�
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^�>) � \�%�N<��& # $%&�'� �� M � K�'H/� A��##�) e%t� �Hq .� �j"��r ��	g �#
M A��7 � \�%�N<��& # ��4)�� J��'g �=� �� M �7 {�7�� e%t� �S%r� mK�'H/�

+K�'H/� ^�>) (Rn,U) A�d7 �� Rn 1�C�� .� A���N7 �# +K�'H/� /D�*�
[<� ��� ��j4d�4< +��� �4���V �j��9�� /	N�D���U& # �- �H ##�L/� �]OG� /L#�N7

+��� KN�D����	- ��H#�) ��>7 KN�D����U& # �\� � ��� �4���V 9�<
�H #�@ p�>� Q��� ? � �H ��� /*�"t

zw$'D����U�& # �j��9�� �F�����	- $%&�'� �# � Zy

�#��$<�4�� (R,A) �7 /N%t� �- �7 R �H K�'H �7�x K �#�C _!5�� �� ��N� �#a �j$*7
+��� F����U�& #

.� �4
;� R� ���O A��7 1�"x� � ��� �4
;� ���N7 R� A��7 /07�;� K
O 1�"x�
A��7 K
O � �N�< �n;� .�'- R� ���O +#�	< p�>� �d' � �# J��47 �H ��� JZ
�7 ��� ���� #�&7 �h='� n ≥ � �H Rn �7 ��4)��−C∞ /'* +��� b�=P n ≥ �

+#��# .��< Af���V�� .� A�E$�s�V A�0
�'
�
.� S���47 p� � p� � ��h� p�Y� �7 +��� 1��&4� Gj ��H ��*Y� �-E�H #��� �#
c"���−C∞ K- �7 Rn−� A�� �7 Sn−� .� (�, · · · ,�,−�) � (�, · · · ,�,�) {�:<
��4)��−C∞ � C∞ e%t� �� e%t� ? � +$<.��/� Sn−� A��7 /N%t� �\� +$'4N-
J���/� 9�< � . p�@ �7 KN�D�����	- �n �7 �� e%t� ? � +K���</� Sn−� �7 #��$<�4��

�#�	< /D�*�

fi : S
n−� − {(�, · · · ,�,�)} −→ R

n−�

fi(x) = (x�, · · · , xi−�, xi+�, · · · , xn)

gi : S
n−� − {(�, · · · ,�,−�)} −→ R

n−�

gi(x) = (x�, · · · , xi−�, xi+�, · · · , xn)

� M KN�D������& # $O �# n ≤ � A�.� �7 +$'4N- c"���−C∞p� � p� �7 �H
!� �j:�C# KN�D����U�& # $O �# S� �7 ��� +#��# #�
� Sn �7 ��4)��−C∞ M �0'�
��4)��−C∞ J��%�� �� .� [�7 S

�� �7 � #��# #�
� �-��4)��−C∞ .� 1��&4� �� 4�#
�7 �H ��� �K �@/	< 9�< M #9< ��
O� ? � 1�"x� �7 /4O ��4"�� +#��# #�
� 1��&4�

���N<��& # ���$'- �7 �< �$':%*4� ��N<��& # Af���V�� ��'7 ��$'- .� /;n7
� . �- �7 JZ .� �"C �#��Z K�-��) � \�%�N<��& # A�-$%&�'� .� A�4;�7 A�0����
A� \�%�N<��& # e%t� �(M,A) R��&� � \�%�N<��& # $%�&'� M .� N .�7 ��g�	d�
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+U ⊆ N �H $'4N- A .� / �- (x, U) A�	- A′ Ǳ�Bg� �K�'H/� /D�*� �� A′

,-��−C∞ &!&

KN�D����U�& # �Af���V�� A�-�BD ?�7 KN�D�����	- �7�:� �# �H ��t J�	- ����#
� \�%�N<��& # 67��� �K- �4���V 67��� �7 �N �:� �# �#�@/� p�>� C∞ A�-��4)�� ?�7

+##�L/� p�>�
1�h4n� E�T4�# �- Ǳ�.� �7 �H K�8�L � \�%�N<��& # /���P �# �� f : M → N 67��
� \�%�N<��& # y◦fx−� : Rn → Rm �@�T< �N A��7 (y, V ) � M A��7 (x, U) E��n�#
E�T4�# �- Ǳ�.� �7 �H ��� �	
����
���	� p ∈ M �# f /���P �# �(�hn7 +$@�7
y ◦ f ◦ x−� �f(p) ∈ V �7 (y, V ) /��h4n� E�T4�# �- � p ∈ U �7 (x, U) /��h4n�

+_#�@ �
�� 5+! �
@ �7a $@�7 � \�%�N<��& # x(p) ��>:< �#
A��7 E�T<Z �$@�7 ���# /��h4n� A�0-�T4�# .� �&
 M A��7 K
O ? � �L�
� . �- �7 �� f A� \�%�N<��& # K�<���/� eV +#�7 $-��) ���# 9�< A�T # �&
 �-
$ $=� A� \�%�N<��& # �7 �̀Y�� ? � 6C�� �# mK�'H � �*� M ′ ⊆ M .�7 ��g�	d�

+��� ���	- �� \�%�N<��& # �@�T< �- �p�Y� �7 � m��� Q#�*� f |M ′ : M ′ →M

i
� \�%�N<��& # 67�� �5+! �
@

?n� f : M → R � \�%�N<��& # 67�� _�@�T<a M .� /4C� �H ��� ?@��
�\� � �#��# #�
� #��$<�4�� � \�%�N<��& # ��4)�� R �7 �H ��� ? � ��]'� �K�8�L/�
+$@�7 � \�%�N<��& # f ◦ x−� A� x 1��� �- Ǳ�.� �7 �H ��� � \�%�N<��& # f /4C�

�H ##�L/� �]OG� /L#�N7
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/4C� �0'� � /4C� �-$%&�'�−C∞ ?�7 /4@�T< J��'g �7 f : Rn → Rm 67�� _�a
+$@�7 � \�%�N<��& # /��	*� /'*� �7 �H ��� � \�%�N<��& #

67�� A� i �- Ǳ�.� �7 �H ��� � \�%�N<��& # f : M → Rm 67�� /4C� �0'� � /4C� _!a
+$@�7 � \�%�N<��& # f i : M → R /��h4n�

+��� x(U) � U .� /	N�D���U�& # x �$@�7 /��h4n� E�T4�# M (x, U) �L� _2a

E�T4�# �- Ǳ�.� �7 �H ��� � \�%�N<��& # /4C� �0'� � /4C� f : M → N 67�� _5a
+$@�7 � \�%�N<��& # yi ◦ f : M → R 67�� A� i �- � N .� y /��h4n�

��7 � M�"
 f �H ��� KN�D����U�& # /4C� �0'� � /4C� f : M → N 67�� _,a
+$@�7 � \�%�N<��& # f−� � E#�7

�H $''H/� p�>� A��<�L �7 �� �-$%&�'� �7 � \�%�N<��& # ��4)�� �#���� .� A���N7 �#
�# M� × M� ^�B%P�O ��<�	< A��7 +$<� \�%�N<��& # /P�hn7 67��� �0<Z /t
� ��h� �1��P ? � �# +M�×M� �$ ��T7 �]< �# �� M� � M� � \�%�N<��& # $%&�'�
+i = �,� �H $<�@/� � �*� ϕi(p�, p�) = pi �
@ �7 ϕi : M� × M� → Mi

ϕ� � ϕ� JZ ��>��� �7 �H #�	< � �*� M� × M� �7 A��4)�� J���/� /L#�� �7
�_i = �,� �Ha Mi �7 (xi, Ui) 1�h4n� E�T4�# �# �- Ǳ�.� �7 +$<�@ � \�%�N<��& #

KN�D�����	-

x� × x� : U� × U� → R
n�+n�

(x�, x�)(p�, p�) := (x�(p�), x�(p�))

�7 �� e%t� ? � �e�� +x� × x� = (x� ◦ ϕ�, x� ◦ ϕ�) �/'* +K ��L/� �]< �# ��
+K�-#/� 6���� ���H /N%t�

�@�T< JZ ��>��� �7 �H #��# #�
� � \�%�N<��& # A��4)�� Pn �7 ��7�;� ��>7
Ǳ�.� �7 +#�@/� � \�%�N<��& # _f(p) = [p] = {p,−p} ��>7�Y �7a f : Sn → Pn

p ∈ U �L� �H $@�7 /Lk � ? � A���# U �H �Sn A��7 (x, U) 1�h4n� E�T4�# �-
A��7 /	N�D�����	- x ◦ (f |U )−� �@�T< �_$@�7 M�"
 f |U /'* a −p �∈ U E�T<Z
��  �#�L +$'@�7/� c"���−C∞ K- �7 /	N�D�����	- ?�'� �# �- � ��� f(U) ⊂ Pn

+K�-#/� o�4NL Pn A��7 Q�	�NH�� /N%t� �7 �� �0	N�D�����	- ? �
J��47 $ �7 �$47� �#�
�� A�-� � � S%r� �7 � \�%�N<��& # A�-��4)�� �7 Q�hO A��7
R��&� �@�T< �H K�<�$7 ��� /D�H ��]'� ? � A��7 +#�H /D�*� �� C∞ ��#.�� $%&�'�
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/4@�T< �7 6���� �7�C �H #�@/� E#�	@ � \�%�N<��& # /���P �# f : Hn → Rn

.� A��<�	< ��4�# M Gj �� �eV +$@�7 Rn �# Hn .� /T �N	- M �7 � \�%�N<��& #
+��� ��#.�� $%&�'� M 

��4)�� J#�H �h4� �7 �� _A��D�O �# � a A��4�#��# ^��� �7 � \�%�N<��& # ��4)��
�5 �� ��N� �# �� u=7 ? � 1��89
 +#��Z ��$7 J���/� o��4�# �# �7 � \�%�N<��& #

+_#�@ �
�� ,+! �
@ �7a $�'H �]OG� $�<���/�

i
�4�# M �,+! �
@

67��� #�
� +K���';7 �� �0<Z �4;�7 /	H ��� �.X �C∞ 67��� .� �'�07 E�#�&4�� A��7
E#�;D ��g�	d� M ���) �# �H Rn �7 C∞ 67��� #�
� �7 R��&� $%&�'� M �7 C∞

Gj �� .�a C∞ 67��� �<�L ? � (�h) �# �.X K
O J��7 �7 �Gj  q +#��# /T4N7 �$<�&P
+K .�#�V/� _�-$%&�'� �7 ^�NO .� !� ��=&P

��>7�Y �7 h : R → R 67�� _�a

h(x) =
{
e−�/x

�

x �= �

� x �= �

+h(n)(�) = � A� n �- A�.� �7 � ��� ���	-

i

�+! �
@

��>7�Y �7 j : R → R 67�� _!a

j(x) =
{
e−(x−�)� .e−(x+�)� x ∈ (−�;�)
� 1��P ? � ��r �#
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A� k : R → R ���	- 67�� �� < δ �- A�.� �7 ��7�;� 1��P �7 +��� ���	-
+$@�7/� �&P JZ .� ���) �# � ��� �"�� (�; δ) �7 �H #��# #�
�

��>7�P �7 f : R → R 67�� _2a

f(x) =
(∫ x

�

k(t) dt)
)
÷
(∫ δ

�

k(t) dt)

)

Gj H � ��� M �- x ≥ δ A�.� �7 � ��� �&P �- x ≤ � A�.� �7 +��� ���	-
+$@�7/� A#�*P

i

3+! �
@

��>7�Y �7 g : Rn → R 67�� _5a

g(x) = j
(x�
ε

)
• · · · • j

(xn
ε

)
+$@�7/� �&P �-�
 � �� �# � ��� �"�� (−ε; ε)×· · ·×(−ε; ε) �7 ���� ���	-

�1��P ? � �# +$@�7/� .�7 U � E#�;D C �H C ⊂ U ⊂ M K ��L ��	 �����
� ��� M �7��7 U �7 f �H #��# #�
� J�'� f : M → [�;�] $'<�� C∞ /*7��
�7a +$@�7/� f 67�� �	=� Supp(f) := {x ∈M |f(x) �= �} �H �Supp(f) ⊂ U

+_##�L �N �:� �, �� �BC 1�"x� .� ! ���O

x(p) = � � V̄ ⊂ U �7 (x, V ) /��h4n� /-�T4�# �p ∈ C �- A�.� �7 23�*4�
+(−ε, ε)×· · ·×(−ε, ε) ⊆ x(V ) A� ε > ◦ M Ǳ�.�7 �1��P ? � �# +K�'H/� ^�n4<�
p�Y� �7 +V �7 ��� ���	- _$@ � �*� X�7 .� _5a �	NC �# g �Ha g ◦ x 67�� J�'H�
K ��L +$'��</� ���	- J�'s	- �K�'H � �*� �&P �7��7 V .� ���) �# ��<Z �s<�'�
J���/� �� fp 67�� A� p ∈ C ⊂ M �- Ǳ�.� �7 +$@�7 W �t ? � �7 JZ 6���� fp
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J�� +��� �"�� �#��# ���C U �# o��4N7 �H p .� /T �N	- M �7 67�� ? � m�)��
�� '��# /'* a ��� /D�H C J#�# [@�V A��7 �0<Z .� /-�'4� A#�$*� ���� E#�;D C

�̀	d� �E�G*7 � _$<�@��7 p /-�'4� A#�$*� �0'� �7 �� C $'<���/� �- fp J#�7 �"��
U �# J�;%	=� � $<��4N7�� ��]< #��� A�-/T �N	- �7 �H fp� + · · ·+ fpn 67��� A�
A� δ > ◦ M Ǳ�.� �7 �\� � ��� �"�� C �7 67�� ? � +$@�7/� �)�� �7�C �#��# ���C
�# � �H �f := � ◦ (fp� + · · · + fpn) K ��L +��� �4L�97 δ .� A� p ∈ C �- Ǳ�.� �7

+��� ��BC 1��P �# �]< #��� 67�� J�	- ? � +$@ �4)�� X�7 .� _2a �	NC

i

�+! �
@

�0'� �< �K�4N- Cr A�-$%&�'� � �*� �7 �#�C A� r ≤ � �- Ǳ�.� �7 /
�'
� �]< .�
1�:4;� ��	� �H K�8�L Cr /���P �# �� f : Rn → Ra +r = ∞ #�&7 �h='� ���O
�\� � K�<�# /� �4���V 67�� J�	- �� 67��−C� +_$'@�7 �4���V JZ �� r �� "��� �� /89

9�< �� /%�%=� $%&�'� +��� M �hD �# ��"*� �7 $%&�'� /'*� �7 �j:�C# $%&�'�−C�

��� /%�%=� a ∈ Rn �# f : Rn → R K�8�L/� /���P �#a +#�	< � �*� J���/�
(xi − ai) �
@ �7 �P�'g .� J��� A�� M 1��P �7 a .� /T �N	- M �# �� f �H
A��7 Cω #�	< .� _+$@�7 ��T	- f �7 /T �N	- JZ �# �H E#�# cN7 J��47 A��<�L �7

+r <∞ < ω K ��# A� ≥ � �- Ǳ�.� �7 E�G*7 �K�'H/� E#�&4�� /%�%=� ���O
c"���−Cα K- �7 Q�	�NH�� e%t�−Cβ M �# A�0���� �� �%H E�T<Z �α < β �s<�'�
o�4NL Q�	�NH�� e%t� M �7 J���/� �� A�E#��<�) ?�'� �+�+! K� �7 �'7 � $'4N-
A#�&7 �h='� ��t �7 M �7 ��4)��−Cβ �- eV +$��� ��4)��−Cα M �7 � #�#
��d�4< �# +��� �4 �C ��4
��H ��4)�� m��� o�4NL �7�C M �7 ��4)��−Cα M �7
_##�L/� ��
;� x : U → Rn �
;7 A�-KN�D�����	- ��	- .� �Ha ��4)��−C�

���� ���@# ���N7 A���BC �/0 $7 K
O ? � e
g +��� M �7 ��4)�� ? �4L�97
E��n�# β > α �H ��� ��4)��−Cβ M A���# ��4)��−Cα �- �α ≥ � �- Ǳ�.� �7
#�&7 �h='� �0	N�D����U�& # $O �# ��� ��N�< #�&7 �h='� ��4)�� ? � �4"�� m���
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�-$%&�'�−Cα #$d� /D�*� �:�:O �# +K�'H/	< 1�"x� �d' � �# �� K
O ? � +���
K�'H/� E$'N7 JZ �Hq �7 �H /"%>� �0'� +��� A���@# ��H �u=7 �# α �= ∞ �H
� �&H � ≤ α ≤ ∞ �H Cα A$%&�'� �7 Cα 67�� A��7 �+!+! K� 1�"x� �H ��� ? �
/T �N	- M �7 �H /%�%=� /*7�� +��� c%r /%
7 α = ω ���O A��7 /�� m$'H/�

+��� �&P �#�@ �&P .�7

�./� '�0�1� )!&

/T<�T� �7 �H #��# JZ A�
 �K ��# ���4)� �# � \�%�N<��& # 67��� /D�H �$C �7 �H J�'H�
/89
 1�:4;� � �*� �K�4N- JZ Q�"<# �7 �H �s<Z +K .�#��7 �0<Z .� A��T%�N<��& #
E��n�# 1�h4n� E�T4�# M �7 �"N< �f : M → R E��n�# � \�%�N<��& # 67�� M 

+��� (x, U)

�H �d7 �\� � �#�@/� E#�&4�� ��D� �7 M��GH A��\L #�	< .� 9�< ��*Y� ? � �#
f : Rn → R �
@ �7 67��� / 9
 1�:4;� A��7 A��\L #�	< ? � .� E#�&4�� W>'�

#$g +#�@ ?@��

lim
h→�

f(a�, · · · , ai + h, · · · , an)− f(a)
h

� g : Rm → Rn �L� �A�E��d<. W4;� �� �BC �7 �'7 +K�-#/� J�;< Dif(a) #�	< �7 ��
1��P ? � �# �$'@�7 � \�%�N<��& # f : R

n → R

Dj(f ◦ g)(a) =
n∑
i=�

Dif(g(a)).Djg
i(a)

K�'H/� � �*� (x, U) 1�h4n� E�T4�# �- � f : M → R 67�� �- Ǳ�.� �7 Q�O

∂f

∂xi
(p) :=

∂f

∂xi

∣∣∣
p

= Di(f ◦ x−�)(x(p))

ci(h) = x−�(x(p) + (�, · · · , h, · · · ,�)) ��>7�Y �7 �� ci : (−ε, ε) →M /'='� �L�
lim
h→�

�

h (f(ci(h)) − f(p)) �j:�C# ∂f
∂xi (p) �H #�H K�-��) �]OG� E�T<Z K�'H � �*�

(f ◦ �7 �6C�� �# m$d'�/� �� ci /'='� #�$4�� �# f 1������ J�9�� ∂f
∂xi (p) eV +���

�H #�@ �
�� +��� �7��7 ci)′(�)

∂f

∂xi
(p) = δij =

{
� i = j �L�
� i �= j �L�
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x �L� +K���/� �+! �
@ �7 �K�'H K���� �� Rn �# o� �h� � ci /'='� �s<�'�
W4;� #�	< J�	- �H �Dif(p) = ∂f

∂xi (p) 1��P ? � �# �$@�7 Rn /<�	- �@�T<
+��� M��GH /89


i

�+! �
@

� � ∂/∂r A�-#�	< .� �H #�@/� ��$ $V /4C� �#�	< ? � .� �T # M��GH ��*Y� M 
��g�	d� � . �7 +K�'H/� E#�&4�� /">C 1�h4n� �# ∂/∂θ

A := R
� − L := R

� − {(x, y) ∈ R
�|y = �, x ≥ �}

1��P �7 �� P : A→ R� 1�h4n� E�T4�# R� .�

P (x, y) := (r(x, y), θ(x, y))

(�;�π) �# #�&7 �h='� A#$g θ(x, y), r(x, y) =
√
x� + y� �H �K�'H /� � �*�

�H ���

i

�I+! �
@
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y/x = tan(θ(x, y)) x �= � �L�
θ(x, y) = π/� x = � < y �L�
θ(x, y) = �π/� x = � > y �L�

�
�� �I+! �
@ �7a K���/� X�7 ��"*� �7 A �7 1�h4n� E�T4�# M �7 S���� ? � �7
1�h4n� E�T4�# �H ��� �Hq J� �@a +��� {r|r > �} × (�;�π) JZ � �h� m_#�@
�]< �# �� A�T # `�*@ �- J���/� L A�d7 +#�;< #�$=� A �7 ��� ?
	� /*Y��
��+! �
@ �7 +$��� {r|r > �} × (θ�; θ� + �π) � �h� �7 /-�T4�# �7 � �D�L

_+#�@ �
��

i

��+! �
@

� �*� J���/� /4O�� �7 ��<Z �H ��� ���� �� F� �*� P #�) .� P−� J���� 67��
b �P 1��P �7 �� ∂f/∂r Q���D ? � .� +P−�(r, θ) = (r cos θ, r sin θ) �#�	<

�d�4< �# (f ◦ P−�)(r, θ) = f(r cos θ, r sin θ) �#��Z ��$7 J���/�

∂f

∂r
(x, y) = D�(f ◦ P−�)(P (x, y))

= D�f(p−�(p(x, y))) •D�((P
−�)�(x, y))

+D�f(p−�(p(x, y)) •D�((P
−�)�(x, y))

= D�f(x, y) • cos(θ(x, y)) +D�f(x, y) • sin(θ(x, y))

v ��#�7 #�$4�� �# � (x, y) ��>:< �# f 67�� A#�$4�� W4;� ��$:� �Q���D ? � ���� �7
v ��#�7 +$'H/� �"��=� (x, y) ��>:< .� .�rZ �7 (cos(θ(x, y)), sin(θ(x, y))) A#�-
�7 (x, y) .� A.�rZ c� /'='� +##�L/� �h4� (x, y) �7 Ǳ�$"� .� �H ��� A��#�7
? � ����# ?�	- �7 +��� P−� c��� ��=�−r A.��� c) M � �h� v A#�- ��#�7
+##�L �
�� �!+! �
@ .� _���a �	NC �7 +#�# J�;< J���/� ∂f/∂r #�	< �7 �� W4;�

5�
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i

�!+! �
@

�H #�# J�;< J���/� �7�;� �� "��=� �7
∂f

∂θ
(x, y) = D�f(x, y)[−r(x, y) sin(θ(x, y))]

+D�f(x, y)[r(x, y) cos(θ(x, y))]

��>:< �# JZ �0
 �\� � ��� #�	g v �7 w = (− sin(θ(x, y)), cos(θ(x, y))) ��#�7
+��� P c��� ��=�−θ A.��� /'='� e
g � �h� �H ��� c� ��#�7 �7��7 (x, y)

`�*@ �7 E� �# �$'H �H�O �π �� � .� θ �L� �H ��� ? � r(x, y) S �Y ��0� ���#
/89
 W4;� ? ��7�'7 +$'H/� �H�O ��$'� �7��7 r(x, y) E�.�$<�7 ���	- � ��� r(x, y)
_^a �	NC �7 +��� v #�$4�� �# f /89
 W4;� �7��7 r(x, y) E�.�$<� �7 w #�$4�� �# f

+##�L �
�� �!+! �
@ .�
(x, y) A�-���4� ���
� F\O � �JZ � �]< � D�f A�d7 ∂f/∂x #�	< .� E#�&4�� �7

��@�< J���/� � . �
@ �7 �� �0<Z X�7 A�0����D ��	- �#
∂f

∂r
=

∂f

∂x
cos θ +

∂f

∂y
sin θ

∂f

∂θ
=

∂f

∂x
(−r sin θ) +

∂f

∂y
(r cos θ)

(x, y) �H #�	< E#�&4�� J���/� + + + � ∂x/∂r �� "��=� A��7 (�hn7 ��0����D ? � .�
+ + + � ∂x/∂r = cos θ �1��P ? � �# +��� R

� /<�	- 1�h4n� E�T4�# �T; �	<
��@�< J���/� � . �
@ �7 �� �0����D ? � �\� �

∂f

∂r
=

∂f

∂x

∂x

∂r
+
∂f

∂y

∂y

∂r

∂f

∂θ
=

∂f

∂x

∂x

∂θ
+
∂f

∂y

∂y

∂θ

,I
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+$''H/� J��7 W �t ? � �7 �� W4;� A�E��d<. E�$g�C S%r� �M��GH A��\L#�	< �#
�j#$d� � . 1��P �7 ��<Z �H ��� �d7 ? ��7�'7 � #�@/� E#�&4�� K
O ? � .� ����#� �#

�K�'H p�>�

� �$'@�7 M $%&�'� �7 1�h4n� E�T4�# �# (y, V ) � (x, U) �L� �
��
� �����
�K ��# U ∩ V �7 1��P ? � �# �$@�7 � \�%�N<��& # f : M → R

∂f

∂yi
=

n∑
j=�

∂f

∂xj
∂xj

∂yi
_�+! a

_M��GHa E�$g�C J�	- K
O ? � �H $ # $�-��) �$�'H �&O �� #�) A#�N<�) �L� 23�*4�

���� W4;� A�E��d<.

∂f

∂yi
(p) = Di(f ◦ y−�)(y(p))

= Di([f ◦ x−�] ◦ [x−� ◦ y−�])(y(p))

=
n∑
j=�

Dj(f ◦ x−�)([x ◦ y−�](y(p)) •Di[x ◦ y−�]j(y(p))

=
n∑
j=�

Dj(f ◦ x−�)(x(p) •Di[x ◦ y−�]j(y(p))

=
n∑
j=�

n∑
j=�

∂f

∂xj
(p)

∂xj

∂yi
(p)

� +��� ��	� J�-�7 �

Q���D �# �H #�@ �
�� +K�'H/� p�>� �� G�N�
� $��
.���
 ��� �.X ����#� �#
6C��� /B*7 �# +$@ ��-�� ∂f/∂xj ?�8�V �# � ∂xj/∂yi AX�7 �# j e $<� ��)Z
A#���� ?�'� �# +��� ��L�
 �0<Z ?4@�< �H #�@/� ��-�� �̀< ? � .� / �0����D
/N $<� A�� �� �̀< ? � .� 1G	
 $ �7 �H #�H #�# ���C � #�H F\O �� ∑ #�	< J���/�
�� . �K'H/	< E#�&4�� #�	< ? � .� ?� +#. 6	
 ���� E$�Z J��9	- ?�8�V � X�7 �# �H

+��� �0����D ? � Q�t E$@ �4-���H JZ ?NO �0'� � K<97 6	
 #��/� �#� 
1��P �7 �� _�+! a Q���D

∂

∂yi
=

n∑
j=�

∂xi

∂yi
∂

∂xj

,�
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f �H A�T%	g +#��T</� ∂f/∂yi �7 �� f 67�� �H ��� A�T%	g ∂/∂yi �H K�N �</�
�d�4< �# +K�-#/� J�;< ∂/∂yi|p #�	< �7 �#��T</� (∂f/∂yi)(p) �7 ��

∂

∂yi
=

n∑
j=�

∂xi

∂yi
∂

∂xi

∣∣
p

�2��3- ��402 5!&

�j$*7 �H ���� zA��>:<�W4;�y ��'7 � . p�@ �7 /Lk � A���# � = ∂/∂xi
∣∣
p

�T%	g
+$ Z /� ��
7

E�T4�# �- � f, g : M → R � \�%�N<��& # 67�� �# �- Ǳ�.� �7 �
��
� �����
$'H /� �$P � . ��>7�� �# � = ∂/∂xi

∣∣
p

�T%	g �p ∈ U �7 (x, U) 1�h4n�

�(fg) = f(p)�(g) + �(f)g(p)

� +E$'<��) E�$0g �7 23�*4�(
∂x′i
∂xj

)
(p) e ����−n×n �$'@�7 M �7 /��h4n� E�T4�# �# (x′, U ′) � (x, U) �L�

�6C�� �# +��� #�&��< e ���� ? � +��� x(p) �# x′◦x−� �@�T< /7�H�f �7��7 ���#
+$@�7/� (∂xi/∂x′j)(p) JZ ��
*�

Q�O 1�h4n� E�T4�# M (y, V ) � ���	- /4@�T< f : Mn → Nm �L� Q�O
e ����−m× n �� "�� �$@�7 f(p)(

∂(yi ◦ f)
∂xj

(p)
)

 8 A�� �� ��4;� #$g ? � +#��$< /T4N7 (y, V ) � (x, U) /��h4n� E�T4�# ^�n4<� �7
+$'��</� p �� f

$*7a m .� �4	H p �# f �� "�� �H K�8�L f G�B�  8I9
 M /���P �# �� p ��>:<
M �� f(p) � E$���< f K]'� ��>:< ��<Z �$@�"< ?�
� p ��>:< �s<�'� �$@�7 _N � �h�

+K���</� f G�B� �	��9� �� N �# {�:< � �� +K�8�L/� f VW�� ���9�
��� f K]'� ��$:� M q �
' � A��7 /D�H � �.X {�@ E�T<Z �q ∈ N �L� eV
(�) ���O �# {�@ ? � +$@�7 f K]'� ��>:< M p A� p �∈ f(q) �- A�.� �7 �H

+$@�7/� JZ K]'� ��$:� M �f ��$:��< �- �/'* +��� b�=P q �∈ f(M)

,!
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+f ′(x) = � �H ��� f ?�
� ��>:< x /4C� �0'� � /4C� E�T<Z �f : R → R �L�
/���P �# �0'� ���O ? � �4"�� �H �$'@�7 ?�
� [a; b] E�.�7 �# {�:< ��	- �H #��# Q�	4O�
�$@�7 ?�
� f : R

� → R 67�� � #�:� ��	- �L� +$@�7 �7�x [a; b] �7 f �H ��� ?
	�
�T # A�� .� +��� �7�x f K- .�7 �\� � D�f = D�f = � �
 �	- �# 1��P ? � �#
�7�x 67�� ��� �$'@�7 f : R

� → R
� ?�
� {�:< R

� {�:< ��	- �H #��# #�
� J�
�� ? �
R× {�} ⊆ R� �7��7 f(R�) � �h� ���O ? � �# �4"�� +f(x, y) = x 67�� Gj �� m$@�"<
(�h) �# K0� ���N7 A���BC +$@�7/� R

� .� M��H ���N7 A��g�	d� � . �H ���
pG>P� $'� �7 JZ /D�*� A��7 +$-#/� K�	*� �� K
O ? � �H #��# #�
� ?�
� {�:<

+K ��# .��<
Ǳ�.� �7 �H ��� ��> T83��
�% /���P �# A ⊂ Rn ��g�	d� � . �H K �@/� ��Z#� 
�D� J�'� _�4N7 � .�7a A�-%�>4N� .� B�, B�, B�, · · · ���"<# M A� ω > � �-

�H #�@
∞∑
n=�

v(Bn) < ω , A ⊂
∞⋃
n=�

Bn

$%&�'� K A�-�g�	d� � . (�h) �# /07�;� ��0&� +��� Bn KdO (Bn) �H
^�4H .� /	� �7 #�) �H K ��# .��< /	� �7 ��]'� ? � A��7 +K�'H � �*� K-��)/�

+K�'H/� p�>� ��<Z 1��P �H �#��# /T4N7 �-$%&�'� �7 ^�NO

��� /*7�� f : A → Rn � ��� ��>4N� M A ⊂ Rn K ��L ��	 �����
? � �# +��� ���C �7 ‖Djf

i� ≤ M‖ A��N� �< �i, j = �, · · · , n �7 j, i �- Ǳ�.�7 �H
+‖f(x)− f(y)‖ ≤ n�M‖x− y‖ A� x, y ∈ A �- Ǳ�.�7 �1��P

�$@�7 �&P E�.�$<�7 A ⊂ Rn � E#�7 C� �GH .� f : Rn → Rn �L� ��	 �����
+��� �&P E�.�$<�7 9�< f(A) E�T<Z

K�'H R�D K�<���/� ���� E#�;D A�-�g�	d� .� �� �	@ /g�	4
� Rn J�� 23�*4�
/Lk � ? � �7 A� M �H $'H/� ^�d � , K� +#��# ���C C E#�;D A��g�	d� �# A �H

A� x � y ∈ C �- Ǳ�.�7 �H #��# #�
�

‖f(x)− f(y)‖ ≤ n�M‖x− y‖

n�Md ≥ JZ �>C �H $'H/� � �h� A��g�	d� �7 �� d �>C �7 ��>4N� F �? ��7�'7
� +�N- 9�< f(A) E�T<Z �$@�7 �&P E�.�$<�7 A �L� �H #�@/� �d�4< ? � .� +���

,2
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�H K�8�L �&P E�.�$<�7 /���P �# �� M A$*7 n ���	- $%&�'� .� A ��g�	d� � .
A�-�g�	d� .� M �- �H #�@ �D� J�'� A ⊂

⋃
Ui �7 (xi, Ui) �0���� .� A����"<#

�]OG� /L#�N7 2+5+! K� M	H �7 +$'@�7 $@�7 �&P E�.�$<�7 xi(A ∪ Ui) ⊂ Rn

�&P E�.�$<�7 9�< x(A ∪ U) ⊂ Rn E�T<Z �$@�7 �&P E�.�$<�7 A ⊂ M �L� �H ##�L/�
�$@�7 ���C �7 {�@ ? � �L� �e
*��7 +��� E��n�# /��h4n� E�T4�# (x, U) �H ����
�� �BC .� /L#�N7 E�T<Z �$@�7 �� �	@ JZ A�-�&��� #�$*� �
' � � � �$@�7 $'"	- M
�< #�$*� .� �9d� /g�	4
� M �L� ����a +��� �&P E�.�$<�7 A �H #�@/� �d�4< !+�+�
�#��# �7 �# �>:< M �0'� R /�H �- .� �H $@�7 A��g�	d� A � $@�7 R /�H �� �	@

�##�L/� �d�4< � . K
O �2+5+! K� .� S���� ? � �7 +_�N�< �&P E�.�$<�7 A E�T<Z

A$*7 n A�-$%&�'� ?�7 C� �GH .� /*7�� f : M → N �L� ������ �����
+��� �&P E�.�$<�7 9�< f(A) ⊂ N E�T<Z �$@�7 �&P E�.�$<�7 A ⊂M � $@�7

��g�	d� �- �H #��# #�
� J�'� A ⊂
⋃
i Ui �7 (xi, Ui) �0���� .� A����"<# 23�*4�

f(A) ∩ V = E�T<Z �$@�7 N �7 /���� (y, V ) �L� +��� �&P E�.�$<�7 xi(A ∩ Ui)
A�-�g�	d� .� M �- �2+5+! K� �7�'7 +⋃i f(A ∩ Ui) ∩ V

y(f(A ∩ Ui) ∩ V ) = y ◦ f ◦ x−�(x(A ∩ Ui))

�# f(Ui, ui) J�� +��� �&P E�.�$<�7 9�< y(f(A) ∩ V ) ? ��7�'7 +��� �&P E�.�$<�7
E�.�$<�7 f(A) �H K ��L/� �d�4< �#��# ���C N A�-�&��� .� �� �	@ ��H�$O /g�	4
�
� +��� �&P

?�7 C� �GH .� /*7�� f : M → N �L� ������ �� ���� ���� �����
f ?�
� � #�:� E�T<Z �$@�7 �4@�# �� &��� �� �	@ ��H�$O #�$*� �7 M � $@�7 �-$%&�'�−n

+$'-#/� ��
;� N �# �&P E�.�$<�7 A��g�	d�

�H K ��T7 �]< �# /���P �# �� K
O ��� /D�H ���� /*Y�� K
O J�� 23�*4�
�7 ^�NO ^�4H .� �5�2 �� �BC J�	- �j:�C# ���O ? � ��� +$'4N- Rn �7��7 N,M

+��� �-$%&�'�

,5
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�� �� ��N� �# �T�a K�'H/	< E#�&4�� JZ .� �� �H #��# #�
� #��� �� �BC .� �4 �C �̀<
�7 {��;� �f : Mn → Nm �@�T<−Ck �- ?�
� � #�:� #��#/� J�gq� �H _!5
.� A�E#�� ���O ,+5+! �� �BC +��� �&P E�.�$<�7 �max{m− n,�} + � ≤ k �
<Z
,+5+! �� �BC �
' � �7 �_!I �� ��N�a ��� /0 $7 n < m ���O � ��� /%H K
O ? �
F�>*� �̀Y�� ? � �7 �� J�	0
�� �Y�O Q�O �# �#�7 $-��) $�&� ���N7 E$' Z �#
�<�T� JZ � �h� p ∈M �>:< M �# f : M → N 67�� K �� "�� ?4@�# �7 �H K�'H/�
J���/� A��W�C# 1�gGt� ���� �7�x p .� /T �N	- M �# f �� "�� �H /��T'- ���
/T �N	- M �# E�T<Z �$@�7 k �7��7 p �# f �� "�� �L� �H #�@ �
�� +#��Z ��$7 ��$7
(∂(yi ◦ f)/∂xi) .� k × k e ���� � . M �C�$O �� . +#�7 $-��) k ≤ JZ �� "�� p .�
M �# eV ���� �4���V J�'����# 67�� J�� � �#��# �&P ���n� J�'����# p ��>:< �#

+��� �&P ���n� p .� /T �N	-

E�T4�# M E�T<Z �$@�7 k �� "�� �7 p �# f : Mn → Nm �L� ����� �����
f(p) Q�O (y, V ) /*Y�� 1�h4n� E�T4�# M � p Q�O (x, U) /*Y�� 1�h4n�

1��P �7 y ◦ f ◦ x−� �H #��# #�
� A��<�L �7

y ◦ f ◦ x−�(a�, · · · , an) = (a�, · · · , ak, ψk+�(a), · · · , ψm(a))

~ �*� �7 E�T<Z �$@�7 f(p) #�L N �7 /-��n�# 1�h4n� E�T4�# y �L� �E�G*7 +���
+#��Z ��$7 �� ��)� K
O S��'� 1�h4n� E�T4�# J���/� JZ A�-�&��� S��'�

/��h4n� A�0-�T4�# E�T<Z �$@�7 k �� "�� �7 p ��>:< .� /T �N	- M �# f �L�
�H $@ $'-��) �D� J�'� (y, V ) � (x, U)

y ◦ f ◦ x−�(a�, · · · , an) = (a�, · · · , ak, · · · , ◦)

Q#�*� /%H �� �BC �7 N = Rm � M = Rn (�) ���O �������� �����
�	NC �$@�7 Rm /<�	- 1��� y �s<�'� +��� /*Y�� ��BC ? � K
O �H ��� ����

$#� %�&��$'�� (�)*+ �� ���,��� -�./ �� $*��
 $#� 0$�12��&��$'�� 3�4)�� 5� 06
7
8
� -�./ (9�
��
: (;<�$
 =$"�$.��

,,
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Q�	g� e�� � Rn �7 /	N�D���U�& # Q�	g� �7 �H #��#/� J�gq� X�7 �� �BC .� _�a
�T< �7�x �� Q�� �� "��� k � f �H K�@�7 ?U	>� K�<���/� �Rm 1�h4n� �# /4;T �

f /4O ��� ?
	� �� . �Rm � R

n �7 A�-KN�D����U�& # ? � �H ��� ?@�� +#��#
�H $@�7 ���@ �� /t�:< �0'� JZ � �h� Gj �� � �$@�"< K- M�"
 Rk × {◦} ⊂ Rn �7

+$<�&P �0<Z �� &��� ?����
�# f(Rn) ��� ?
	� �� . �#��# #�
� A�4	H ���4)� y ^�n4<� �# _!a ���O �#

+#��T< ���C Rn .� A$*7−k A�BD � . }�-

�# �;T �
 Q�	g� �7 +K�'H/� ^�n4<� p #�L u 1�h4n� �T4�# M _�a 23�*4�
�H K�'H S��� A��t �� �0<Z K�<���/� ���9� 1��P �# yi � ui /��h4n� 67���

det
(∂(yα ◦ f)

∂uβ
(p)

)
�= ◦ α, β = �, · · · , k _!+! a

K�'H/� � �*� J�'H�

xα := yα ◦ f α = �, · · · , k

xr := ur r = k + �, · · · , n

�H $'H /� ^�d � _!+! a �1��P ? � �#

(
∂xi

∂uj
(p)

)
=det

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∂(yi ◦ f)
∂uβ

X

O

� · · · �
+++ +++
� · · · �

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ �=� _2+! a

p .� /T �N	- M �# /��h4n� /-�T4�# x = (x ◦ u−�) ◦ u �H $-#/� J�;< ? �
.� /T �N	- M �# x ◦ u−� �@�T< �J� ��� 67�� �� �BC � _2+! a ���# �7 �� . ����
x(q) = (a�, · · · , an) /'*� �7 q = x−�(a�, · · · , an) J�'H� +��� KN�D����U�& # u(p)

�d�4< �# � xi(q) = ai ? ��7�'7 +���

yα ◦ f(q) = aα α = �, · · · , k

ur(q) = ar r = k + �, · · · , n

K ��# �̀	d� �# �? ��7�'7

y ◦ f ◦ x−�(a�, · · · , an) = y ◦ f(q) = (a�, · · · , ak, · · ·)

,�
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+q = x−�(a�, · · · , an) JZ �# �H

�
@ �7 v ◦ f ◦ x−� �H K�'H/� ^�n4<� A��t �� v � x /��h4n� A�0-�T4�# X�Y
?�8�V /*7�� e ���� ���� k �7��7 f �� "�� p .� /T �N	- M �# J�� +$@�7 _!+! a

e ���� �# X �� �	� �

(
∂(yi ◦ f)
∂xj

)
=det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

� · · · �
+++ +++
� · · · �

O

X

Dk+�ψ
k+� · · · �

+++ +++
� · · · Dmψ

m

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�=�

K�N �'7 K�<���/� �? ��7�'7 +$@�7 �&P p .� /T �N	- M �# /4N �7

ψr(a) = ψ̄r(a�, · · · , ak) r = k + �, · · · ,m

K�'H/� � �*� �J�'H�

yα := vα yr := vk − ψ̄r ◦ (v�, · · · , vk)

E�T<Z �v(q) = (b�, · · · , bm) �L�

y ◦ v−�(b�, · · · , bm) = y(q) _5+! a
=

(
b�, · · · , bk, bk+� − ψ̄k+�(b�, · · · , bk), · · · _,+! a

· · · , bm − ψ̄m(b�, · · · , bk)
)

_�+! a

/7�H�f e ���� J�'����# ��d�4< �# �

(
∂yi

∂vj

)
=det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

� · · · �
+++ +++
� · · · �

O

X

� · · · �
+++ +++
� · · · �

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+$-#/� ��
;� f(p) /T �N	- �# /��h4n� E�T4�# M y �\� � ���� �&P ���n�

E�G*7

y ◦ f ◦ x−�(a�, · · · , an) =

,3
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= y ◦ v−� ◦ v ◦ f ◦ x−�(a�, · · · , an)

= y ◦ v−�
(
a�, · · · , an, ψk+�(a), · · · , ψm(a)

)
(�)
= y ◦ v−�

(
a�, · · · , an,

ψk+�(a)− ψ̄k+�(a�, · · · , an), · · ·

· · · , ψm(a)− ψ̄m(a�, · · · , an)
)

= (a�, · · · , an,�, · · · ,�)

� +��� E$@ E#�&4�� _�+! a .� _�a �# �H

�$�V /P�) 1��P JZ K
O �#�@/� m � n �7��7 �+,+! �� �BC �# f �� "�� /4C�
+$7� /�

����� �����

E�T4�# �- Ǳ�.� �7 E�T<Z �$@�7 m �� "�� �7 p �# f : Mn → Nm � m ≤ n �L� _�
�H #��# #�
� p Q�O (x, U) /��h4n� /-�T4�# �f(p) Q�O (y, V ) 1�h4n�

y ◦ f ◦ x−�(a�, · · · , an) = (a�, · · · , am)

E�T4�# �- Ǳ�.� �7 E�T<Z �$@�7 n �� "�� �7 p �# f : Mn → Nm � n ≤ m �L� _!
�H #��# #�
� f(p) Q�O (y, V ) /��h4n� /-�T4�# �p Q�O (x, U) 1�h4n�

y ◦ f ◦ x−�(a�, · · · , an) = (a�, · · · , an, ◦, · · · , ◦)

�
�� ��� /D�H �0'� +��� �+,+! �� �BC .� _�a ���O .� /P�) ���O 2#5� 3�*4�
�# �;T �
 Q�	g� �7 A.��< ���O ? � 1�"x� �# p�Y� �7 E�T<Z �k = m �L� �H #�@

�H #�@ �7�x �� �N�< yi 1�h4n�

det
(∂(yα ◦ f)

∂uβ
(p)

)
�= � α, β = �, · · · ,m

+��� /D�H �- ui �7 �;T �
 Q�	g� ��
%7

,�
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M �# f �� "�� eV �$@�7 n ≥ {�:< ��	- �# f �� "�� /4N �7 /� J�� 2#6� 3�*4�
�4D�L �]< �# �� N = Rm � M = Rn ���O ��� �407 +��� n �7��7 p .� /T �N	-
�7 JZ �7 ��]< 1�h4n� E�T4�# �H K .�N7 A��<�L �7 R

m A��7 �� y /��h4n� E�T4�#
/��h4n� A�0-�T4�# �+,+! �� �BC .� _!a �	NC J�'H� +$@�7 /<�	- �
@ �7 Rn

�H $'H/� K-��D A��<�L �7 �� R
m A��7 ψ � R

n A��7 ϕ

ψ ◦ f ◦ ϕ−�(a�, · · · , an) = (a�, · · · , an, ◦, · · · , ◦)

.� A��g�	d� � . �7 �� Rn A�BD f �@�T< K- .�'- �K�'
< Q�	g� �� ϕ−� �L� /4O
Rn {�:< �/'* +$'H/� ���4)� Rn×{◦} �# �� o� #�:� JZ �7 ψ �H #��T</� f(Rn)

�
;� ? � +�N�< �� �]< #��� Xj �	4O� �H �$<�@/� � �h� Rn × {◦} �# / �-�
 �7
1��P �7 �� λ +#�H pGP� J���/� Rm �7 A�T # �@�T< �7 ��

λ(b�, · · · , bm) = (ϕ−�(b�, · · · , bn), bn+�, · · · , bm)

K ��# �ϕ(a) = (b�, · · · , bn) J�� 1��P ? � �# +K�'H/� � �*�

ϕ ◦ ψ ◦ f(a�, · · · , an) = λ ◦ ψ ◦ ϕ−�(b�, · · · , bn)

= λ(b�, · · · , bn, ◦, · · · , ◦)

= (ϕ−�(b�, · · · , bn), ◦, · · · , ◦)

= (a�, · · · , an, ◦, · · · , ◦)

/<�	- E�T4�# 9d7 x /��h4n� /-�T4�# �s<�'� +��� ��]4<� #��� y J�	- λψ �\� �
K�'H � �*� ��� /D�H �K�@�7 �4@�# Rn �7

λ(b�, · · · , bm) =
(
x(ϕ−�(b�, · · · , bm)), bn+�, · · · , bm

)
�]< #��� y J�	- y = λ ◦ ψ K- .�7 �H #�# J�;< J���/� ���0� �7 �1��P ? � �# �
� +#�@ �
�� �2+! �
@ �7 +���

i

�2+! �
@

,�
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���O �# ���� f K]'� ��>:< M p ��>:< 2+,+! �� �BC .� _�a ���O �# �
' � �7
�4	0� �� A��7 _!a ���O ��� �_n < m �s<�'�a $@�7/� JZ ?�
� ��>:< M _!a
JZ �� "�� �H K�8�L GH��	� /���P �# �� f : Mn → Nm � \�%�N<��& # 67�� +���
� �n ≤ m ��� �.X /4�*Y� ?�'� �# �4"�� +$@�7 N $*7 n �7��7 M {�:< ��	� �#
�]< �/'* a ��� M�"
 �j*Y�� ?@�	 � �- �2+,+! �� �BC .� _!a �	NC �7�'7 E�G*7
�@�T< �- �H #��$< /��9� ��T # A�� .� +_��� Af���V�� ?@�	 � M �� �hD �7
Q��� ? ��E#�� +$@�7 M�"
 ��L��D ��>7 �L� /4O �$@�7 ?@�	 � �j	4O f � \�%�N<��& #
Q��� +f ′(�) = � JZ �# �H ��� f(x) = x� ��>7�Y �7 f : R → R 67�� ���# ? � .�
�H �$@�7/� h(x) := (g(x), |g(x)|) ��>7�Y�7 h : R → R 67�� .� ��� 1��"g ��T #

JZ �#

g(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
e−x

�

x > � �L�
� x = � �L�
−e−x� x < � �L�

i

�5+! �
@

�_��N- 9�< ��t ? � �Ha $ Z/� � \�%�N<��& # ��r /*7�� ��#�	< �7 o��#�	< �]'7 �
' � �7
JZ �g�� �H #�# J�;< J���/� 6C�� �# +$@�7/� � \�%�N<��& # /'='� ? � #�) /��
��"@ JZ � �h� �H �)�� �� A�/'='� J���/� /L#�N7 +��� � �7��7 (�,�) ��>:< �#

+��� � . �
@
i

�I
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?���� � ?���# �
' � �7 +#�@/� �]OG� R� �7 R .� ?@�	 � �� �,+! �
@ �#
�L� /4O ��4"�� +$'4N�< F�����	- R �7 �0<Z � ��h� �$'4N- M�"
 (β�, β�) ?@�	 �
��4� J���/� �$@�"< o� �h� A��7 /	N�D�����	- f : P → M M�"
 ?@�	 �
i : f(p) A�4O� �@�T< ��0<Z ��>��� �7 �H �D� f(p) �7 A� \�%�N<��& # ��4)��
��4"��a � \�%�N<��& # ��4)�� M �7 m .� M� A��g�	d� � . ��H �# +#�@ ?@�	 �
K�8�L #.�	 � $%&�'� � . /���P �# �� _#�@ {�@ M � M� �7 �4� A��L.�� �j��9� �<
β�R → ?@�	 � � �h� �� . �
@ �# +$@�7 ?@�	 � i : M� →M A�4O� �@�T< �H

+��� E$@ E#�# J�;< S� × S�

i
��+! �
@

+$@�7 M .� Q�T� A��g�	d� � . M� ��� ?
	� /4O �H $-#/� J�;< �
@ ? �
E#�7 Mn .� . �	 � � A$*7−k A$%&�'� � . M� �s<�'� �1G
;� �	- ? � #�
� �7
(y, V ) 1�h4n� E�T4�# M E�T<Z �$@�7 M� �# p ∈M� ��>:< .� A�/T �N	- U� �

�H #�@/� �D� J�'� p Q�O M .�

U� ∩ V = {q ∈M |yk+�(q) = · · · = yn(q) = �}

�L� �? ��7�'7 +��� f = i �7 ZZ �� �BC .� _!a �	NC .� K�:4N� A��d�4< �K
O ? �
p ∈ M� ��>:< .� /T �N	- M �# _M� $%&�'� �7 /*7�� J��'g �7a g : M� → N

�H #��# #�
� J�'� p .� V ⊂ M /T �N	- M �7 ḡ A���	- 67�� E�T<Z �$@�7 ���	-
K�'H � �*� K�<���/� �6C�� �# +V ∩M� �7 g = ḡ ◦ i

yα(q) = yα(q) α = �, · · · , k
yr(q′) = ◦ r = k + �, · · · , n �H g̃ = g(q′)

��
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i

�3+! �
@

�Gj �� +K�4N�< M �7 g̃ � �*� �7 �#�C �$@�7 ���	- M� �H �7 g �L� /4O ��T # A�� .�
+�N�< ?
	� ��H ? � �$@�7 i = �,�,� �7 β−�

i : βi(M) → R 67��� .� /
 g �L�
� . M� ⊂ M �L� +#��# #�
� . �	 � A�-$%&�'� � . #��� �# 9�< A�T # �
;�
#��$< /��9� E�T<Z �f(p) ⊂ M� �7 ���	- /*7�� f : p → M � $@�7 #. �	 � $%&�'�
�@�T< ? � �K ��L/� �]< �# _C∞ ��4)��a M� A�47 /4@�T< J��'g �7 �� f /4C� �H
M� A�47 /4@�T< J��'g �7 f �L� /4O �H $-#/� J�;< � . �
;� +$@�7 ���	- f
J���/� �H ��� A9�� �0'� A$*7 E���9L +#��# #�
� �
;� ? � K- .�7 �$@�7 �4���V

+#�H p�>�

i

��+! �
@

f(P ) ⊂ �7 C∞ /*7�� f : P →M �#. �	 � $%&�'� M� ⊂M �L� �
��
� �����
9�< M� A�47 /*7�� J��'g �7 f E�T<Z �$@�7 �4���V M� A�� �7 /*7�� J��'*7 f � �M�

+��� �4���V

�!
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i−�◦ �L� �H K�-# J�;< K�-��)/� +��� A�4O� �@�T< i : M� →M K ��L 23�*4�
/��h4n� /-�T4�# �R��&� p ∈ P �- Ǳ�.� �7 +��� 9�< C∞ E�T<Z �$@�7 �4���V f
U� = {q ∈ V |yk+�(q) = �H K�'H/� ^�n4<� J�'� f(p) Q�O M A��7 y, V
E�T4�# M (y�|U�, · · · , yk|U�) � $@�7 M� �# p .� /T �N	- M · · · yn(q) = ◦}

+$@�7 U� A� � M� A��7 /*Y�� 1�h4n�
�S ⊂M� .�7 ��g�	d� � . �- Ǳ�.� �7 ? ��7�	'7 � ���� �4���V i−� ◦ f �R�D �7�'7
�� p ∈ P .� /T �N	- M f �? ��7�'7 +��� .�7 f−� ◦ i(S) ⊆ P ��g�	d� � .
E�T4�# M ��
;� yk, · · · , y� � $<���	- yj ◦ f 67��� ��	- J�� +#��T</� U� A�47
�#�@ �4D�L �]< �# M� A�47 /*7�� J��'g �7 f �s<�'� +$'-#/� U� �7 1�h4n�
� +��� ���	-

i

��+! �
@

�K ��L/� �]< �# �� $'4N- KN�D�����	- J�@� �h� A� �7 �H /
�"
 ?@�	 � /4C�
$%&�'� � . +K���</� T��
�N
 �� /'@�	 � ?�'� +#�@/� 6&��� 1G
;� ? � .� A���N7
K�8�L M �4N7 $%&�'� � . M /���P �# �� M� +$@�7 E$'<�;< i : M� → M #.�	 �

+$@�7 �4N7 M .� A��g�	d� � . J��'*7 �H

i

�2



Copyright :  Dr. Mehdi Nadjafikhah < m_nadjafikhah@iust.ac.ir >


�'(
�)*�
��+ ��,��	 $ ��� "*�<� !�
�� =�$

!I+! �
@

Sn−� ⊂ Rn − {◦} ⊂ Rn E�H +#��# #�
� �-$%&�'� � . �7 Q�hO A��7 K0� /: �t
+��� u=7 ? � .� (�) A��<�	< �##�L/� p�>� {x | ‖x‖� = �} 1��P �7 �H

k �"%x �� "�� �7 f−�(y) .� /T �N	- M �7 f : Mn → Nm �L� �
��
� �����
�Ek � �7 +��� _/0� � �a n− k $*7 �7 M .� A��4N7 $%&�'� � . f−�(y) E�T<Z �$@�7
� . M f−�(y) 1��P ? � �# �$@�7 f : Mn → Nm �@�T< K]'� ��$:� M y �L�

+��� _/0� � a M .� A$*7−(n−m) $%&�'�

� +E$'<��) E�$0g �7 23�*4�

/ � �9� $@ E#��Z �j:7�� �H #�) #�d� �
@ �7 C∞ $%&�'� ��0&� p�t �
' � �7
�K�'H p�>� RN /�$�%C� A�-�BD .� / �-$%&�'� � . J��'*7 �� �0<Z �s<�'� ��� �#��#
���	- $%&�'� �- �H K�'H �7�x �� K�<Z �7 J�'H� +#�7 $-��) �4��	%� �0<Z A#�0@ ��#
A��g�	d� � . J��'g �7 �� A$%&�'� �- �\� � �$<�;< J���/� A� RN M �# �� _$'"	- �a
�# A�E$ �D #���� .� A���N7 �# KNd� ? � ��4"��a #�H ��h� J���/� /�$�%C� A�BD .�
�# Q�O ? � �7 �K�'H/� 1�"x� E#�;D A�-$%&�'� #��� �# �0'� �� K
O ? � +_#��$< �7
�# �H ��� �K�'H/� p�>� �� ��� �.X ��/%H ���O 1�"x� A��7 �H A��97� ��H �̀ �@

+K�'H/� E#�&4�� 1��$:� ? � .� 1�*D# �7 9�< ���#�

�2�<� #��
� =!&

�H K�8�L O � �]� M �� O′ [@�V /���P �# �$@�7 M A�BD A��7 /;@�V O �L�
.� O′ �# A�-�g�	d�a U ⊂ V �H ##�L �D� O �# A� V M O′ �# U �- Ǳ�.� �7
+$'��</� [H�F �	3 �� [@�V M .� � �]� �- +_$'@�7 �4
��H O �# A�-�g�	d�
W /T �N	- M p ∈M �- Ǳ�.� �7 �H K�8�L 0K���� �C"D�� /���P �# �� O [@�V

+$'H 6>C �� O �# A�-�g�	d� .� /-�'4� A#�$*� �0'� �H $@�7 �4@�#

O′ A.�7 [@�V E�T<Z �$@�7 M $%&�'� A��7 A.�7 [@�V O �L� ����� �����
Ǳ�Bg� ��	- �E�G*7 +$@�7/� O � �]� � ��� /-�'4� �j*Y�� �H #��# #�
� M A��7

+�D�L J���/� Rn �7 F����U& # .�7 A�-�g�	d� �� O′

�5



Copyright :  Dr. Mehdi Nadjafikhah < m_nadjafikhah@iust.ac.ir >

"*�<� !�
�� =�$ 
�'(
�)*�
��+ ��,��	 $ ���

A�-�g�	d� �!+�+� ��BC �7�'7 +��� $'"	- M �H K�'H R�D K�<���/� p�Y� �7 23�*4�
�7 +M = C� ∪C� ∪C� ∪ · · · �H $<��# #�
� A��<�L �7 + + + � C� �C� �C� E�#�;D
/T �N	- Ū�∪C� �1��P ? � �# +#��# E#�;D ��4N7 �7 U� A.�7 /T �N	- C� p�Y�
Ui .�7 A�-�g�	d� .� A�E��d<. �$<� � ? � �� ��#� �7 +#��# E#�;D ��4N7 �7 U� A.�7
�- Ci ��	- ��0<Z ��	- `�	4
� �Ūi ⊆ Ui+� � ��� E#�;D Ūi �- �H K ��Z/� ��$7

+U−� = U� = ∅ K ��L +$<�@�V/� �� M �\� � #��# �7 �# ��

i

!�+! �
@

J�� +��� � < i �7 Ai := Ūi−Ui−� �
@ A��:%O Wt�'� .� /g�	4
� M J�'H�
�H �.�7 A�-�g�	d� .� /-�'4� A�$*� �7 �� Ai p�Y� �7 �$<�E#�;D �- Ai .� M �-
A� Vi = Ui+� − Ui−� M �# M �- �E�G*7 � �$<��# ���C O .� A�Bg �# M �-
�7 �H K ��T7 K�<���/� J�'� �� �-�g�	d� ? � �?�'s	- +$<�@�V J���/� �$<��# ���C
��� O � �]� �H K ��Z/� ��$7 O′ /;@�V �W �t ? � �7 +$'@�7 F����U	- Rn

+#��$< ���C j > �+ i �H A� Vj }�- �# Ui .� �>:< ��- �� . m$@�7/� /-�'4� �j*Y�� �
�

C ⊂ M � $@�7 M A�BD A��7 .�7 � /-�'4� �j*Y�� [@�V O �L� �H #�@ �
��
J�;< ? � +$'H/� 6>C �� O Ǳ�Bg� .� /-�'4� A#�$*� �0'� C E�T<Z �$@�7 E#�;D
��]<a ��� ���	@ �j��9�� �$'"	- $%&�'� M .� /-�'4� �j*Y�� � .�7 [@�V �- �H $-#/�

+_K�4)�� �+�+! �� �BC 1�"x� �# �H /;@�V

�,
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/-�'4� �j*Y�� .�7 [@�V M O K ��L ��� � !"#$ �	� ���� �����
J�'� U ′ .�7 ��g�	d� M U ∈ O �- Ǳ�.� �7 �1��P ? � �# +��� M $%&�'� A��7
+��� M A��7 .�7 [@�V M 9�< �- U ′ ��	- ��  �#�L � Ū ⊂ U �H #�	< ^�n4<� J���/�

+O = {U�, U�, U�, · · ·} K ��L +��� $'"	-M �H K�'H R�D K�<���/� �p�Y� �7 23�*4�
U� �# Q�	;� � �4N7 A��g�	d� C� := U� − (U� ∪ U� ∪ · · ·) 1��P ? � �#
�7 .�7 A��g�	d� U ′

�
K ��L +$@�7/� M �7��7 C� ∪ U� ∪ U� ∪ · · · E�G*7 � ���

1��P ? � �# +��� C� ⊂ U ′
�
⊂ Ū ′

�
⊂ U�

C� := U� − (U ′
�
∪ U� ∪ · · ·)

K ��L +M = U ′
�
∪C� ∪U� ∪· · · � $@�7/� U� �# Q�	;� �H ��� �4N7 A��g�	d�

+K�-#/� ���#� �� $<� � ? � +C� ∪ U ′
�
⊂ Ū ′

� ⊂ U� �H ��� .�7 A��g�	d� U ′
�

�j*Y�� O �� . mp ∈ Un �H #��# #�
� ��97 /D�H E�.�$<�7 A� n �p ∈M �- Ǳ�.� �7
J�'H� +��� /-�'4�

p ∈ U ′
�
∪ U ′

�
∪ · · · ∪ U ′

n ∪ (Un+� ∪ Un+� ∪ · · ·)

�H K ��L/� �d�4< �#�@/	< P F\O S
�� U ′
n+� � Un+i ~ �*� �7 J��

p ∈ U ′
�
∪ U ′

�
∪ · · ·

� +��� ��	� J�-�7 �

+��� M $%&�'� A��7 /-�'4� �*Y�� .�7 [@�V M O K ��L ����� �����
���� E��n�# U ∈ O �H �ϕU : M → [�,�] ���	- 67��� .� A�� �#�L �1��P ? � �#

�H #��# #�
� J�'�

+SuppϕU A� U �- Ǳ�.� �7 _�

M �# �̀	d� ? � _�a �7 �'7 J��a ∑
U ϕU (p) = � A� p ∈ M �- Ǳ�.� �7 _!

/'*� �7 �̀	d� ? � �#� \V/� 1��P 6	
 /-�'4� A#�$*� �7 p .� /T �N	-
+_���

�� U ′ �? ��7�'7 +$@�7 E#�;D ��4N7 A���# �- U ∈ O .� M �- J� \!�: 23�*4�
Ū ′ ⊂ U ⊂ #��� �# �+!+! K� A��L ��
7 �7 +K�'H/� ^�n4<� !+�+! �� �BC �# $'<��
�	=� � ��� M �7��7 Ū ′ �7 �H K���/� ψU : M → [�,�] ���	- /*7�� �7 �M

��
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K ��# �
 �	- �# eV �$'<�@�V/� �� M �- U ′ J�� +��� U .� A��g�	d� � . JZ
K�'H � �*� ��� /D�H J�'H� +∑U∈′ ψU > �

ϕU := ψU/
∑
U∈O

ψU

/��a �4N7 C �H C ⊂ U ⊂M A��7 �+!+! K� �
<Z {�@ �7 ]0�� \!�: J� \!�:
1�"x� J���/� �"C ��� 9�< �� ���O ? � �$@�7 ���# ��� .�7 U � _E#�;D �j��9� �<

+#�	<
M−C +K�'H/� ^�n4<� E#�;D ��4N7 �7 Up ⊂ U .�7 A��g�	d� �p ∈ C �- Ǳ�.� �7
M − C �# Q�	;� � $<��# E#�;D ��4N7 �H K�<�@�V/� Vα A.�7 A�-�g�	d� �7 ��
��� O /-�'4� �j*Y�� � .�7 � �]� M A���# {Up, Vp} .�7 [@�V �J�'H� +$'4N-

K ��L +��� ��
� �7�C JZ #��� �# � ���O �H

O = {U ∈ O|U ⊂ Up A� p M Ǳ�.� �7 } �H f =
∑
U∈O′

ϕU

�H #��# #�
� JZ .� A�/T �N	- ��>:< �- A�.� �7 �� . ���� ���	- 6	
 �P�O ? �∑
U ϕU (p) = K ��# �- p ��	- Ǳ�.� �7 �H ��� m��� /-�'4� �̀	d� M 1��P �7 JZ �7

� +Suppf ⊂ U K ��# U ⊂ Vα E�L �- � �

.� A�� �#�L E�T<Z �$@�7 M $%&�'� A��7 .�7 [@�V M O �L� ������ �����
�H #��# #�
� J�'� ϕiM → [�,�] ���	- 67���

+��� /-�'4� �j*Y�� {p|ϕi(p) �= �, i ∈ N} A�-�g�	d� ��  �#�L _�

+∑i ϕi(p) A� p ∈M �- Ǳ�.� �7 _!

� +Suppϕi ⊂ U �H #��# #�
� A� U ∈ O M i �- Ǳ�.� �7 _2

@	 �� X�7 ��d�4< .� _!a � _�a (��) �# �#�P {ϕi : M → [�,�]} ��  �#�L
\�� �	3 0
�B	 3��,� ��<Z �$'H �$P 9�< _2a �# � �#�L ? � �L� +$'��</� 0
�B	 3��,�

+K���</� O
+#�	< 1�"x� J���/� �� �hD ? � �� �BC ? �)Z /4O�� �7 J�'H�

f : M → A�E$'<�;< E�T<Z �$@�7 E#�;D ���	- $%&�'� Mn �L� ����� �����
+#��# #�
� S��'� N M �7 RN

�3
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M = U� ∪ �7 (xk, Uk, · · · � (x�, U�)) /��h4n� E�T4�# /-�'4� A#�$*� 23�*4�
ψi : M → [�,�] 67��� � E#�H ^�n4<� !+�+! �� �BC ��� �� �- U ′

i +#��# #�
� · · ·∪Uk
A��7 +#��# ���C Ui �# JZ �	=� � ��� M �7��7 U ′

i �7 �H K�'H/� ^�n4<� J�'� ��
1��P �7 �� f : M → RN 67�� �N = nk + k

f := (ψ� •x�, · · · , ψk •xk, ψ�, · · · , ψk)

U ′
i �7 ψi J�� � #��# ���C U ′

i �# A� i M Ǳ�.� �7 p �>:< �- J�� +K�'H/� � �*�
(∂fα/∂xβi ) /7�H�f e ����−N ×n �H ��� m$@�7/� ?@�	 � f 67�� eV ���� �7��7
�L� ��� . m��� M�"
 f �?�'s	- +#��# �7 �# �� (∂xαi /∂x

β
i ) /<�	- n× n e ����

1��P ? � �# +p ∈ U ′
i �H #��# #�
� A� i M E�T<Z �f(p) = f(q) #�@ R�D

ψi •xi(p) = E�G*7 +q ∈ Ui �H $-# /� J�;< ? � +ψi(q) = � ? ��7�'7 � ψi(p) = �

� +��� M�"
 Ui �7 xi �� . �p = q ? ��7�'7 � ψi •xi(q)

+#�	< ���4)� �n+ � �� N #�@/� �;�	- Gj 	g �H $-#/� J�;< 22�2 ���N�

'�
��(� >!&

+�N�< A. ��K- ��>7�� �J#�7 c"���−C∞ �H $�-# J�;< _���a +�

A�0���� ��	- _�D�/� ��]4<� �H ��t J�	-a �H $�-# J�;< �ZZ K� 1�"x� �# _^a
+$'>"���−C∞ K- �7 A′ �#

x : U → Rn �-KN�D����U	- .� A�� �#�L �7 A�4� / �BD M �L� _���a +!
J�$7a +$'4N- c"���−C∞ K- �7 /T	- � $<�@�V/� �� M �0<Z �� '��# �H �$@�7

+��� #�D �7 �h='� n A��>:< �- �# �H $�-# J�;< _$*7 / �#���< .� E#�&4��
M ���	- ��#.�� $%&�'� �- A��7 ∂M �H $�-# J�;< ��7�;� 1��P �7 _^a

+��� � �*4@�)

���	- ����	- 67��� S�H�� � ���� �4���V ����	- 67�� �- �H $�-# J�;< _���a +2
+���

Ǳ�.� �7 �H ��� ���	- /4C� �0'� � /4C� f : M → N 67�� �H $�-# J�;< _^a
+$@�7 ���	- g ◦ f A� g : N → R ���	- 67�� �-

��
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/
 �0'� �KN�D����U& # $O �#a w#��# #�
� 9 �	4� ���	- ��4)�� $'� R �7 +5
_+�N�< ? � Q���� ��� m#��# #�
�

U ⊂ �H $@�7 A �# A�- (x, U) ��	- � �#�L A′ � .�7 N ⊂ M �L� _���a +,
Q�	�NH�� M A��7 A �H /t�@ �7 ���� Q�	�NH�� N A��7 A′ $�-# J�;< �N

+$@�7

(x, V ) ∈ �H (x|V ∩N , V ∩N) ��	- ��g�	d� 1��P �7 �� A′ �H $�-# J�;< _^a
+#�	< � �*� A

�h='� e%t� A′ � ��� ���	- i : N → M A�4O� �@�T< $�-# J�;< _�a
+#��# �� ��P�) ? � �H ��� N �7 A#�&7

��t �7 gi � fi KN�D�����	- �n �7 Sn−� �7 p� � p� � �h� �# �H $�-# J�;< +�
+$'4N- c"��� ���	-

�H $�-# J�;< 1��P ? � �# �p, q ∈ M � $@�7 ���	- $%&�'� M �L� _���a +3
+#��# #�
� c(�) = q � c(�) = p �7 c : [�;�] →M ���	- K) M 

+�D�L �]< �# J���/� M �7 M �� c /4O �H $�-# J�;< _^a

+$'D����U& # M� × (M� ×M�) � (M� ×M�) ×M� �H $�-# J�;< _���a +�
+$'D����U& # 9�< M� ×M� � M� ×M� �H $�-# J�;< ?�'s	-

Sp̄� : M� → M� × A�04@�T< p̄� ∈ M� � p̄� ∈ M� Ǳ�.� �7 $�'H R�D _^a
p �→ (p̄�, p) � p �→ (p, p̄�) S���� �7 �� >7�Y �7 Sp̄� : M� →M�×M� � M�

+$<���	- �0@�7 $�-# J�;< +K���</� zo�7y �� �04@�T< ? � +K�'H � �*�

���	- /4C� �0'� � /4C� f : N →M�×M� �@�T< �H $�-# J�;< ��/%H _�a
���	- π� ◦ f : N → M� � π� ◦ f : N → M� SH�� A�-�@�T< �H ���
A��4)�� �0'� �K #�H � �*� M� ×M� �7 �H A���	- ��4)���E�Gg �7 +$'@�7

+#��# �� /Lk � ? � �H ���

�@�T< �� "�� J���/� � Z �$'@�7 ���	- i = �,� �H fi : N → Mi �L� _#a
w#�H �n;� p �# �- fi �� "�� SNO �7 �� p �# (f�, f�) : N → M� ×M�

f� × f� : N� × N� → �@�T< �i = �,� �H fi : Ni → Mi 67��� A��7
+K�'H/� � �*� (f�×f�)(p�, p�) = (f�(p�), f�(p�)) ��>7�Y �7 �� M�×M�

+#�	< J��7 J���/� �- fi �� "�� SNO �7 �� JZ �� "�� � Z

��
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f : Pn → �H $�-# J�;< +��� p �→ [p] ��>7�Y �7 �@�T< g : Sn → Pn K ��L +�
� f �� "�� +$@�7 ���	- f ◦ g : Sn → M �H ��� ���	- /4C� �0'� � /4C� M

+$�'H �N �:� �� f ◦ g �� "��

�>:< �- �/'* a $@�7 ���	- �j*Y�� f : U → R � .�7 U ⊂ R
n �L� _���a +�I

f �H $�-# J�;< 1��P ? � �# �_��� ���	- JZ �7 f �H #��# A�/T �N	-
_/0 $7a +��� ���	-

+��� ���	- f �H $�'H �7�x E�T<Z �$@�7 ���	- �j*Y�� f : Rn → R �L� _^a
o�4NL J���/� Rn .� /T �N	- M �7 ���	- /*7�� �7 �� f ��T # 1��"g �7

_/0 $7 J�$'� �<a +#�#

.� /T �N	- M �# h � g ���	- 6���� 67�� �# A���# f : Hn → R �L� _���a +��
�\� � a $<�/
 Rn−� × {�} {�:< ��	- �# Dj h � Dj g 67��� E�T<Z �$@�7 Hn

+_#�	< � �*� {�:< ? � �# �� Dj f J���/�

��4N7 �7 f �L� _^a{
(x, y) ∈ R� : � < x , � < y < e−�/x

�
}

+�N�< ���# _���a K
O �H $�-# J�;< �#�@ � �*�

∂M �7 A#�&7 �h='� ���	- ��4)�� E�T<Z �$@�7 ���	- ��#.�� $%&�'� M �L� +�!
+��� E$'<�;< i : ∂M →M A�4O� �@�T< �H #��# #�
�

−(n − A$%&�'� � . U . �� �H ��� .�7 A��g�	d� U ⊂ Mn K ��L _���a +�2
+��� A$*7−n ��#. �� $%&�'� M Ū �H $�-# J�;< +$@�7/� ���	- A$*7�)

�L� �$ ��T7 �]< �# �� � . Q��� ��� ^�)a
U = {x ∈ Rn : d(x,�) < � � � < d(x,�) < �}
+_��� 1��&4� U . �� �7 ∂Ū /�� ���� ��#.�� A$%&�'� Ū E�T<Z

3I
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i

!!+! �
@

�# S′ A�0��H J#�H �D�Y� �7 �� �
@ ? � +$ ��T7 �]< �# �� !!+! �
@ _^a
�
@ +#�# ���#� $7� �� �� JZ � �#�H ���H J���/� ↑ c��� E$@ �n;� /O��<
S $�-# J�;< +$'��</� S ��
��B!� ��� ��H T8�� �� S� ��4N7 ?4D�L .� �P�O

+��� F�����	- S
� �7

F�����	- ��4<�H ��g�	d� �7 �$<��# #�
� ��4N7 �# �H A��D�Y� {�:< 20������'
+���

$%&�'� Ū ��� ��� �7��7 U . �� �7 S E�T<Z �$@�7 R� − S J��H/7 ��&���� U �L�
���	- A�-$%&�'� � . A��7 �0'� ��� �	NC ? ��7�'7 +��� A$*7�! ��#.��

+��� ���#

�H #��# #�
� f : R� → R� /4@�T< $�-# J�;< _���a +�5

+f(x,�) = (x,�) A� x �- Ǳ�.� �7 _�a

+f(x, y) ∈ H A� y > � �- Ǳ�.� �7 _!a

+f(x, y) ∈ R� −H� A� y < � �- Ǳ�.� �7 _2a

/�� ���� ���	- �#�@ $ $=� ?� �V ��=&P K�< � � X�7 ��=&P K�< �7 f �L� _5a
+��� ���	- f #�)

KN�D����U& # f : ∂M → ∂N � $<���	- ��#. �� $%&�'�N � M $�'H R�D _^a
f(x) ∈ �7 x ∈ ∂M A��L/
 .� �P�O ��g�	d� P = M ∪f N K ��L +���
p ∈ Q�O /��h4n� E�T4�# (x, U) �L� +��� N � M A�9d� `�	4
� �# ∂N
f(U∩∂M) = �H A��<�L �7 $'@�7 f(p) Q�O /��h4n� /-�T4�# (y, V ) � ∂M

3�
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�7 U ∪V ⊂ P .� /	N�D�����	- E�T<Z �(y ◦ f)|U∩∂M = x|U∩∂M � V ∩∂N
e
*'� �� %��� �7 �=&P /'�8�V ��	�< �7 V � x c��� Hn �7 U J#�4��D �7 Rn

� �*� P �7 ���	- ��4)�� M �o� � ? � �H $�-# J�;< +K�'H/� � �*� �y
+$'H/	<

i

!2+! �
@

α : U → /	N�D����U& # � M �# ∂M .� U A�/T �N	- $�'H R�D Q�O _�a
�7 � α(p) = (p,�) A� p ∈ ∂M �- Ǳ�.� �7 �H #��# #�
� J�'� ∂M × [�;�)

��j$*7a +K ��L/� �]< �# �� β : V → ∂N × [�;�) KN�D����U& # �7�;� 1��P
$�-# J�;< +_$<��# #�
� E���	- / �-KN�D����U& # ?�'� �H K�'H �7�x K �#�C
M A��4O� A�04@�T< �H #��# #�
� J�'� P �7 #�&7 �h='� � ���	- A��4)��
∂M × (−�;�) �7 U ∪ V .� β � α c��� / �:�� �@�T< � $<���	- P �# N �

+��� KN�D����U& #

i

!5+! �
@

�H K ��T7 �]< �# H� .� /�H �# .� /g�	4
� 1��P �7 �� R� $�'H R�D _#a
�%4n� �&
 �# �7 $�'H R�D �?�'s	- +K ��4D�L /
 �� �# JZ .� ∂H� �7 {�:<
A�-$%&�'� $�-# J�;< +K �E#�H � �*� ���	- ��4)�� R� �7 _�a 1��P �7 (α, β)

+�N�< /<�	- �@�T< KN�D����U& # ? � ��� �$'D����U& # K- �7 �P�O ���	-

3!
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A�4O� �@�T< JZ ��>��� �7 �H $�'H � �*� H�×H� �7 A���	- ��4)�� _���a +�,
M �- �7 � ��h� � Z w$@�7 E$'<�;< $<���/� A�4O� � Z +$@�7 ���	- R� A�47

w$<���	- ��-�&���� .�

A��<�L �7 M × N �7 ���	- A��4)�� �$'@�7 ��#. �� $%&�'� N � M �L� _^a
+$'@�7 ���	- _� �� ���N� �# E$@ � �*�a /@�7 A�-�@�T< ��	- �H $�7��7

��>7�Y �7 f : R → R 67�� $�-# J�;< +��

f(x) =
{
e−�/x x > �

� x ≤ �

� ��� e−�/x� �- x > � A��7 �H #�H /D�*� /*7�� J���/� �4"��a ��� ���	-
+_��� e−�/|x| �- x < � A��7

�L� �H $�-# J�;< �E$@ E#��Z ZZ �� �BC �# �H A��	�	Y � ZZ K� M	H �7 +�3
f : M → ���	- /*7�� E�T<Z �$'@�7 M �# �9d� �� 4N7 A�-�g�	d� C� � C�
A� f 6C�� �# +C� ⊂ f−�(�) � C� ⊂ f−�(�) �H #��# #�
� J�'� [�,�]

/t�@ �7 ���� E#�� 1�"x� +C� = f−�(�) � C� = f−�(�) �H �D� J���/�
�$�'H ��# �� o��4
< �H

C = �7 f ���	- /*7�� C ⊂ M �� 4N7 ��g�	d� �- Ǳ�.� �7 ��� /D�H _���a
+K�'H � �*� f−�(�)

Ui = �
@ �7 A� Ui �- ���� M − C A��7 ���	@ /;@�V {Ui} K ��L _^a
� . �H ��� /��h4n� /-�T4�# x � ���� x−�({a ∈ R

n : |a| < �})
/*7�� fi : M → [�,�] K ��L +#��T</� Rn A� �7 �� M −C .� A.�7 ��g�	d�
�∂fi/∂xj �7 ��]< 67��� +��� M − Ui �7 fi = � � Ui �7 � < fi �7 ���	-
+K���</� · · · � ! �� �� "�� .� f SH�� /89
 1�:4;� �� · · · � ∂�fi/∂xj∂xk
i ≤ �� "��� �� fi � · · · �f� SH�� /89
 1�:4;� ��	- ��	 �V�� αi K�'H R�D

+C = f−�(�) � ��� ���	- f =
∞∑
i=�

fi/(αi �i) $�-# J�;< +���

y�(a, b) = a + b � y�(a, b) = a � �*� �7 R� �7 (y�, y�) /��h4n� E�T4�# +��
+$ ��T7 �]< �# ��

+$�'H �"��=� � �*� M	H �7 �� ∂f/∂y�(a, b) _���a

.� M �- �∂Ii/∂yj �� "��=� A��7a +$�'H �"��=� 9�< ZZ E���9L .� �� JZ _^a
/4O ∂f/∂y� �= ∂f/∂I� �H #�@ �
�� _+$�'H J��7 y� � y� SNO �7 �� �- Ii
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+��) �- yi �7 /�� #��# /T4N7 i � y �7 ∂/∂yj �T%	g my� = I� �L�

�� ∂/∂x �$47�a +$�N �'7 /">C 1�h4n� �# �� ∂/∂x� + ∂�/∂y� ?��GVX +��
�"��=� JZ A�� .� �� ∂�/∂x� �e�� m$�'H �"��=� ∂/∂θ � ∂/∂r SNO �7

+��� �
r

[
∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

∂

∂θ

(
�

r

∂

∂θ

)]
���V +_$�'H

E�.�$<� �7 f(M) E�T<Z �n < m � $@�7 C� �GH .� ���	- f : Mn → Nm �L� +!I
+_$@�7 ���	@ M A�-�&���� #�$*� �H /t�@ �7 ��4"��a ��� �&P

An,�, · · · , An,� 67�� ��n �7 [�,�] × [�,�] 67�� K�N:� o�� � . �
@ �# +!�
J�;< k e $<� �7 An,k 67�� �0<Z �# m��� E$@ E#�# J�;< n = �,�,� Ǳ�.� �7

���� � . 1��P �7 A��9LE��	@ +��� E$@ E#�#
+��� An.� �� ��# � ?�8�V 67�� _���a

+��� An,��n �� ��# � X�7 67�� _^a

+$<��# ��4;� �
� An,k+� � An,k A�0*7�� _�a
An−�,�+� 67�� �# An,��+� � An,��+� �An,��+� �An,��+� A�0*7�� _#a

+$<��# ���D

i

!,+! �
@

{�@ �7 �� f : [�,�] → [�,�]× [�,�] 67��

(k − �)/��n ≤ t ≤ k/��n ⇔ f(t) ∈ An,k

+��� [�,�]×[�,�] A� �7 � M �7 M ��4���V f $�-# J�;< +K�'H/� � �*�

�
@ �# �H /"���� �7 f(p/�n) ∈ R� K�'H/� � �*� p/�n ∈ [�,�] Ǳ�.� �7 +!!
+��� #�0;� � .

35



Copyright :  Dr. Mehdi Nadjafikhah < m_nadjafikhah@iust.ac.ir >

����
%� >�$ 
�'(
�)*�
��+ ��,��	 $ ���

i

!�+! �
@

g : [�,�] → �4���V /*���� A���# �\� � ���� �
;
 �� 4���V f $�-# J�;< _���a
��H ? � +�N�< �&P E�.�$<� �7 o� �h� � ��� M�"
 g $�-# J�;< +��� R�

+$�-# J�;< E#��) ��@�- A�0�%�� S��'� ^�n4<� �7 ��

�7 F�����	- A� �h� �AB �>C �7 g � �h� ?�8�V �# A�E� �# J#�9D� �7 _^a
w��� �� ��"@ /'='� ? � �)�# +$ ��Z ��# �7 S�

.� P = {t�, · · · , tk} .��D� �- Ǳ�.� �7 +��� �4���V c : [�,�] → R
n K ��L +!2

/���P �# �� C /'='� +�(c, P ) :=
k∑
i=�

(c(ti), c(ti−�)) K�'H/� � �*� [�,�]

�� sup
P
{�(c, P )} +$@�7 ��$<��H X�7 .� {�(c, P )} ��g�	d� �H K�8�L �	
F^�>�

�&P E�.�$<� �7 �/<$@ pGP� /'='� �- � �h� �H $�-# J�;< +K���</� c (�R
+���

��g�	d� �
' � A��7 /D�H � �.X {�@ $�'H �7�x �$@�7 ���	- $%&�'�M �L� _���a +!5
/-�T4�# M� .� �>:< �- #�L �H ��� M A$*7−k $%&�'� � . M M� ⊂M

M� ∩ U = {p : xk+�(p) = �H ##�L �D� A��<�L �7 M �7 (x, U) /��h4n�
+· · · = xn(p) = �}

E�T4�# ?�'� �H ��� M �� 4N7 $%&�'� � . /���P �# M� $�-# J�;< _^a
+#�@ �D� M .� �>:< �- #�L /��h4n�

+�N�< R� �7 R .� /'@�	 � }�- � �h� {(x, |x|) : x ∈ R} ��g�	d� $�-# J�;< +!,
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�7 f ��#�	< $�'H �7�x �$@�7 ���	- f : U → Rn−k � .�7 U ⊂ Rk �L� _���a +!�
Rn .� A$%&�'� � . �##�L/� � �*� Γf = {p, f(p) : p ∈ U} 1��P �7 �H U

+���

A$%&�'� � . �- _��9� 1��P �#a 1�h4n� �� "��� ����� .� eV $�'H �7�x _^a
� ZZ �� �BC �<a +��� J��7 �7�C /*Y�� 1��P �7 _���a �
@ �7 Rn .�
$ ��# .��< /'	Y 67�� �� �BC �7 �	@ m$'4N�< A�C /D�H E�.�$<� �7 ZZ �� �BC �<
�2�! �� �BC J�	- �j���� ZZ �� �BC _+�-$%&�'� ^�NO ^�4H .� 5� ��=&Pa
$�-# J�;< /'	Y 67�� �� �BC �7 JZ ��N �:� �7 m��� �-$%&�'� �7 ^�NO ^�4H .�

_+�N
 A��# J���/� S��>� /)�7 �Hq .� �<�T� �H

�- � �h�a +��� .�7 /4@�T< ��-$%&�'� ?�7 ?@�	 � �- �H $�'H �7�x _���a +!3
_+��� .�7 �.�7 ��g�	d�

f : � �$@�7 $'"	- A$*7−n $%&�'� N � E#�;D A$*7−n $%&�'� M �L� _^a
+��� � �7 f $�'H �7�x +$@�7 ?@�	 � M → N

�� "�� �7 f−�(y) .� A�/T �N	- �7 f : Mn → N �L� �$�'H �7�x �� ZZ E��9L +!�
+��� _/0� � �a n− k $*7 �7 �4N7 A$%&�'� � . f−�(y) E�T<Z �$@�7 k

�# E$@ /D�*� f : P� → R� �@�T< g([x, y, z]) = (yz, xz, xy) K ��L +!�
�>:< [@ �# g �H $�-# J�;< +#�7 ��<�4�� ��  � � o� �h� �H ���� � �hD
��=� �- �� ±�/� �� %P�D �7 �H $'4N- /t�:< �A� �h� {�:<a �N�< ?@�	 �
+#��# #�
� A�7 ��  � � ��< �=� R� �# P� J#�H . �	 � A��7 /@�� +_$<��# ���C
1�.��?-�H � 1�"%�- �x� ��n� � ��$'- ^�4H .� 2!� �� 2�3 1�=&P �7

+#�@ �*
���

��g�	d� � . �- Ǳ�.� �7 �H K�8�L T�� /���P �# �� f : X → Y �4���V 67�� +2I
67�� L(f) $�:  8_��5� +$@�7 E#�;D f−�(C) ��g�	d� �C ⊂ Y E�#�;D
�� ��"<# � . }�- �7 xn ���"<# M Ǳ�.� �7 �H ��� / �- y ∈ Y ��	- ��g�	d� �f

�$�'H �7�x +y = lim f(xn) K�@�7 �4@�# �X �# A��T	-

+L(f) = ∅ �H ��� JZ f J#�7 E�� A��7 /D�H � �.X {�@ _���a

+L(f) ⊂ f(X) �H ��� �4N7 /4C� �0'� � /4C� f(X) ⊂ Y _^a

+L(f) �= ∅ �H #��# #�
� �4N7 f(R) �7 f : R → R� �4���V /*7�� _�a

3�



Copyright :  Dr. Mehdi Nadjafikhah < m_nadjafikhah@iust.ac.ir >

����
%� >�$ 
�'(
�)*�
��+ ��,��	 $ ���

��� KN�D�����	- /4C� �0'� � /4C� f : X → Y M �7 M �4���V 67�� _#a
+L(f) ∩ f(M) = ∅ �H

�@�T< �H ��� �4N7 $%&�'� � . /4C� �0'� � /4C� M� ⊂ M $%&�'� � . _-a
+$@�7 E�� i : M� →M� A��4O�

/���P �# f 67�� m#��# #�
� f : M → R E�� /4@�T< �$@�7 $%&�'� M �L� _�a
+$@�7 ���	- $%&�'� M �H $@�7 ���	- $<���/�

�N�< /-�'4� �>:< /�� ��� /-�'4� �j*Y�� �H $�7��7 [�,�] A��7 /;@�V _���a +2�
+_#��# ���C [@�V .� �Bg /-�'4� A#�$*� �0'� �# [�,�] .� �>:< �- �/'* a

�7�x ���� /-�'4� �>:< � ���	@ O [@�V /4��O �# �� J$@ M��H K� _^a
+_#�@/	< E#�&4�� J#�7 /-�'4� �j*Y�� .� �j4:�:O �H #�@ �
��a $�'H

�j��9� �<a /-�'4� �>:< [@�V M O �H /4��O �# �� J$@ M��H K� _�a
A�-� �#�L m$ ��# .��< &�3 V! �7 �	@a +$�'H �7�x ���� E��n�# / �BD A��7 _���	@
�H / �- U ′ ��	- `�	4
� 9�< � U ′ ⊂ U � U ∈ O �H (U,U ′) A�0
�. .� C
_+$ ��T7 �]< �# �$'<�@�V/� �� �BD �H / �- U ∈ O ��	- E��	- �(U,U ′) ∈ C

� �E��n�# A�/T �N	- U ⊃ M� ��4N7 A$%&�'� � . M� ⊂ M �L� _���a +2!
�H #��# #�
� f̃ : M → R ���	- /*7�� $�-# J�;< �$@�7 ���	- f : M� → R

+Suppf̃ ⊂ U � $'H/� �$P f̃ = f {�@ �# M� �7

+��� c%r ��� K
O E�T<Z �M� = (�,�) � M = R �L� �H $�-# J�;< _^a

��� K
O E�T<Z �K�'H R�g A��4NNL�< $%&�'� �7 �� R �L� �H $�-# J�;< _�a
+��� c%r

�$@�7 /<�	- �@�T< f � M� = N = S� �M = R� �L� ?�'s	- 2���((��
/4@�T< �7 �4���V /*���� f ���O ? � �# �6C�� �# m��� c%r ��� K
O E�T<Z
/*7�� �7 �� f ���� +#��# .��< Af���V�� /	H �7 1�"x� ��� �#��$< #�
� S� �7 R� .�
o�4NL /*Y�� 1��P �7a #�# o�4NL J���/� M� .� A�/T �N	- �7 ���	-

+_$�'H E#�&4�� /<�
 .��D� .� e�� � E#�#

T#�. �� /:�:O A�-� Z�# �7 #�&'��< n × n A�-e ���� ��	- ��g�	d� _���a +22
� . GL(n; R) J�� +K�-#/� J�;< GL(n; R) #�	< �7 � E$���< 0���_ 0I�
SL(n; R) `�� 0I� T#�. +��� ���	- A$%&�'� ���� Rn

� .� .�7 A��g�	d�
M	H �7 +��� M J�'����# �7 A�-e ���� ��	- E��L � . �$�
#�@� E��L � 
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$�-# J�;< �D(det) #��� �# �-$%&�'� �7 ^�NO ^�4H .� !5 ��=&P �# Q���D
+��� GL(n; R) �# n� − � $*7 �7 A��4N7 $%&�'� � . SL(n; R) E��L �H

��h� J���/� Rn(n+�)/� 1��P �7 �� J��:4� n×n A�-e ���� ��g�	d� _^a
ψ(A) = ��>7�Y �7 �� J��:4� A�-e ���� ��g�	d� �7 GL(n; R) .� ψ �@�T< +#�H
�� GL(n; R) .� ψ−�(I) E� �L � . +��� A #�0<��� At �H �K�'H/� � �*� A.At
A ∈ O(n) A��7 /D�H � �.X {�@ �H $�-# J�;< +K���</� O(n) ���"�� T#�.

+$'@�7 $��*4� _JZ A�-J�4� � a A A�-�>� �H ��� JZ

+��� E#�;D O(n) $�-# J�;< _�a

RA : GL(n,R) → GL(n; R) �@�T< �R� �&� A ∈ GL(n; R) �- Ǳ�.� �7 _#a
KN�D����U& # RA �H $�-# J�;< +K�'H/� � �*� RA(B) = BA ��>7�Y �7 ��
�A�E��d<. E�$g�C .� E#�&4�� �7 +ψ ◦ RA = ψ A� A ∈ O(n) �- Ǳ�.� �7 � ���
�� "�� K- (∂ψij/∂xk�(A)) e ���� A� A ∈ O(n) �- Ǳ�.� �7 �H $�-# J�;<
$'4N- Rn

� �# /��h4n� 67��� �- xk� �d' � �#a +��� (∂ψij/∂xk�(I)) e ����
�H $ ��T7 �d�4< ZZ E���9L .� _+$'4N- ψ A��&���� 67�� n(n + �)/� �- ψij �

+��� GL(n : R) $%&�'� � . O(n)

Q���D .� E#�&4�� �7 _-a

ψij(A) =
∑
k

aik ajk (A = (aij))

$�-# J�;<

∂ψij

∂xk�
(A) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
aj� k = i �= j
ai� k = j �= i
�ai� k = i = j
� 1��P ? � ��r �#

A ∈ �- �# �\� � I ��>:< �#a ��� n(n+�)/� e ���� ? � �� "�� �H $�-# J�;<
+��� n(n− �)/� $*7 �7 O(n) �H $ ��T7 �d�4< +_A� O(n)

O(n) ∩ E��L +detA = ±� A� A ∈ O(n) �- Ǳ�.� �7 �H $�-# J�;< _�a
+$'��</� R(n) �L
��#� T#�. � SO(n) `�� ���"�� T#�. �� SL(n; R)

Mat(m,n; k) � ��� m×n A�0N ���� ��	- ��g�	d� �T; �	< Mat(m,n) K ��L +25
�$�-# J�;< +��� k �� "�� �7 m× n A�0N ���� ��	- ��g�	d�
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J�'� G � P /4;T �
 A�-e ���� �X� ∈ Mat(m,n; k) �- Ǳ�.� �7 _���a
k × k ?�
��< e ���� M A� �H �PX�G =

(
A� B�

C� D�

)
�H $<��# #�
�

+���

�$'@�7 ε .� �4	H A−A� A�-� Z�# ��	- �L� �H #��# #�
� J�'� A� ε > � _^a
+��� ?�
��< A E�T<Z

E�T<Z �$'4N- ε .� �4	H A−A� A�-� Z�# �H PXG =
(
A B
C D

)
�L� _�a

Ik �L� 20������' +D = CA−�B �H ��� K �� "�� �7 X /4C� �0'� � /4C�
E�T<Z �$@�7 k × k /<�	- e ���� �T; �	<(

Ik O
X Ip−k

)(
A B
C D

)
=

(
A B

XA+ C XB +D

)
�H ��� k(m + n − k) $*7 �7 A$%&�'� � . M(m,n; k) ⊂ M(m,n) _#a

+k ≤ m,n

3�




