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 فصل پنجم

 

 توابع چند متغيره و مشتقات نسبي

 
 توابع چند هتغيزه 1-5

xfy)(تاتغ    ُسا دسًظش هٖ گ٘شٗن دس اٗي تاتغ دٍ هتغ٘شx  ٍy  حضَس داسًذ وِ ًَع اٗي هتغ٘شّا

اخت٘اس ٍ  fهتغ٘شٕ اػت وِ دس اًتخاب همادٗش تشإ آى دس هحذٍدُ داهٌِ تؼشٗف تاتغ  xهتفاٍت اػت هتغ٘ش 

هتغ٘شٕ اػت وِ  yلشاس دّ٘ن هتغ٘ش  xآصادٕ ػول داسد ٗؼٌٖ ّش همذاسٕ سا اص داهٌِ تؼشٗف هٖ تَاً٘ن تدإ 

اػت ٍ دس اًتخاب  xٍاتؼتِ تِ همذاس  yحاكل هٖ ؿَد لزا همذاس  xهمذاس آى پغ اص لشاس دادى همذاسٕ تشإ 

سا ٗه  yسا ٗه هتغ٘ش هؼتمل ٍ هتغ٘ش  xتَض٘ح هتغ٘ش  آصادٕ ػول ًذاسٗن. تا تَخِ تِ اٗي yهمادٗش تشإ هتغ٘ش 

 هتغ٘ش ٍاتؼتِ هٖ ًاه٘ن. 

 تاتؼٖ سا دٍ هتغ٘شُ گَٗ٘ن ّش گاُ داسإ دٍ هتغ٘ش هؼتمل تاؿذ.تعزيف:  1-1-5

 هؼلَم وٌ٘ذ وذاه٘ه اص تَاتغ صٗش ٗه هتغ٘شُ ٗا دٍ هتغ٘شُ ّؼتٌذ؟هثال:  2-1-5

1 )2xy    422( 2              ُ(                                )ٗه هتغ٘ش  yx   )ُٗه هتغ٘ش( 

3 ) zxy ln                                     )ُ( 4)دٍ هتغ٘ش
22

1
yx

z


   )ُدٍ هتغ٘ش( 

هتغ٘ش هؼتمل تاؿذ. هؼوَلاً  nٖ گَٗ٘ن وِ داسإ هتغ٘شُ ه n( تاتؼٖ سا 5-1-1هـاتِ تؼشٗف )تعزيف:  3-1-5

),,,(هتغ٘شُ سا تلَست  nتَاتغ  nxxxfw 21  .ًواٗؾ هٖ دّ٘ن 

),(فشم وٌ٘ذ داهنة تعزيف و بزد يک تابع دو هتغيزه:  4-1-5 yxfw   ٍ2 D  دس اٌٗلَست

),(دوَػٔ صٍج هشتة ػثاستؼت اص ه fداهٌٔ تؼشٗف تاتغ  yx  دسD  تغَسٗىِ همذاس),( yxf  هَخَد

اخت٘اس  fاػت ٍ تشد آى هدوَػٔ توام همادٗشٕ اػت وِ  fداهٌٔ  Dتؼشٗف ؿذُ تاؿذ دس اٌٗلَست هدوَػٔ 

 هٖ وٌذ. ٗؼٌٖ 

           DyxyxfR f   f: داهٌٔ تؼشٗف f                       2 fD: تشد  ),(),(

 داهٌٔ تؼشٗف ٍ تشد تَاتغ دٍ هتغ٘شٓ صٗش سا تذػت آٍسٗذ:هثال:  5-1-5

22الف(  yxyxf ),(                                                     )بxyyxf ),( 

),(ln)(ج(  xyxyxf  yxyxfد(                                                     2 sin),(  
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الف(                                   حل:   ,fR                   ٍ2fD 

 

 

 

 

 

 

ب(                ,fR                      ٍ 2xy2  ),( yxD f 

 

 

 

 

 fR                      ٍ ج(                     xy22  ),( yxD f 

 

 

 

 

د(                    11,fR                   ٍ2fD 

),,,(فشم وٌ٘ن هتغيزه:  nداهنة تعزيف و بزد يک تابع  6-1-5 nxxxfw 21  ٍnfD 

تاٖٗ ّإ هشتة  nػثاستؼت اص هدوَػٔ توام  fدس اٌٗلَست داهٌٔ تؼشٗف تاتغ  naaa ,,, 21  دسD 

تغَسٗىِ همذاس  naaaf ,,, 21  تؼشٗف ؿذُ تاؿذ ٍ تشدf  ػثاستؼت اص تغ٘٘شات

 naaaf ,,, 21  تاصاء تغ٘٘شات naaa ,,, 21  دس داهٌٔ تؼشٗفf :لزا داسٗن . 

      DaaaaaafR nnf ,,,,,,  2121      ٍnfD 

 اٗي فلل ها ت٘ـتش دس هَسد تَاتغ دٍ ٍ ػِ هتغ٘شُ تحث خَاّ٘ن وشد.دس تذکز:  7-1-5

 داهٌٔ تؼشٗف ٍ تشد تَاتغ ػِ هتغ٘شٓ صٗش سا ت٘ات٘ذ.هثال:  8-1-5

الف( 
222

1
zyx

zyxf


),,(                                )بzyxzyxf ln),,(  

),,(ln)(ج(  2224 zyxzyxf                           )د
2

2

1 )(

)(
),,(

zyx

zyx
zyxf




 
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),(الف( حل:   fR      ٍ ),,( 3fD 

ب(                  fR      ٍz3  ),,( zyxD f 

44ج(                                    222222  zyxzyx  

  4222  zyxzyxD f ,,      ٍ fR 

 
                                                                             z                                       

                                                                                                                                

                                                            2,,                              
                                                                                                                                

                                     y                                                                                     
                                                       ,,2               ,,2                         

                                                                                     x                                     
 داسٗن:  fتشإ پ٘ذا وشدى تشد  3fDد( 

 11
1

1
2

2
22 ,

)(

)(
)()(  




 fR

zyx

zyx
zyxzyx 

 يوستگي توابع چند هتغيزهحد و پ 2-5

تاتغ دٍ هتغ٘شُ تاؿذ وِ سٍٕ لشكٖ تِ هشوض  fفشم وٌ٘ذ تعزيف:  1-2-5  yx تدض احتوالاً  ,

  yx تؼشٗف ؿذُ اػت دس اٌٗلَست هٖ گَٗ٘ن ٍلتٖ  , yx,  تؼوت  yx ه٘ل هٖ وٌذ، حذ  ,

 yxf Lyxfهٖ تاؿذ ٍ هٖ ًَٗؼ٘ن:     Lتشاتش  ,
yxyx




),(lim
),(),( 

 

 ّشگاُ  fدس داهٌٔ تاتغ  x  ٍyٍخَد داؿتِ تاؿذ وِ تشإ ّش  ٗه ػذد هتٌاظش  اگش تاصاء ّش 

  Lyxfyyxx ),()()( 22
 

),(ت دس تؼشٗف حذ تاتغ دٍ هتغ٘شُ گاّٖ اٍلاتذکز:  2-2-5 yxf  ٕتدا

 22 )()(  yyxx  :اٗي ؿشاٗظ سا لشاس هٖ دّ٘ن xx  ٍ yy  ٍوِ اٗي د

 ؿشط هؼادل هٖ تاؿٌذ. صٗشا تَخِ داسٗن وِ اگش چٌ٘ي ؿشعٖ تشلشاس تاؿذ تا تَخِ تِ اٌٗىِ

222 )()()(  yyxxyy   ٍ222 )()()(  yyxxxx  
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تشلشاس هٖ تاؿٌذ، هٖ تَاً٘ن هدذداً  22 )()(  yyxx  ،سا ًت٘دِ تگ٘شٗن. تا اٗي ؿشط هؼادل

ًاح٘ٔ ّوؼاٗگٖ اص ٗه ًاح٘ٔ داٗشُ إ ؿىل تِ ٗه ًاح٘ٔ هشتغ ؿىل تثذٗل هٖ ؿَد. لزا هٖ تَاى گفت وِ دٍ 

),( تؼشٗف صٗش تشإ حذ تاتغ yxf .هؼادلٌذ 

































LyxfyyxxDyx

Lyxf
yy

xx
Dyx

Lyxf

f

f

yxyx

),()()(;),()

),(),()

),(lim
),(),(

222

1













 

تا تؼشٗف حذ ثاتت وٌ٘ذ: هثال:  3-2-5



 22

25

yx

yx

yx ),(),(
lim 

حل:      


 
22

2
22 5

yx

yx
yx),(-2 ),( yx  

xدس آًلَست  فشم وٌ٘ن 
yx

yx

yx

yx 5
55

22

2

22

2






1صٗشا  

22

2


 yx

y
. لزا تا اًتخاب  

5


  داسٗن


 


)(
5

5555 22
22

2
yx

yx

yx
تٌاتشاٗي عثك تؼشٗف  

حذ



 22

25

yx

yx

yx ),(),(
lim. 

1322تا تؼشٗف هؼادل حذ ثاتت وٌ٘ذ: هثال:  4-2-5
32




yx
yx ),(),(
lim. 

   حل:   1332 22 yxyx ,   2 ),( yx  

 دس آًلَست داسٗن: فشم وٌ٘ن 

(1                       )
222222

949413 222222





yxyyxx

yxyxyx


 

 دس اٌٗلَست داسٗن:  1فشم وٌ٘ن 

 



























12751

73
52

735
523

4213
3112

)(
y

x

y

x

yy

xx
 

تا اًتخاب 









12

1 
 ,min داسٗن: 
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


  )()()(
12

12
12

7
12

5321322 yxyx 

1322تٌاتشاٗي عثك تؼشٗف حذ داسٗن: 
32




yx
yx ),(),(
lim. 

),(),(،1cفشم وٌ٘ذ ٌّگاه٘ىِ اص عشٗك هؼ٘ش تذکز:  5-2-5  yxyx   ُ1آًگاLyxf ),(  ٍ

),(),(، 2cٌّگاه٘ىِ اص عشٗك   yxyx   ُ2آًگاLyxf ),(  ٍ21 LL   دس اٌٗلَست

Lyxf
yxyx
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 ٍخَد ًذاسد. 

 ًـاى دّ٘ذ حذٍد صٗش هَخَد ً٘ؼتٌذ.هثال:  6-2-5
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، 1mٍ اگش  m ،1Lاگش 
2
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2 L  21دس اٌٗلَست LL  .پغ حذ ٍخَد ًذاسد 

),(فشم وٌ٘ن : خواص عووهي حد تابع دو هتغيزه 7-2-5 yxf  ٍ),( yxg  ٍ تَاتؼٖ دٍ هتغ٘شُ تاؿٌذ

 داؿتِ تاؿ٘ن: 
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 دس اٌٗلَست داسٗن:
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),(تاتؼٖ دٍ هتغ٘شُ سٍٕ ٗه لشف تِ هشوض  fاگش تعزيف:  8-2-5  yx  تاؿذ دساٌٗلَستf  سا دس
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 س پَ٘ػتگٖ تَاتغ صٗش دس ًماط دادُ ؿذُ تحث وٌ٘ذ.دهثال:  9-2-5
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


 

2
22

1 y

yx
yx     2 ),( yx  
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 پَ٘ػتِ اػت. fلزا 

),,(تاتؼٖ ػِ هتغ٘شُ تاؿذ وِ دسٍى وشُ إ تِ هشوض  f٘ذ فشم وٌتعزيف:  11-2-5  zyx  ًتدض احتوالا
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ًـاى دّ٘ذ: هثال:  11-3-5
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تٌاتشاٗي عثك تؼشٗف حذ:    
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 ٍخَد ًذاسد. 

ًـاى دّ٘ذ حذ صٗش هَخَد ً٘ؼت: ال: هث 13-2-5
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 دس هَسد پَ٘ػتگٖ تاتغ صٗش دس هثذاء تحث وٌ٘ذ:هثال:  14-2-5
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دادُ ؿذُ تاؿذ تا اًتخاب  فشم وٌ٘ن 
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  .حىن تشلشاس اػت 
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 هشتقات نسبي توابع چند هتغيزه 3-5

),(فشم وٌ٘ن تعزيف هشتق نسبي تابع دو هتغيزه:  1-3-5 yxf  ٗه تاتغ دٍ هتغ٘شُ تاؿذ ٍ فشم وٌ٘ن
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تذػت  yدس  fٍ ٗافتي هـتك هؼوَلٖ تاتغ  xوِ تا ثاتت ًگْذاؿتي  yسا ًؼثت تِ  fتغَس هـاتِ هـتك ًؼثٖ 
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)(وِ  xg  ٌٖؿ٘ة خظ هواع تش هٌح)(xg  ٔدس ًمغx ( 1ٗا تؼثاست دٗگش ًؼثت خظ هواعT تش )
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اگش هثال:  4-3-5
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 صفحة هواس و خظ قائن بز يک رويه 4-5

),(فشم وٌ٘ذ  yxfz   ٍ ٗه سٍِٗ دس فضا تاؿذ),,(  zyx سٍِٗ تاؿذ ّواًغَس وِ  ًمغِ إ اص اٗي

),(ت٘اى ؿذ  5-3دس تخؾ   yxf x  ٍ),(  yxf y  تِ تشت٘ة ؿ٘ثْإ خظ هواع تش هٌحٌٖ ّإ فلل

 هـتشن 

yyسٍِٗ تا كفحات ػوَدٕ    ٍxx   هٖ تاؿذ. چَى اٗي خغَط هواع هٌحلش تفشد ّؼتٌذ لزا اگش

1T  ٔخظ هواع تش هٌحٌٖ فلل هـتشن سٍِٗ تا كفحyy   ٔدس ًمغ),,(  zyx  ٍ2T  خظ هواع

xxتش هٌحٌٖ فلل هـتشن سٍِٗ تا كفحٔ    1فشم ؿًَذ آًگاُ كفحٔ ؿاهل خغَطT  ٍ2T  ٔسا كفح

),(هواع تش سٍِٗ  yxfz   ٔدس ًمغ),,(  zyx  .هٖ گَٗ٘ن 
                                                                 y              

 

                                     2T                                         1T                                         
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 z                     (5-4ىل) ؿ                                                          

 1T  ٍ2Tتَخِ داسٗن وِ كفحٔ هواع تش ٗه سٍِٗ دس ٗه ًمغِ اص آى هٌحلش تفشد اػت صٗشا خغَط 

 هٌحلش تفشد ّؼتٌذ. 

 هحاسبة هعادلات صفحة هواس و خظ قائن بز يک رويه 1-4-5

اٗفا هٖ وٌٌذ تشإ  1T  ٍ2Tٍ خظ لائن ٍ ًمؾ اػاػٖ وِ خغَط هواع تا تَخِ تِ تؼشٗف كفحٔ هواع 

uهحاػثٔ كفحٔ هواع ٍ خظ لائن واف٘ؼت تشداسّإ 
  ٍv

  1سا تِ تشت٘ة تِ هَاصات خغَطT  ٍ2T 

vuNتذػت آٍسٗن پغ 


 كفحٔ هواع ٍ ً٘ض تشداس ّادٕ خظ لائن حاكل خَاّذ ؿذ. تشداس ًشهال 

uهحاسبة بزدارهای  2-4-5
 و v

  فشم وٌ٘ن تشداس :u
  1تشداسٕ هٌغثك تش خظT  تاؿذ وِ تلَست صٗش

),,),((تِ هختلات  Pحاكل ؿذُ اػت اگش اص ًمغٔ   yxfyx  تِ هَاصات هحَسz  ّٔا دس كفح

yy  غٔ تِ ػوت پاٗ٘ي حشوت وٌ٘ن تا ًمQ  ٔحاكل ؿَد تغَسٗىِ اگش اص ًمغQ  ٔدس كفحyy   ِت

تشاتش ٍاحذ ؿَد  QRلغغ وٌذ، همذاس پاسُ خظ  Rسا دس ًمغٔ  1Tّا خغٖ سػن وٌ٘ن تا خظ  xهَاصات هحَس 

uدس اٌٗلَست تشداس 
  سا تشداس



PR  1وِ هٌغثك تش خظT ٖتاؿذ دس ًظش هٖ گ٘شٗن. تا تَخِ تِ تَك٘ف  ه

),(ٌّذػٖ   yxf x  اگش  1صاٍٗٔ ه٘اى خظ هواعT  خْت هثثت هحَس ٍx  ُّا فشم ؿَد آًگا

 خَاّ٘ن داؿت :

),(  yxf xtan 
 

 

 

 

 (5-4-2ؿىل )

 داسٗن: PQRٔ اوٌَى دس هثلث لائن الضاٍٗ

),(tan)tan(ˆtan  yxfRQP x  
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22هؼادلٖ كفحٔ هواع ٍ خظ لائن تش سٍٗٔ ثال: ه 3-4-5 yxz   سا دس ًماط),,( 211  ٍ),,(  

 تذػت آٍسٗذ.
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 هواع



 ٍ هـتمات ًؼثٖ  تَاتغ چٌذ هتغ٘شُ                                                                                          212  

(      tّا )  zهحَس 

























tz

y

x

t
zyx














1
)()()(

 :هؼادلٔ خظ لائن          

),(فشم وٌ٘ن تعزيف:  4-4-5 yxf  ٗه تاتغ دٍ هتغ٘شُ تاؿذ دس اٌٗلَست تشداس گشادٗاى تاتغf  سا تا


f 

 وٌ٘ن:ًواٗؾ هٖ دّ٘ن ٍ تلَست صٗش تؼشٗف هٖ

j
y

f
i

x

f
f















 fدٗاى تشداس گشا    

 دس حالت ولٖ تشداس گشادٗاى سا هٖ تَاى تشإ تَاتغ ػِ هتغ٘شُ ٍ ت٘ـتش ً٘ض تؼشٗف وشد
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),(اتتذا سٍٗٔ تعبيز هندسي بزدار گزادياى:  6-4-5 yxfz   ٖسا دس ًظش تگ٘شٗذ هؼادلٔ سٍٗٔ فَق سا ه

 تَاى تلَست صٗش ًواٗؾ داد
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),,),((ى تشداس ػوَد تش كحفِ هواع تش ٗه سٍِٗ دس ًمغٔ وِ اٗي ّوا  yxfyx  اػت. پغ تؼث٘ش

),,(ٌّذػٖ تشداس گشادٗاى سٍٗٔ  zyxF  دس ٗه ًمغِ ػثاستؼت اص تشداس ػوَد تش ٗه سٍِٗ دس ّواى

 ًمغِ.

),,(فشم وٌ٘ن هعادلات صفحة هواس و خظ قائن در حالت کلي:  7-4-5 zyxf  ٗه سٍِٗ دس فضا

 ٍ),,(  zyx  ٗه ًمغِ اص سٍٗٔ فَق تاد دس اٌٗلَست هؼادلات كفحٔ هواع ٍ خظ لائن تلَست صٗش

 ه٘ـًَذ: ًَؿتِ 

 هؼادلٔ هواع:
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222تش سٍٗٔ ٍ خظ لائن هؼادلات كفحٔ هثال:  8-4-5 yxz   ٔسا دس ًمغ),,(  تذػت آٍسٗذ.  211
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2211ٍ هؼادلٔ كفحٔ هواع ػثاستؼت اص:            zyzyx  )()()( 

132ًماعٔ سٍٕ ت٘ضٖ گَى هثال:  11-4-5 222  zyx  ٕسا ت٘ات٘ذ وِ كفحٔ هواع دس آًْا هَاص

133كفحٔ   zyx  .تاؿذ 

 تاٗذ تشداس گشادٗاى سٍِٗ دس ًماط هفشٍم هَاصٕ تشداسّإ كفحٔ هفشٍم تاؿذ اگشحل: 
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),(فشم وٌ٘ذ  yxfz   ٖتاتؼٖ دٍ هتغ٘شُ تاؿذ هـتمات خضئxf  ٍyf  ُسا دس ًمغٔ دلخَا),(  yx 

  وٌ٘ن:تلَست صٗش تؼشٗف هٖ 
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خَاّ٘ن ًشخ  هٖ. فشم وٌ٘ذ تاؿٌذهٖ 

),(سا دس  zتغ٘٘ش   yx َاُ ٍ دس ػَٕ تشداس ٗىٔ دلخ bau ,
  :تذػت اٍسٗن 

                                                                                                                                   

                                                                                   y 

                                                           u
                                                         

                                             sin        ),(  yx                                                          

                                                         cos                                                                  
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),(تِ هؼادلات  Sتشإ اٗي هٌظَس سٍٗٔ  yxfz   ًٔمغ ٍ),,(  zyxP           سا سٍٕ اٗي سٍِٗ دس ًظش

 هٖ گ٘شٗن.

uدس ػَٕ  Pكفحٔ لائوٖ وِ اص ًمغٔ  
  هٖ گزسدS  ٌٖسا دس هٌحc  لغغ هٖ وٌذ ؿ٘ة خظ هواعT  تش

uدس ػَٕ  zسا ًشخ تغ٘٘ش  Pدس ًمغٔ  cهٌحٌٖ 
  .هٖ تاؿذ 
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ذ آًگاُ تاؿٌ xyسٍٕ كفحٔ  P  ٍQتلَٗش  c  ٍP  ٍQًمغٔ دٗگشٕ سٍٕ  Qاگش 
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سا )ًؼثت تِ فاكلِ( دس ػَٕ  zاص ػثاست تالا حذ تگ٘شٗن ًشخ تغ٘٘ش  hاگش ٌّگاه٘ىِ تعزيف:  1-5-5

u
  َٖٗتذػت هٖ آٍسٗن وِ هـتك ػf  َٕدس ػu

  ٍ ًام داسد),(  yxfDu  ٗا)( PfDu  ًٖواٗؾ ه

 دّ٘ن لزا 
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)(),(حال اگش دس تؼشٗف فَق فشم وٌ٘ن  bhyahxfhg    ٍ)(hg   سا تاصاءh  تذػت

 آٍسٗن داسٗن:  
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yyxxyxfاگش هثال:  2-5-5 52 ),(  ٍ),( 21P  ٍ 43,v
  َٖٗتاؿذ هـتك ػf  سا دس

vػَٕ تشداس 
  .تذػت آٍسٗذ 

)(عثك تؼشٗف هـتك ػَٖٗ داسٗن:         حل: 
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),(تاؿذ ٍ  x  ٍyتاتؼٖ هـتك پزٗش اص  fاگش قضيه:  3-5-5  yxP  ٍٔٗٗه ًمغٔ دلخَاُ سf  تاؿذ دس

داسإ هـتك ػَٖٗ دس ػَٕ ّش تشداس ٗىٔ  fاٌٗلَست  bau ,
  ٍ اػت 
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 فشهَل تالا تلَست صٗش دس هٖ آٗذ: 
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عثك لض٘ٔ تالا داسٗن:         حل:  sin)(cos)()( PfPfPfD yxu  
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yxezسٍِٗ ّإ هثال:  7-5-5   ٍ
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داسٗن:   5-5-3عثك لض٘ٔ 
26
8413

26
1 e

eeeuPfPfDT






,,,,)()( 

تشاتش  XfDu)(هتغ٘ش تاؿذ همذاس هاوضٗون هـتك ػَٖٗ  nتاتؼٖ هـتك پزٗش اص  fفشم وٌ٘ذ قضيه:  8-5-5

|)(|تا  Xf هٖ سخ هٖ دّذ وِ تشداس اػت ٍ اٗي همذاس هاوضٗون ٌّگاu
  دس ػَٕ تشداس گشادٗاى)(Xf 

 تاؿذ. 

داسٗن :   5-5-3عثك لض٘ٔ  cos||cos||||


 fufuffDu

 

صاٍٗٔ ت٘ي  وِ دس اٌٗدا 


f  ٍu
 ٘ىِ ت٘ـتشٗي همذاس اػت ٍ اص آًدائcos  اػت ٍ اٗي ٌّگاهٖ  1تشاتش

||ٗؼٌٖ ت٘ـتشٗي همذاس هـتك ػَٖٗ تشاتش تا  اػت وِ  f  اػت ٍ اٗي ٍلتٖ سخ هٖ دّذ وِ خْتu
 

 ٍ خْت تشداس گشادٗاى ٗىٖ تاؿٌذ. 

),,(فشم وٌ٘ذ دسخِ حشاست دس ٗه ًمغِ ال: هث 9-5-5 zyx  اص ٗه لغؼِ فلض تا فشهَل
zyxezyxT 322 ),,(  اًذاصُ گ٘شٕ هٖ ؿَد وِ دس آىT  ٍ تش حؼة دسخِ ػاًت٘گشادx  ٍy  ٍz  تش

),,(حؼة هتش اًذاصُ گ٘شٕ ؿذُ اًذ. دس چِ خْتٖ دس ًمغٔ   ػشٗؼتشٗي افضاٗؾ سا داسد ٍ  دسخِ حشاست

 همذاس اٗي افضاٗؾ چمذس اػت؟ 
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),,(سا دس ًمغٔ  Tتشداس گشادٗاى حل:   .تذػت هٖ آٍسٗن 

kjiTkjieT zyx





332322322 





),,()( 
دسخِ حشاست دس ػَٕ تشداس گشادٗاى ت٘ـتشٗي همذاس سا داسد ٗؼٌٖ دس ػَٕ تشداس  5-5-8تٌا تِ لض٘ٔ 

kji


332   هاوضٗون تشاتش تا اًذاصٓ تشداس گشادٗاى هٖ تاؿذ: ٍ همذاس اٗي افضاٗؾ 

17944  |),,(| T 
),(تاتغ دٍ هتغ٘شٓ تعزيف:  11-5-5 yxfz   ِسا دس ًظش هٖ گ٘شٗن اگش تx  ٍy  ًوَّإ تِ تشت٘ةx  ٍ

y َد آًگاُ ًوَ هتٌاظش آى ػثاستؼت اص دادُ ؿ 

(1                                  )),(),( yxfyyxxfz   

),(اػت ٍلت٘ىِ  fهؼشف تغ٘٘ش همذاس  zدس اٌٗدا  yx  ِت),( yyxx   دس  تغ٘٘ش هٖ وٌذ

 سا وِ تِ دٗفشاًؼ٘ل ول ً٘ض هؼشٍف اػت تِ كَست صٗش تؼشٗف هٖ ؿَد:  zdاٌٗلَست دٗفشاًؼ٘ل 

yd
y

z
xd

x

z
ydyxfxdyxfzd yx









 ),(),( 

تاتؼٖ  fهتغ٘شّإ هؼتمل ّؼتٌذ ٗؼٌٖ تِ آًْا ّش همذاسٕ هٖ تَاى داد. دس حالت٘ىِ  d x  ٍd yدٗفشاًؼ٘ل ّإ 

zdػِ هتغ٘شُ تاؿذ دٗفشاًؼ٘ل ول آى تشاتش اػت تا 
z

f
yd

y

f
xd

x

f
fd














 

iداسٗن  fهتغ٘شٓ  nدس حالت ولٖ تشإ تاتغ 

n

i i

xd
x

f
fd 

 




1
 . 

تمشٗثاً تشاتش تا دٗفشاًؼ٘ل  zوَچه تاؿٌذ تغ٘٘ش ٍالؼٖ دس  x  ٍyٍلتٖ ( 1: ساتغٔ )تعزيف 11-5-5

zd  دّذ همذاس هٖ اػت وِ اٗي تِ ها اهىاى),( yyxxf    ٌّگاه٘ىِ سا تشآٍسد وٌ٘ن),( yxf 

zdyxfyyxxfهـخق تاؿذ داسٗن:                         ),(),(  

 تٌا تِ تؼشٗف دٗفشاًؼ٘ل ول داسٗن: 

ydyxfxdyxfyxfyyxxf yx ),(),(),(),(   
 ٗا 

yyxfxyxfyxfyyxxf yx  ),(),(),(),(  

22ُ اص دٗفشاًؼ٘ل همذاس تمشٗثٖ تا اػتفادهثال:  12-5-5 189519 )/()/(   .سا تذػت آٍسٗذ 

229تاتغ حل:  yxyxfz  182سا دس ًظش هٖ گ٘شٗن هـاّذُ هٖ ؿَد وِ  ),( ),(f  تٌاتشاٗي

2x  ٍ8y ٍ 5لشاس دّ٘ن  5-5-11اگش دس ساتغٔ لؼوت  /x  ٍ1/y  چَى 

229

9

yx

x
yxf x



),(  ٍ
229 yx

y
yxf y



),( 
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 داسٗن: 

9991
1
85

1
181

82828218951189519 22

/)/()/(

),(),(),(~)/,/()/()/(













yfxfff yx 
 

 هـاتِ حالت لثل تشإ تَاتغ ػِ هتغ٘شُ ً٘ض داسٗن: فزهول تقزيب بزای توابع سه هتغيزه:  13-5-5

zdzyxfydzyxfxdzyxfzyxfzzyyxxf zyx ),,(),,(),,(),,(),,(  

 

ٍ  75ػاًتٖ هتش اًذاصُ هٖ گ٘شٗن ٍ اًذاصُ ّإ  /2اتؼاد خؼثِ إ هؼتغ٘لٖ ؿىل سا تا دلت هثال:  14-5-5

6  ٍ4  ػاًتٖ هتش سا تذػت آٍسدُ اٗن تا اػتفادُ اص دٗفشاًؼ٘ل هاوضٗون خغاٖٗ سا وِ دس هحاػثٔ حدن

 ػت هٖ آٗذ سا تشآٍسد وٌ٘ذ. خؼثِ اص اًذاصُ گ٘شٕ ّإ فَق تذ

zyxvتاؿٌذ حدن آى تلَست  x  ٍy  ٍzاگش اتؼاد خؼثِ حل:   خَاّذ تَد لزا 

zdyxydzxxdzyzd
z

v
yd

y

v
xd

x

v
vd 














 

||/2عثك هفشٍضات هؼالِ  x  ٍ2/|| y  ٍ2/|| z ن خغا دس تٌاتشاٗي خْت ٗافتي هاوضٗو

 xd  ٍ2/yd  ٍ2/zd  ٍ75x  ٍ6y  ٍ4z/2ساتغٔ تالا اگش لشاس دّ٘ن 

 داسٗن:

 19827562475246  )/)()(()/)()(()/)()((vdv 

3198دس اًذاصُ گ٘شٕ ّش تؼذ هٌدش تِ خغاٖٗ تِ تضسگٖ  cm2/ٗؼٌٖ ٗؼٌٖ خغاٖٗ تِ اًذاصٓ  cm  دس

 هحاػثٔ حدن خَاّذ ؿذ. 

),(فشم وٌ٘ن قضيه:  15-5-5 yxf  ٍ ٗه تاتغ دٍ هتغ٘شُ تاؿذ bau ,
  ٖتشداس ٗىاًٖ تاؿذ. ه

داؿتِ  fٍالغ دس حَصٓ تؼشٗف  Pاػت ّش گاُ دس ٗه هدوَػِ تاص ؿاهل دٗفشاًؼ٘ل پزٗش  Pدس ًمغٔ  fگَٗ٘ن 

 تاؿ٘ن:








)),(),((

),()(
lim byxfayxf

h

yxfbhyahxf
yx

h
 

ٗا تؼثاست دٗگش                  





 h

uhPfdPfuhPf

h

),()()(
lim 

uhPfuhPfdوِ                                              





)(),( 

 ٘ؼت.ًـاى دّ٘ذ تاتغ صٗش دس هثذاء دٗفشاًؼ٘ل پزٗش ًهثال:  16-5-5



 219                                                                 شاًؼ٘ل ٍ اًتگشال پ٘ـشفتِ                           حؼاب دٗف








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

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
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 ثاتت هٖ وٌ٘ن حل: 







 h

uhPfdPfuhPf

h

),()()(
lim 

فشم وٌ٘ن   sin,cosu تشداٗىٔ دلخَاّٖ تاؿذ 









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
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

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

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y
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


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 داسٗن: 5-5-15عثك لض٘ٔ 









sincos

sincossincos

cos

lim

sin,cos),(),()sin,cos(
lim





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


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hh
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hhffhhf
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


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),(دس  fكفش اػت لزا هخالف  وِ چَى حذ فَق تاصاء تؼضٖ همادٗش   .دٗفشاًؼ٘ل پزٗش ً٘ؼت 

),(فشم وٌ٘ن تعزيف:  17-5-5 yxM  ٍ),( yxN  تَاتؼٖ دٍ هتغ٘شُ تاؿٌذ ػثاست 

ydyxNxdyxM ),(),(   ُسا دٗفشاًؼ٘ل واهل گٌَٗذ ّش گا
x

N

y

M









. 

 تحم٘ك وٌ٘ذ وذاه٘ه اص ػثاسات صٗش دٗفشاًؼ٘ل واهلٌذ؟هثال:  18-5-5

ydyxxdyxالف(  3223                          )بydyx
y

x
xd

x

y
ye x )sinln()ln(  

333223الف(    حل:  22 yx
x

N
yx

y

M
yxNyxM 









 ,,, 

دس ػثاست )الف( 
x

N

y

M









 پغ دٗفشاًؼ٘ل واهل ً٘ؼت. 
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ب(    
xyx

N

xyy

M
yx

y

x
N

x

y
yeM x 1111










 ,),sinln(),ln( 

دس ػثاست )ب( 
x

N

y

M









 پغ دٗفشاًؼ٘ل واهل اػت.  

ydyxNxdyxMفشم وٌ٘ن ػثاست قضيه:  19-5-5 ),(),(   دٗفشاًؼ٘ل واهل تاؿذ ٗؼٌٖ دٗفشاًؼ٘ل

),(تاتؼٖ هاًٌذ  yxf  تاؿذ دس اٌٗلَستf  سا هٖ تَاى اص ساتغٔ صٗش تذػت آٍسد 

 
y

y

x

x
ydyxNxdyxMyxf


 )(),(),( 

),(تاتؼٖ هاًٌذ هثال:  21-5-5 yxf  سا ت٘ات٘ذ وِ دٗفشاًؼ٘ل ول آى ػثاست صٗش تاؿذ 

ydyyxexxdyyefd yxyx )()( 262 23  

x

N
yyexe

y

M yxyx








 26 

 داسٗن:  5-5-19تا تَخِ تِ ساتغٔ حل: 

cyyxeydyxdyyeyxf yxyx yx  
233 222


)(),( 

ydyxNxdyxMفشم وٌ٘ن ػثاست قضيه:  21-5-5 ),(),(  واهل تاؿذ ٗؼٌٖ دٗفشاًؼ٘ل  دٗفشاًؼ٘ل

),(تاتؼٖ هاًٌذ  yxf  تاؿذ دس اٌٗلَستf  سا هٖ تَاى اص ساتغٔ صٗش تذػت آٍسد 

),(),()(حالت اٍل(                               ygxdyxMyxf   

 ٍ)(yg  ٍٕسا هٖ تَاى اص تؼاN
y

f





 حؼاب وشد.  

),(),()(حالت دٍم(                               xgydyxNyxf   

 ٍ)(xg  ٍٕسا هٖ تَاى اص تؼاM
x

f





 حؼاب وشد.  

),(تاتؼٖ هاًٌذ هثال:  22-5-5 yxf  :ت٘ات٘ذ وِ دٗفشاًؼ٘ل ول آى ػثاست صٗش تاؿذ 

ydyxyxxdyxyxfd )()(  

                                حل: 
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
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),( yxf لثل تذػت هٖ آٍسٗن  سا اص حالت اٍل لؼوت 

)()()()()(),( ygyxyxygxdyxyxyxf   2
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Nحال اص تؼإٍ 
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 داسٗن  
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 ػثاستؼت اص  fلزا تاتغ 

cyxyxyxf  2
3

2
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3
2

3
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)()(),( 

),,(فشم وٌ٘ذ تعزيف:  23-5-5 zyxM  ٍ),,( zyxN  ٍ),,( zyxP  تَاتؼٖ ػِ هتغ٘شُ تاؿٌذ

 ػثاست 

zdzyxPydzyxNxdzyxM ),,(),,(),,(   ًسا دٗفشاًؼ٘ل واهل گَٗ٘ن ّش گاُ ػِ ؿشط صٗش تَاها

 تشلشاس تاؿٌذ:
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),,(ًـاى دّ٘ذ وِ ػثاست صٗش دٗفشاًؼ٘ل واهل اػت پغ تاتؼٖ هاًٌذ هثال:  24-5-5 zyxf  ِسا ت٘ات٘ذ و

 دٗفشاًؼ٘ل آى ػثاست صٗش تاؿذ:

zdzyyydyezyzxyde xx )cos()sin))(cos(cos  

                           حل: 
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
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)sin()cos( 

 شهَل صٗش اػتفادُ وٌ٘ن: هٖ تَاً٘ن اص ف fلزا عثك تؼشٗف تالا ػثاست فَق دٗفشاًؼ٘ل واهل اػت تشإ پ٘ذا وشدى 

  
x
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z
zdzyxPydzyxNxdzyxMzyxf

  
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لزا داسٗن:           
y zx x zdydyzyzxdyezyxf
 
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1چَى 




x

x
  ٍ





x

y
داسٗن  














x

z

z

F

x

F
. تٌاتشاٗي تا فشم اٌٗىِ 





z

F
 ًت٘دِ هٖ گ٘شٗن: 

z

F

x

F

x

z













),,(. تِ عشٗك هـاتِ اگش اص هؼادلٔ  zyxF  :تلَست صٗش هـتك تگ٘شٗن 
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چَى 




y

x
  ٍ1





y

y
تا فشم  




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F
داسٗن :  

z

F
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z








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


 

تاؿذ ٍ داؿتِ تاؿ٘ن  x  ٍyتاتؼٖ تشحؼة  zفشم وٌ٘ذ هثال:  34-5-5 )sin(ln zyxy  هغلَتؼت

هحاػثٔ 
x

z




  ٍ

y

z




. 

فشم وٌ٘ن حل:  )sin(ln),,( zyxyzyxF  :داسٗن 

)cos( zyy
z

F





  ٍ

x

y

x

F





  ٍ)cos(ln zyzx

y

F





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 داسٗن:  5-5-33تٌاتشاٗي تا تَخِ تِ فشهَل 

)cos(

)cos(ln

yzy

yzzx

F

F

y

z

z

y 





      ٍ

)cos()cos( yzxyzy

x

y

F

F

x

z

z

x 1





 

فشم وٌ٘ذ هثال:  35-5-5 ),( 22 yxzyxf  ٍz  تاتؼٖ تشحؼةx  ٍy : تاؿذ ثاتت وٌ٘ذ 

yx
x

z
y

y

z
x 









 

uzyxاگش حل:    ٍvyx  22 ،
x

f




  ٍ

y

f




 سا تا تَخِ تِ لاػذٓ صًد٘شٕ تذػت هٖ آٍسٗن.  
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اػت لزا  x  ٍyتاتؼٖ تشحؼة  zچَى 
z

z

x

u








 1  

(1                         )

u

f

u

f
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z
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u
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
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
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








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





2

21 )()( 

 تِ عشٗك هـاتِ: 

(2       )

u

f

u

f

v

f
y

y

z
y

v
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
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
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





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






















2

21 )()( 

yxy( داسٗن: 2( ٍ )1تٌاتشاٗي اص )
f

f
xyx

f

f
xy

x

z
y

y

z
x

u

v

u

v 







 22 

 

 ههاکشيون و هينيون توابع چند هتغيز 6-5

 
),(فشم وٌ٘ن تعزيف:  1-6-5 yxfz   ٔهؼادلٔ ٗه سٍِٗ دس فضا تاؿذ ًمغ)),(,,( bafba  اص اٗي

سٍِٗ سا ٗه ًمغٔ هاوضٗون ٗا هٌ٘٘ون ًؼثٖ گَٗ٘ن ّشگاُ كفحٔ هواع دس اٗي ًمغِ اص سٍِٗ كفحِ إ افمٖ 

ٔ هاوضٗون ٗا هٌ٘٘ون ًؼثٖ دل٘ماً هؼادل اٌٗؼت وِ دس تاؿذ(. اٗي تؼث٘ش اص ًمغ xy)كفحِ إ تِ هَاصات كفحٔ 

),,(ٗه ّوؼاٗگٖ دس ًمغٔ  ba  سٍٗٔ فَق داسإ ت٘ـتشٗي همذاس ٗا ووتشٗي همذاس تاؿذ تا تَخِ تِ اٗي

axتؼشٗف ٍ تا تَخِ تِ اٌٗىِ خغَط هواع تش هٌحٌٖ ّإ فلل هـتشن سٍِٗ تا كفحات    ٍbx  
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تاٗذ ؿ٘ة هؼإٍ كفش داؿتِ تاؿٌذ لزا تشإ ٗافتك ًماط هاوضٗون ٍ هٌ٘٘ون ًؼثٖ ٗا صٗي اػثٖ )ًِ هاوضٗون 

ًؼثٖ ٍ ًِ هٌ٘٘ون ًؼثٖ( اتتذا لاصم اػت وِ دػتگاُ 


























y

f

x

f

سا حل وٌ٘ن سٗـِ ّإ اٗي دػتگاُ تِ ػٌَاى  

ٗون ٗا هٌ٘٘ون ًؼثٖ ٗا صٗش اػثٖ هٖ تاؿٌذ. خْت تؼ٘٘ي ًَع ًماط حاكل اص حل ًمغٔ هَسد ًظش تشإ هاوض

 دػتگاُ فَق دٍ آصهَى ٍخَد داسد وِ تلَست صٗش ت٘اى هٖ ؿًَذ:

 آسهوى اول )هشتقات دوم( هاکشيون و هي نيون نسبي توابع دو هتغيزه 2-6-5

),,(,),(فشم وٌ٘ذ ًماط  11 baba nn   ُسٗـِ ّإ دػتگا


























y

f

x

f

 تاؿٌذ ٗؼٌٖ داؿتِ تاؿ٘ن  










),(),( iiii ba

y

f
ba

x

f
 

kiوِ  ,,1 :فشم وٌ٘ذ ٍ 

 
yyyx

yxxx
iiyxiiyyiixx ff

ff
bafbafbaf 

2
),(),(),( 

),(  ٍالف( اگش  iixx baf  اٌٗلَست ًمغٔ دس),( ii ba  .ٗه ًمغٔ هٌ٘٘ون ًؼثٖ اػت 

),(  ٍاگش  ب( iiyy baf  ٔدس اٌٗلَست ًمغ),( ii ba .ٗه ًمغٔ هاوضٗون ًؼثٖ اػت 

),(دس اٌٗلَست ًمغٔ  ج( اگش  ii ba  .ٗه ًمغٔ صٌٖٗ )صٗي اػثٖ( اػت 

 اُ اص اٗي آصهَى ًت٘دِ إ حاكل ًوٖ ؿَد ٍ تاٗذ آصهَى دٍم هَسد اػتفادُ لشاس گ٘شد. آًگ د( اگش 

 هاکشيون و هينيون نسبي توابع دو هتغيزهآسهوى دوم  3-6-5

),(فشم وٌ٘ذ  ii ba  ُسٗـٔ دػتگا


























y

f

x

f

 سا تلَست صٗش تؼشٗف هٖ وٌ٘ن: Dتاؿذ دس اٌٗلَست  

),(),( iiii bafkbhafD  
 همادٗش وَچه هثثت ٗا هٌفٖ هٖ تاؿٌذ.  h  ٍkوِ دس آى 

),(آًگاُ ًمغٔ  Dالف( اگش  ii ba .ٗه ًمغٔ هٌ٘٘ون ًؼثٖ اػت 

),(آًگاُ ًمغٔ  Dب( اگش  ii ba .ٗه ًمغٔ هٌ٘٘ون ًؼثٖ اػت 

),(آًگاُ سٍٗٔ  Dگش ج( ا yxfz   ٔدس هحذٍدٓ ًمغ),( ii ba  .ٗه كفحٔ افمٖ اػت 
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 اوؼتشهوْا ٍ ًماط صٌٖٗ تاتغ صٗش سا دس كَست ٍخَد ت٘ات٘ذ. هثال:  4-6-5

163 2233  yxyxyxf ),( 

اتتذا دػتگاُ حل: 












y

x

f

f
 حل هٖ وٌ٘نسا  

22363 2 



xxxxxx

x

f
,)(  

443123 2 



yyyyyy

y

f
,)(  

),(تٌاتشاٗي سٗـِ ّإ دػتگاُ فَق ػثاستٌذ اص :    ٍ),( 4  ٍ),( 2  ٍ),( 42. 

 اػثِ هٖ وٌ٘ن سا هح حال هـتمات هشتثٔ دٍم ٍ 

))(()(

,,

2136

12666
2 



yxfff

fyfxf

xyyyxx

yxyyxx




 

چَى   72),(  ٍ  6),(xxf  ٔلزا ًمغ),(  .ٗه ًمغٔ هٌ٘٘ون ًؼثٖ اػت 

چَى   724),(  ٔپغ ًمغ),( 4 .ٗه ًمغٔ صٌٖٗ اػت 

چَى   722 ),(  ٔلزا ًمغ),( 2  .ٗه ًمغٔ صٌٖٗ اػت 

ّوچٌ٘ي  7242 ),(  ٍ 642 ),(xxf  ٔلزا ًمغ),(  ٗه ًمغٔ هٌ٘٘ون ًؼثٖ اػت.  42

1ّش گاُ هثال:  5-6-5 zyx  ووتشٗي همذاسzyx   آٍسٗذ. سا تذػت  22

1چَى حل:  zyx  پغyxz 1  122لزا ووتشٗي همذاس تاتغ  yxyxyxf ),( 

 سا تذػت هٖ آٍسٗن: 
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
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422 2  )(,,, xyyyxxxyyyxx ffffff  

چَى 
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2
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2
1
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2
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2
1

,xxf  ًمغٔ لزا








2
1

2
1

تاتغ اػت لزا ووتشٗي همذاس ًمغٔ هٌ٘٘ون  ,

zyx  ػثاستؼت اص :         22
2
11

2
1

2
1

4
1

4
1

2
1

2
1









,f 

 هاکشيون و هينيون نسبي هوزاه با شزط )ضزبگزهای لاگزآنژ( 6-6-5
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),(گاّٖ هوىي اػت پ٘ذا وشدى ًماط هاوضٗون ٗا هٌ٘٘ون ٗه تاتغ هاًٌذ  yxf  ّوشاُ تا ٗه ٗا چٌذ ؿشط تَام

تاؿذ هثلاً هوىي اػت تخَاّ٘ن ًمغِ إ سٍٕ ػْوٖ  2xyyxg پ٘ذا وٌ٘ن تغَسٗىِ فاكلِ اص  ),(

),(ًمغٔ  1  ٔهٌ٘٘ون تاؿذ دس اٌٗلَست تاتؼٖ وِ تاٗذ هٌ٘٘ون ؿَد ػثاستؼت اص تاتغ فاكلٔ ًمغ),( 1  ٔتا ًمغ

),( yx  :221اص ػْوٖ وِ تِ اٗي كَست هٖ تاؿذ yxyxf  )(),( 

),;(),(تٌاتشاٗي تذًثال ًمغِ ٗا ًماعٖ ّؼت٘ن وِ دس اٗي ؿشط كذق وٌذ:  yxgyxfMin 

 حتٖ هوىي اػت ؿشاٗظ ت٘ـتشٕ ً٘ض داؿتِ تاؿ٘ن هثلاً ًمغِ إ سٍٕ فلل هـتشن ػْوٖ فَق ٍ خظ

 xyyxh هؼشٍف هٖ تاؿذ تا  هاکشيون و هينيون هوزاه با شزط. اٌٗگًَِ هؼائل تحت ػٌَاى ),(2

 داسإ چِ تؼذاد هتغ٘ش ٍ تؼذاد ؿشط چِ همذاس تاؿذ حالات صٗش سا دس ًظش ه٘گ٘شٗن: fتَخِ تِ اٌٗىِ تاتغ 

حالت اول   7-6-5




 ),(

),((min)max

yxg

yxf
 

هحؼَب هٖ ؿَد ٍ دس ؿشط  fتاتغ  maxٗا  minظش ٗؼٌٖ ًمغِ إ وِ تؼٌَاى تشإ ٗافتي ًمغٔ هَسد ً

),( yxg .ً٘ض كذق هٖ وٌذ هشاحل صٗش سا اًدام هٖ دّ٘ن 

),,(),(),(سا تِ اٗي كَست تؼشٗف هٖ وٌ٘ن:  H( تاتغ 1هشحلٔ  yxgyxfyxH   

اؿذ ٍ ضشتگش لاگشآًظ ًاه٘ذُ هٖ ؿَد ٍ اص حل هؼادلات صٗش تذػت ّش ػذد حم٘مٖ هٖ تَاًذ ت ) ػذد 

 ( ٗذآهٖ

 سا هحاػثِ وشدُ ٍ دس دػتگاُ صٗش لشاس هٖ دّ٘ن: H( هـتمات ًؼثٖ تاتغ 2هشحلٔ 
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),( yxg
H

y

g

y

f

y

H

x

g

x

f

x
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


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),,(,),(( تا حل دػتگاُ فَق ًماط 3هشحلٔ  11 baba nn  ٗون حاكل هٖ ؿًَذ تشإ پ٘ذا وشدى ًمغٔ هاوض

),(ٗا هٌ٘٘ون ًؼثٖ هَسد ًظش ًماط فَق سا دس تاتغ  yxf  ًمغٔ هٌ٘٘ون هَسد ًظش تاؿذ     لشاس هٖ دّ٘ن اگش

دس آى ًمغِ ووتشٗي همذاس سا اًتخاب وٌذ چٌاًچِ ًمغٔ هاوضٗون هَسد  fًمغِ إ سا اًتخاب هٖ وٌ٘ن وِ همذاس 

دس آى ًمغِ ت٘ـتشٗي همذاس سا داؿتِ تاؿذ. الثتِ هٖ تَاى ًَع  fهمذاس  ًغش تاؿذ ًمغِ إ سا اًتخاب هٖ وٌ٘ن وِ

ً٘ض هـخق ًوَد اٗي  fًماط هشتَط تِ حل دػتگاُ فَق سا اص آصهَى اٍل ٗا دٍم هاوضٗون ًؼثٖ تشإ تاتغ 

 سٍؽ هخلَكاً ٍلت٘ىِ ًمغٔ هَسد ًظش تٌْا تاؿذ هف٘ذ اػت. 

حالت دوم  6-8-5




 ),,(

),,((min)max

zyxg

zyxf
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),,,(اٗي حالت ً٘ض هٖ تَاى تاتغ  دس zyxH سا تلَست صٗش تؼشٗف وشد 

()                   ),,(),,(),,,( zyxgzyxfzyxH   

ٍ ٗا تذػت آٍسدى سٗـِ ّإ دػتگاُ 
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H
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 هـاتِ حالت اٍل خَاب هَسد ًظش سا تذػت آٍسد.  

12ضدٗىتشٗي ًمغٔ سٍِٗ ًهثال:  9-6-5  yxz  .سا اص هثذاء هختلات ت٘ات٘ذ 

222فشم وٌ٘ن حل:  zyxzyxf ),,(  فاكلٔ ٗه ًمغٔ دلخَاُ اص سٍِٗ فَق اص هثذاء هختلات

 ٗن:، صٗش سادٗىال سا هٌ٘٘ون هٖ وٌ٘ن دس اٌٗلَست تٌا تِ ساتغٔ تالا داسfتاؿذ. تشإ تذػت آٍسدى هٌ٘٘ون تاتغ 

)(),,,( 12222  xyzzyxzyxH  
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








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1122   ,)(  zzzzH z 

            11 22  xyzxyzH  
اگش  yx  ٔتاؿذ اص هؼادلH  :1تذػت هٖ آٍسٗنz  ِتَخِ داسٗن وِ تا تَخِ تِ اٌٗى

 yx  خَابz  غ٘ش لاتل لثَل اػت لزا ًماط هزوَس ػثاستٌذ اص),,( 1  ٍ),,( 1  ٍوِ ّش د

 ًمغِ ًضدٗىتشٗي فاكلِ سا تا هثذاء داسًذ. 

حالت سوم     11-6-5
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  ),(,),(

),((min)max

yxhyxg

yxf
 

),,,(داسٗن تاتغ دس اٗي حالت چَى دٍ ل٘ذ  yxH  سا تلَست صٗش تؼشٗف هٖ وٌ٘ن 
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 هـاتِ حالت اٍل خَاب هَسد ًظش سا تذػت هٖ آٍسٗن.  

حالت چهارم  11-6-5
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
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),,,(تاتغ  yxH :سا تلَست صٗش تؼشٗف هٖ وٌ٘ن 

( ,        )),,(),,(),,(),,,( zyxhzyxgzyxfyxH   
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تا حل دػتگاُ 
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 ٍ پ٘ذا وشدى سٗـِ ّإ دػتگاُ هٖ تَاى خَاب هَسد ًظش سا تذػت آٍسد.  

),,,(فشم وٌ٘ذ تخَاّ٘ن هاوضٗون ٗا هٌ٘٘ون تاتغ حالت کلي:  12-6-5 nxxxf 21  سا ّوشاُ تاk  ؿشط

 تلَست صٗش تذػت هٖ آٍسٗن: 
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 دػتگاُ صٗش سا تـى٘ل دادُ ٍ آًشا حل هٖ وٌ٘ن:
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هؼادلِ هٖ تاؿذ تا حل دػتگاُ ٍ تذػت آٍسدى سٗـِ ّإ آى ٍ لشاس دادى ّش وذام دس  n+kتالا ؿاهل دػتگاُ 

 هٖ تَاى خَاب هَسد ًظش سا دس كَست ٍخَد تذػت آٍسد.  fغ تات

22كفحٔ هثال:  13-6-5  zyx 22، ػْوٖ گَى yxz   .سا دس ٗه ت٘ضٖ لغغ هٖ وٌذ

 ًضدٗىتشٗي ٍ دٍستشٗي ًماط سٍٕ اٗي ت٘ضٖ اص هثذاء هختلات سا پ٘ذا وٌ٘ذ.

22 فلل هـتشن سٍِٗ ّإ فَق تلَستحل:  22  )( yxyx  اػت ٍ تاتغ فاكلِ ٗه ًمغِ اص فلل

222هـتشن اص هثذاء هختلات ً٘ض تلَست  zyxzyxf ),,(  ت٘اى هٖ ؿَد. تا اػتفادُ اص سٍؽ
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 ًضدٗىتشٗي ًمغِ تِ هثذاء اػت.  
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 نوونه هسائل حل شده  7-5
 دس پَ٘ػتگٖ تَاتغ صٗش دس ًماط دادُ ؿذُ تحم٘ك وٌ٘ذ. : 1-7-5
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                                                                                          222 yxyx  ||||  

تا اًتخاب 
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فشم وٌ٘ذ : 2-5-7
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 ج( عثك تؼشٗف دٗفشاًؼ٘ل پزٗشٕ تاٗذ ثاتت وٌ٘ن: 











 h

uhPdfPfuhPf

h

),()()(
lim 

uhPfuhPdf


  )(),(,     )sin,(cos, u


     ),(  P 



 235                                                                 شاًؼ٘ل ٍ اًتگشال پ٘ـشفتِ                           حؼاب دٗف















 coscos

cos
sincoslim 3222

3

h

h
h

h

h
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),(هـتك ػَٖٗ تاتغ  : 4-7-5 yxfz   ٔدس ًمغ),( 21P  دس ػَٕ تشداس ٍP  ِت),( 321P  22تشاتش 
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تٌَٗؼ٘ذ ثاً٘اً هـتك تاتغ  Pتا هؼادلٔ  هفشٍم اػت اٍلاً هؼادلٔ كفحٔ هواع تش سٍِٗ سا دس  sسٍٗٔ  :5-7-5
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3هؼادلٔ كفحٔ هواع تش سٍٗٔ  :6-7-5
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 دس هختلات اػتَاًِ إ تلَست صٗش حاكل هٖ ؿَد. 

k
z

w
j

y

w

r
i

x

w
w


















1                           k
z

w
u

w

r
u

r

w
w r
















 



1 

y

w

y

r

r

w

y

w

x

w

x

r

r

w

x

w











































 






, 









 

x

y
yxr 122 tan, 

 sin,cos 
















2222 yx

y

y

r

yx

x

x

r
 

ryx

x

yryx

y

x

 cos
,

sin



















2222
 

jiujiu r


  cossin,sincos  



 ٍ هـتمات ًؼثٖ  تَاتغ چٌذ هتغ٘شُ                                                                                          242  

k
z

w
u

w

r
u

r

w

k
z

w
ji

w

r
ji

r

w

k
z

w
j

r

w

r

w
i

w

rr

w
w

r
















































































1

1
)cossin()sin(cos

]
cos

sin[]
sin

cos[

 

),,(فشم وٌ٘ذ  :21-7-5 zyxf  ِتمؼو٘ىyxz   دساٌٗلَست
yd

zd
سا حؼاب ٍ هـتمات  

 سا تذػت آٍسٗذ.  fًؼثٖ 

 



yd

zd
ff

yd

xd
fzdfydfxdfdf

yd

xd

yd

zd
ydxdzd

zyxzyx

1
 

yx

yx
zyx

ff

ff

yd

zd

yd

zd
ff

yd

zd
f




 )( 1 

حاػثٔ هغلَتؼت ه :21-7-5
x

f




  ٍ

y

f




 تلَست صٗش تؼشٗف ؿذُ تاؿذ.  fاگش تاتغ  










 

yxut

yxut
dudtutyx

dttyxyxf

2
121

2

2
1





,

)cos(),(

 




















 



)cos()cos(

)cos()cos(

cos),(

yxyx
y

f

yxyx
x

f

duuyxf
yx

yx 22122

212
12

2
 

222اگش  :22-7-5 yxz   حاكل ػثاست
y

z

x

z

ln

ln

ln

ln








  .سا تذػت آٍسٗذ 

)(lnln

ln,ln

vu

vu

eezyxz

eyvyexux

22222
2
1





 

1
22

2

22

2

















vu

v

vu

u

ee

e

ee

e

y

z

x

z

ln

ln

ln

ln
 

),()()(اگش  :23-7-5
x

y
yf

x

y
gxyxu   .حاكل ػثاست صٗش سا تذػت آٍسٗذ 



 243                                                                 شاًؼ٘ل ٍ اًتگشال پ٘ـشفتِ                           حؼاب دٗف

yyxyxx uyuyxuxP 22 2  

)()()()()()(

)()()(

)()()()()(

)()()(

x

y
f

x

y

x

y
f

xx

y
g

xy

u

x

y
f

x

y

x

y
f

x

y
g

y

u

x

y
f

x

y

x

y
f

x

y

x

y
g

x

y

x

y
f

x

y

x

y
f

x

y

x

y
g

x

y

x

y
g

x

y

x

y
g

x

y

x

u

x

y
f

x

y

x

y
g

x

y

x

y
g

x

u























22

2

4

3

3

2

3

2

4

3

3

2

3

2

222

2

2

2

21

2

2

 

)()()(
x

y
f

x

y

x

y
f

x

y

x

y
g

x

y

yx

u






3

2

22

2 2
 











P

x

y
g

x

y

x

y
f

x

y

x

y
f

x

y

x

y
g

x

y

x

y
f

x

y

x

y
f

x

y

x

y
g

x

y

x

y
f

x

y

x

y
f

x

y
uyxyuux yyxyxx

)()()()()()(

)()()(

2

2

322

2

32

2

2

32
22

2224

22

 

),(اگش :24-7-5
x

z

x

y
fٍ),( yxgz حت ؿشاٗظ هٌاػة: ًـاى دّ٘ذ وِ ت 

),( yxg
y

z
y

x

z
x 









 

uفشم وٌ٘ن 
x

y
  ٍv

x

z
  عثك فشهَل

z

f

y

f

y

z













  ٍ

z

f

x

f

x

z













 هـتك ضوٌٖ داسٗن:  

)()(
22 x

z
f

x

y
f

x

v

v

f

x

u

u

f

x

f
vu 






















 

uvu f
x

f
x

f
y

v

v

f

y

u

u

f

y

f 11























)()(  

vvu f
xx

ff
z

v

v

f

z

u

u

f

z

f 11























)()( 



 ٍ هـتمات ًؼثٖ  تَاتغ چٌذ هتغ٘شُ                                                                                          244  

),(

,

yxgz
f

f
y

f

fzyf

y

z
y

x

z
x

f

f

f
x

f
x

y

z

fx

fzyf

f
x

f
x

z
f

x

y

x

z

v

u

v

vu

v

u

v

v

v

vu

v

vu



























1

1

1
22

 

),(ٍ  x ٍyتاتؼٖ اص دٍ هتغ٘ش هؼتمل  zفشم وٌ٘ذ  : 25-7-5 22222 zyzxfz   تاؿذ تا فشم

22تاتؼٖ هـتك پزٗش اص دٍ هتغ٘ش  fاٌٗىِ  zxu   ٍ22 zyv   :تاؿذ ثاتت وٌ٘ذ 



















y

z

u

f
x

x

z

v

f
y 










),()( 22222 zyzxf

x
z

x
 
























)()(

x

z
z

v

f

x

z
zx

u

f

x

z
z 2222 

(1         )                  
y

z

u

f
x

v

f

u

f

y

z

x

z
z

u

f
x

v

f

u

f

x

z
z















































)()( 11 

)()(

),()(

y

z
zy

v

f

y

z
z

u

f

y

z
z

zyzxf
y

z
y


































2222

22222

 

(2                )           
x

z

v

f
y

v

f

u

f

x

z

y

z
z

v

f
y

v

f

u

f

y

z
z















































)()( 11 

 


















y

z

u

f
x

x

z

v

f
y (1( ٍ )2) 

 اوؼتشهوْا ٍ ًماط صٌٖٗ تَاتغ صٗش سا تذػت آٍسٗذ.  :26-7-5

27933  xyyxyxf )ب                                 ),(
24

24 y
yx

x
yxf ),( الف( 

111133الف( حل:  



xxxxxxxxyx

x

f
,,))((  

13113 2
2

2

2
2

2

2















x

xy

f

y

f
x

x

f
,,         xyyx

y

f





 

),(     ًمغٔ صٌٖٗ اػت












1

y

x
 



 245                                                                 شاًؼ٘ل ٍ اًتگشال پ٘ـشفتِ                           حؼاب دٗف

),( اػت  minمغٔ ً 11







 32

1
1

xxf
y

x
, 

),( 11  ًٔمغmin  اػت







 32

1
1

xxf
y

x
, 

27933  xyyxyxf  )ب ),(

xyxy
y

f 393 22 



                   yxyx

x

f 393 22 



 

),(اوؼتشهن ّا ًماط    ٍ),(  هٖ تاؿٌذ. 33

966
2

2

2

2

2
















yx

f
y

y

f
x

x

f
,, 

81362  xyfff xyyyxx )( 

),(     ًمغٔ صٌٖٗ اػت












81

y

x
 

),( اػت    minًمغٔ  33







 xxf

y

x
,

3
3

 

27-7-5: a  ٍb  سا عَسٕ تذػت آٍسٗذ وِ همذاس اًتگشال صٗشmin  .تاؿذ 

dx
x

bxaI 2
2

1

1
1

)(


  

dxفشم وٌ٘ن 
x

bxabaf 2
2

1

1
1

)(),(


  

2
3
21

3
2

1
12 1223
2

1
ln)](ln)( 


  baxbxxadx

x
baxxFa 


 

2
222

1
12 12
2

1 



  baxArcbxxadx

x
baxFb 


]tan)( 


3
112

3
212

3
2

,,, abbbaa FFF 

),(ًت٘دِ هٖ گ٘شٗن    ٍaaFاص  ba  ًٔمغmin  ٖآٗذ: اػت وِ اص حل دػتگاُ صٗش تذػت ه 

23
2
326

2
2

2
3
2

ln,ln

ln


















ba

ba

ba




 

),,(تا ؿشٍع اص ًمغٔ  :28-7-5 212 P دس چِ ػَٖٗ تاٗذ حشوت وشد تا ت٘ـتشٗي ػشػت افضاٗؾ تشإ تاتغ 
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1حدن هحذٍد تِ كفحٔ هواع تش سٍٗٔ هٖ ً٘ون  :32-7-5
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 ٍ هحَسّإ هختلات سا تذػت هٖ آٍسٗن:  Pهحل تماعغ كفحٔ 
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 ٍ هـتمات ًؼثٖ  تَاتغ چٌذ هتغ٘شُ                                                                                          248  














































1

2
6
12

6
1

2
6
12

6
1

2
6
12

6
1

1
6
1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2222

22

222

2

2222

22

222

2

2222

22

222

2

2

2

2

2

2222

c

z

b

y

a

x
H

c

z

b

y

a

x

c

z

zyx

cba

c

z

zyx

cba
H

b

y

zyx

cba

b

y

zyx

cba
H

a

x

zyx

cba

a

x

zyx

cba
H

c

z

b

y

a

x

zyx

cba
zyxH

x

y

x












 )(),,,(

 

3
13

3
13

3
13

2

2

2

2

2

2 c
z

c

zb
y

b

ya
x

a

x
 ,, 

abcabc
abc

cba

xyz

cba
V

2
3

6
33

33
6
1

6
1 222222

min 

ضلؼٖ تذػت آٗذ اگش هؼاحت  5سٍٕ هؼتغ٘لٖ ٗه هثلث هتؼإٍ الؼال٘ي لشاس هٖ دّ٘ن تا ٗه  :33-7-5

 تاؿذ.  minتاؿذ اتؼاد پٌح ضلؼٖ سا عَسٕ تذػت آٍسٗذ وِ هح٘ظ آى  2kؿىل ػذد ثاتت 
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صٍاٗإ هثلثٖ تاؿٌذ، هاوضٗون  x  ٍy  ٍzفشم وٌ٘ذ  :4-7-5
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1هثذاء اص فلل هـتشن max  ٍminثاتت وٌ٘ذ هٖ تَاى فاكلٔ  :35-7-5
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 CzByAx  ِسا اص حل هؼادلٔ صٗش ًؼثت تd  .تذػت آٍسد 
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 هسائل 8-5
 داهٌِ ٍ تشد تَاتغ صٗش سا تذػت آٍسٗذ. : 1-8-5
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 دس پَ٘ػتگٖ تَاتغ صٗش دس ًماط دادُ ؿذُ تحث وٌ٘ذ. : 3-8-5
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فشم وٌ٘ذ : 4-8-5
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دس  fدس هثذاء پَ٘ػتِ اػت؟ آٗا  fآٗا  

 هثذاء دٗفشاًؼ٘ل پزٗش اػت؟ 

فشم وٌ٘ذ : 5-8-4
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 دس پَ٘ػتگٖ ٍ دٗفشاًؼ٘ل پزٗشٕ تَاتغ صٗش دس هثذاء تحث وٌ٘ذ. : 6-8-5
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azyxًـاى دّ٘ذ وِ ّش كفحٔ هواع تش سٍٗٔ : 7-8-5   هحَسّإ هختلات سا چٌاى

 ٔ هواع سٍٕ هحَسّإ هختلا همذاسٕ اػت ثاتت.لغغ هٖ وٌذ وِ هدوَع عَلْإ لغغ ؿذُ تَػظ كفح

1دس چِ ًماعٖ اص ت٘ض٘گَى : 8-8-5
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 هؼإٍ هٖ ػاصًذ؟ 

422ًماعٖ اص سٍٗٔ : 9-8-5 22  zyx  .سا پ٘ذا وٌ٘ذ وِ كفحٔ هواع دس اٗي ًماط افمٖ تاؿذ 

)(وٌ٘ذ ّش كفحٔ هواع تش سٍٗٔ ثاتت : 11-8-5
x

y
fxz   .اص هثذاء هختلات هٖ گزسد 

1222ًماعٖ سٍٕ وشٓ : 11-8-5  zyx  ٔپ٘ذا وٌ٘ذ وِ كفحٔ هواع دس آًْا هَاصٕ كفح 

232  ztx  .تاؿذ 

923ًـاى دّ٘ذ ت٘ضٖ گَى : 12-8-5 222  zyx  ٓوش ٍ 

 24868222 zyxzyx  ٔدس ًمغ),,(  تش ٗىذٗگش هواع ّؼتٌذ.  211
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 هؼادلٔ كفحٔ هواع ٍ خظ لائن تش ّش ٗه اص هٌحٌْ٘إ صٗش سا دس ًمغٔ دادُ ؿذُ تٌَٗؼ٘ذ. : 13-8-5
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 ؿاهل اٗي دٍ خظ اػت. 

122تش سٍٗٔ  1tًـاى دّ٘ذ خن صٗش ٍلتٖ : 15-8-5  zyx  .هواع اػت 
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1ًظ٘ش  sr  .تٌَٗؼ٘ذ 
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اگش : 21-8-5
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)(ّش گاُ : 22-8-5 22 yxfz   ٔهغلَتؼت هحاػث
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ًـاى دّ٘ذ تاتغ : 23-8-5
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),,(ثاتت وٌ٘ذ تاتغ : 24-8-5 xzzyyxfw   :دس ساتغٔ صٗش كذق هٖ وٌذ 
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),(تاتغ : 25-8-5 yxf  تا تغ٘٘ش هتغ٘شvux 2  ٍ2uvy   تِ ًاتغ),( vug ؿَد حاكل تثذٗل ه ٖ

ػثاست 
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
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 سا تذػت آٍسٗذ. 

),(تاؿذ ٍ تفشم  x  ٍyتاتؼٖ هـتك پزٗش اص  fفشم وٌ٘ذ : 26-8-5 yxfu   ٍcosrx   ٍ

sinry   :ًـاى دّ٘ذ 
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ln)(اگش : 27-8-5  xu  ٍ222 zyx   :ثاتت وٌ٘ذ ػثاست صٗش همذاسٗؼت ثاتت 
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تاتؼٖ اص ٗه هتغ٘ش تاؿذ تغَسٗىِ  gتاؿذ ٍ  x  ٍy  ٍzتاتؼٖ اص ػِ هتغ٘ش  fفشم وٌ٘ذ : 28-8-5

)(),,( gzyxf   ٍ222 zyx   :ًـاى دّ٘ذ 
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),()(اگش : 29-6-5 aybxfeyxu ax   حاكل ػثاست صٗش سا تذػت آٍسٗذ:  6
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),(تاتغ : 31-8-5 yxf  تا تغ٘٘ش هتغ٘شsex   ٍtey   تِ تاتغ),( tsg  :تثذٗل هٖ ؿَد ثاتت وٌ٘ذ 
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yxyyxxttss fyfxfyfxgg  22 

),(تا فشم : 31-8-5 22 zyyxfz  
2

2

x

z



  ٖسا تش حؼة هـتمات ًؼثf .هحاػثِ وٌ٘ذ 

 ٗه تاتغ دٍ هتغ٘شُ تغَسٗىِ  gتاؿذ ٍ  x  ٍyتاتؼٖ تش حؼة  zفشم وٌ٘ذ : 32-8-5

xyzzxg  ),( ٍ هخالف كفش تَدى آًْا هغلَتؼت هحاػثٔ  gتا فشم ٍخَد هـتمات ًؼثٖ  222
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2  ٖتش حؼة هـتمات ًؼثg  . 

ufxz)(فشم وٌ٘ذ : 33-8-5   ٍyzu   ٍf  تاتؼٖ هـتك پزٗش اصu  ،اػت
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z



  سا تشحؼة

 تذػت آٍسٗذ.  fًؼثٖ  هـتمات

),,(ّش گاُ تَاتغ : 34-8-5 zyxu  ٍ),,( zyxv  ٔتَػ٘ل),( vuF  تْن هشتَط گشدًذ هغلَتؼت

vuهحاػثٔ  
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 . 

فشم وٌ٘ذ : 35-8-5
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),(فشم وٌ٘ذ : 37-8-5 2222222 zyzxfzyx   ٍz  تاتؼٖ تش حؼةx  ٍy  تاؿذ ثاتت

وٌ٘ذ:                                         
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),(فشم وٌ٘ذ : 38-8-5 yxfz   ٍ22 vux   ٍuvy 2 .ثاتت وٌ٘ذ 
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)(اگش : 39-8-5
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)(تاتغ : 41-8-5
2
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y yefez   :هفشٍم اػت ثاتت وٌ٘ذ 
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),,(تَاتغ : 42-8-5 zyxF  ٍ),,( zyxG  هفشٍضٌذ اٗي تَاتغ استثاط ت٘يx  ٍy  ٍz   سا ًـاى

هٖ دٌّذ اٍلاً 
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تذػت آٍسٗذ. ثاً٘اً دس حالت خاف اگش  F  ٍGسا تش حؼة هـتمات ًؼثٖ  
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 تاؿذ تغَسٗىِ:  nتاتؼٖ ّوگي اص دسخٔ  fفشم وٌ٘ذ : 44-8-5
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تؼشٗف هٖ وٌذ. هغلَتؼت  u  ٍvسا تؼٌَاى تَاتؼٖ ضوٌٖ اص  x  ٍy  ٍzهؼادلات صٗش هتغ٘شّإ : 51-8-5
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222ًـاى دّ٘ذ وِ دس هثذاء هـتك ػَٖٗ تاتغ : 52-8-5 zyxzyxf ),,(  دس ّش ػَ تشاتش

 ٍاحذ اػت. ٍلٖ اٗي تاتغ دس هثذاء داسإ گشادٗاى ً٘ؼت. 

22تاتغ  هـتك ػَٖٗ: 53-8-5 yxyxf ),(  ًؼثت تِ هٌحٌٖ  1سا دس ًمغِ إ تغَلxxy 22  

 تذع آٍسٗذ. 

22تَصٗغ ٍلتاط تش سٍٕ كفحِ إ فلضٕ تلَست صٗش هٖ تاؿذ : 54-8-5 45 yxV   

),(الف: دس ًمغٔ  21  اٗؾ هٖ ٗاتذ؟ ب: دس ّو٘ي ًمغِ دس چِ دس چِ خْتٖ ٍلتاط تا ت٘ـتشٗي ػشػت افض

خْتٖ ٍلتاط تا ت٘ـتشٗي ػشػت واّؾ هٖ ٗاتذ؟ ج: همذاس اٗي ت٘ـتشٗي تٌضل سا حؼاب وٌ٘ذ. د: هؼ٘شٕ سا 

),(تؼ٘٘ي وٌ٘ذ وِ دس عَل آى رسُ إ اص ًمغٔ  21    حشوت هٖ وٌذ ٍ دس خْت ت٘ـتشٗي افضاٗؾ ٍلتاط پ٘ؾ

 هٖ سٍد. 

),(ْتٖ اص ًمغٔ خ: 55-8-5 f ،سا ت٘ات٘ذ وِ دس آى همذاس تاتغ  31
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),,(تاتغ ػِ هتغ٘شٓ : 56-8-5 zyxf  تا تغ٘٘ش هتغ٘شwvux cossin  ٍwvuy sinsin  ٍ

wuz cos تغ٘شٓ تِ تاتغ ػِ ه),,( wvug  َٖٗتثذٗل هٖ ؿَد تا فشم اٌٗىِ ت٘ـتشٗي همذاس هـتك ػf 

),,(دس ًمغٔ 
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  ٍ   )()( ,,,, PDPD دس  11111

),,(سا دس ًمغٔ  gاٌٗلَست هـتك ػَٖٗ 
32

1  تش فلل هـتشن سٍِٗ ّإ  ٍ دس ػَٕ تشداس هواع

122  zx  ٍ522  yx  ٔدس ًمغ),,(  حؼاب وٌ٘ذ.   311

22دس هَسد تاتغ : 57-8-5 2 yxyxyxf ),(  ٔدس ًمغ),( 31P  .همادٗش صٗش سا پ٘ذا وٌ٘ذ 

  fدس خْت تضسگتشٗي واّؾ  fب( هـتك                     fالف( خْت تضسگتشٗي واّؾ 

),,(دسخٔ حشاست دس ٗه ًمغِ : 58-8-5 zyx  ٔتَػظ هؼادل
29232

2 zyxezyxT  ),,(  ُداد

 تش حؼة هتش اًذاصُ گ٘شٕ ؿذُ اًذ .  x  ٍy  ٍzتش حؼة دسخٔ ػاًت٘گشاد ٍ  Tؿذُ اػت وِ دس آى 
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),,(ًمغٔ  الف( ًشخ تغ٘٘ش دسخٔ حشاست سا دس 212 P  ٔتِ عشف ًمغ),,( 333   .ت٘ات٘ذ 

پ٘ذا وٌ٘ذ.  Pداسد؟ ج( ًشخ افضاٗؾ هاوضٗون سا دس  Pب( دس چِ ػَٖٗ دسخٔ حشاست ػشٗؼتشٗي افضاٗؾ سا دس 

232تاتغ : 59-8-5 zcxzybyxazyxf ),,(  هفشٍم اػتa  ٍb  ٍc  ِسا چٌاى تؼ٘٘ي وٌ٘ذ و

),,(ّا دس ًمغٔ  zن هـتك ػَٖٗ تاتغ فَق دس ػَٕ هَاصٕ تا هحَس هاوضٗو 121 P  تاؿذ.  64تشاتش 

 fدس چِ خْتٖ هتحشن تاٗذ اص ًمغٔ آغاصٗي هثذاء حشوت وٌذ تا ت٘ـتشٗي ػشػت افضاٗؾ تاتغ : 61-8-5

 تذػت آٗذ.
32 243 )()(),,(  zyxyxzyxf 

ثاتت وٌ٘ذ هـتك ػَٖٗ تاتغ : 61-8-5
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2
 ),()(   ٖ12دس ّش ًمغِ اص ت٘ض 22  yx  ٍ

 دس ػَٕ لائن تش ت٘ضٖ كفش اػت. 
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  ٍُتشداسٕ دس كفحِ تاؿذ ٍ تؼلا

6)(afDw
  چِ ساتغِ إ ت٘ي ،x  ٍy  تشلشاس اػت؟ 

222هخشٍط : 63-8-5 4 zyx   ٔ1422ٍ كفح  zyx ٌٖٗىذٗگش سا دس هٌح c  لغغ هٖ وٌٌذ

),,(سا دس ًمغٔ  Cهؼادلٔ خظ هواع ٍ كفحٔ لائن تش هٌحٌٖ  523P  تٌَٗؼٖ ٍ ػپغ هـتك تاتغ

)(ln),,( 222 zyxzyxf   ٔسا دس ًمغP  دس ػَٕ تشداس ٗىاًٖ هواع تش ٍC  .حؼاب وٌ٘ذ 

2222: وشٓ 64-8-5 azyx   222ٍ هخشٍط zyx   هفشٍضٌذاٍلاً ًـاى دّ٘ذ اٗي دٍ سٍِٗ دس

فلل هـتشن سا دس ًمغٔ  Cهواع تش هٌحٌٖ ّش ًمغِ اص فلل هـتشؿاى تش ّن ػوَدًذ ثاً٘اً تشداس ٗىاًٖ 

),,(
222
aaa

P  2تذػت آٍسٗذ ٍ هـتك تاتغ
1

222 
 )(),,( zyxzyxf  ٔسا دس ًمغP  َٕدس ػ ٍ

 اٗي تشداس حؼاب وٌ٘ذ. 

دس چِ ػَٖٗ هـتك تاتغ : 65-8-5
22

22

yx

yx
yxf




),(  ٔدس ًمغ),(  تشاتش كفش اػت؟  11

),,(هـتك تاتغ : 66-8-5 zyxf  دسP  دس ػَٕ تشداس ٍkji


  32داسإ ت٘ـتشٗي همذاس ٍ تشاتش 

Pf)(اػت. اٍلاً تشداس 


kjiٍ دس ػَٕ تشداس  Pسا دس  fسا تذػت آٍسٗذ ثاً٘اً هـتك ػَٖٗ تاتغ  


22  

 حؼاب وٌ٘ذ. 

),(دس حشاست دس ّش ًمغِ : 67-8-5 yx  ٔاص كفحxy  ٔتا ساتغ
22

1
yx

yx
T


   .هـخق ؿذُ اػت 
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),(الف( هـتك ػَٖٗ تاتغ سا دس ًمغٔ   هٖ ػاصد، ت٘ات٘ذ.  6ّا صاٍٗٔ  xدس خْت٘ىِ تا خْت هثثت هحَس  12

),(ب( دس چِ خْتٖ اص   هٖ ؿَد؟ ج( همذاس اٗي هاوضٗون چمذس اػت؟  maxهمذاس هـتك ػَٖٗ  12

سٍِٗ ّإ : 68-8-5 12 222 zyx  ٍ42 32  yyzx  ٌٖٗىذٗگش سا دس هٌحC  ٖلغغ ه

),,(وٌٌذ. اٍلاً صاٍٗٔ ت٘ي اٗي دٍ سٍِٗ سا دس ًمغٔ  211P  تذػت آٍسٗذ. ثاً٘اً هؼادلٔ خظ هواع ٍ كفحٔ لائن

تاؿذ هـتك تاتغ  Pدس  Cتشداس ٗىاًٖ هواع تش  Tتٌَٗؼ٘ذ . ثالثاً اگش  Pسا دس ًمغٔ  Cتش هٌحٌٖ 

222
1

zyx
zyxf


),,(  سا دسP  َٕدس ػ ٍT  .تذػت آٍسٗذ 

kjtittRتاتغ تشداسٕ: 69-8-5


222  sincos)( هفشٍم اػت، هـتك ػَٖٗ تاتغ

),,( zyxfw   ٔدس ًمغ
4


t  ٍ ُدس خْت تشداس ػشػت هاسپ٘چ فَق داسإ تضسگتشٗي همذاس خَد تَد ٍ

دس ًمغٔ  fهٖ تاؿذ هـتك ػَٖٗ تاتغ  216تشاتش 
4


t  دس خْت تشداس ٍkji


22   .سا تذػت آٍسٗذ 

223همذاس تمشٗثٖ : 71-8-5 95323981 ).().()(   .سا تا دٗفشاًؼ٘ل تمشٗة تضً٘ذ 

 همذاس تمشٗثٖ ػثاست صٗش سا تذػت آٍسٗذ: : 71-8-5

 442928 tancossin                                                      299)ب  .. e الف( 

)(سا چٌاى ت٘ات٘ذ  a  ٍbاػذاد : 72-8-5 ba   :وِ ػثاست صٗش ت٘ـتشٗي همذاس خَد سا داؿتِ تاؿذ 

xdxx
b

a
3
1

2224 )(  

73-8-5 :a  ٍb وِ همذاس ػثاست صٗش  سا عَسٕ تذػت آٍسٗذmin  :تاؿذ 

dxbaxxx 
1 2


))((sin 

 اوؼتشهوْا ٍ ًماط صٌٖٗ تَاتغ صٗش سا تذػت آٍسٗذ. : 74-8-5

yxyxf sin),(                  124)ب 23  yxyxyxf  )الف ),(

yxyxyxyxf  22223 35)د          ),(2
4
52 4455  yxyxyxf  )ج ),(

)(),( 221 yxyxyxf                      ٍ(2442 yyxyxxyxf ),( ُ( 

yxxyxyxf 22 ln),(                               444)ح yxxyyxf ),( ص( 

yxتاتغ  maxصٍاٗإ حادٓ ٗه هثلث لائن الضاٍِٗ تاؿذ، هغلَتؼت هحاػثٔ  x  ٍyاگش : 75-8-5 sinsin. 

zyxzyxfهاوضٗون تاتغ  :76-8-5 lnlnln),,( 942  سا سٍٕ لؼوتٖ اص ت٘ض٘گَى:  
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1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x  .ٍالغ دس ًاح٘ٔ اٍل فضا تذػت آٍسٗذ 

zyxت٘ـتشٗي همذاس : 77-8-5 logloglog 3  2222سا تا ؿشط 5rzyxzyx  ),,(  

  a  ٍb  ٍcػذد هثثت  تذػت آٍسٗذ ٍ تا اػتفادُ اص آى ًـاى دّ٘ذ وِ تشإ ّش ػِ

 
5

3
5

27 






 


cba
adc 

اٗي كفحِ دس  Tسا هٖ پَؿاًذ دسخٔ حشاست  xyاص كفحٔ Dٗه كفحٔ فلضٕ ًاح٘ٔ هثلث ؿىل : 78-8-5

),(ّش ًمغٔ  yx  دسD  ٔسٍٕ هشص آى اص ساتغ ٍyxyyxxT 232 22   تذػت هٖ آٗذ گشهتشٗي

),(ٍ دسخِ حشاست اٗي ًماط سا تذػت آٍسٗذ.                                    ٍ ػشدتشٗي ًماط كفحِ  2     
  

                                                                         

                                                                                                     ),( 1                                

4فاكلٔ خظ : 79-8-5 yx  44سا اص اػتَأً ت٘ض٘گَى 22  yx  .تذػت آٍسٗذ 

81-8-5 :min  همذاسnnn zyx   سا تا ؿشطczyx  ( .تذػت آٍسٗذ n  ٍc )ثاتت 

12ًضدٗىتشٗي ًمغِ اص ػغح : 81-8-5  xyz  .سا تِ هثذاء تذػت آٍسٗذ 

22ًضدٗىتشٗي ًمغِ اص سٍٗٔ : 82-8-5 2yxz   ٔسا تا كفح 122 zyx  .تؼ٘٘ي وٌ٘ذ 

122حٖ تِ ؿىل ًاح٘ٔ ٍسلٖ هؼتذٗش هؼغ: 83-8-5  yx  هفشٍم اػت اٗي ٍسلِ سا تِ ًحَٕ حشاست

),(دس ّش ًمغٔ  Tدادُ اًذ وِ دسخِ حشاست  yx  ٔآى اص ساتغxyxT  22 تذػت هٖ آٗذ. گشهتشٗي  2

 ٍ ػشدتشٗي ًماط كفحِ ٍ دسخِ حشاست اٗي ًماط سا تذػت آٍسٗذ. 

اتؼاد هىؼة هؼتغ٘لٖ تا حدن هاوضٗون سا ت٘ات٘ذ وِ ٗه ساع آى هثذاء هختلات ٍ كفحات : 84-8-5

1هختلات ػِ ٍخِ آى تاؿٌذ ٍ تؼلاٍُ ساع هماتل تِ هثذاء تش كفحٔ 
c

z

b

y

a

x
cba ),,(   ٍالغ

 تاؿذ. 

إ داخل هثلث تؼ٘٘ي وٌ٘ذ وِ هفشٍم اػت ًمغِ  A2ٍ هؼاحت  a  ٍb  ٍcهثلثٖ تا اضلاع : 85-8-5

 هدوَع هدزٍسات فاكلِ اؽ اص اضلاع هثلث هٌ٘٘ون تاؿذ

               .                                                                                 A                
                                                                                   b   y      z    c                            
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                                                                          C                  x              B                 

                                                                                             a                                     
 نوونه سوالات تستي حل شده 9-5

حاكل  :1-9-5
44

22

yx

yx

yx  ),(),(
lim


 وذام اػت؟  

1 )                          2 )1                                    3                             2( 4( ٍخَد ًذاسد 

 ( كح٘ح اػت. 3گضٌٗٔ ) -

(1                                 )













 444

22

xyx

yx

xyx
limlim

),(),(
 yسٍٕ هؼ٘ش 

(2                                                                 )22
44

4





 xx

x

x 
lim 2سٍٕ هؼ٘شxy  

  (2( ٍ )1)حذ ٍخَد ًذاسد  

حاكل : 2-9-5
222

222

zyx

zyx

zyx 



 ),,(),,(
lim


 وذام اػت؟  

1 )                          2 )1                                    3                             1( 4( ٍخَد ًذاسد- 

 ( كح٘ح اػت. 3گضٌٗٔ ) -

(1                                                         )1
2

2

222

222






 z

z

zyx

zyx

zz 
limlim

),,(),,(
 

(2                           )                                1
2

2

222

222






 x

x

zyx

zyx

xx 
limlim

),,(),,(
 

  (2( ٍ )1)حذ ٍخَد ًذاسد 

حاكل  :3-9-5
)(sin

)(tan
lim

),(),( 63
2

21 



 yxArc

yxArc

yx
 وذام اػت؟  

1 )
3
1                             2 )

2
1                                 3 )2                                         4 )3 

3
1

66
22

63
2

121











 x

x

yxArc

yxArc

xyx
lim

)(sin

)(tan
lim

),(),(
 

حاكل  :4-9-5
22 yx

eyx yx

yx  ),(),(
lim


 وذام اػت؟  
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1 )                             2 )
2
 ( ٍخَد ًذاسد4                                1( 3                                1

 ( كح٘ح اػت.     4گضٌٗٔ ) -

2
1

2 2

2

22222





  x

ex

yx

eyx

xyx

eyx yx

x

yx

xxx

yx

x 



limlim,limlim

),(),(),(),(
 

دس هَسد  :5-9-5
2

4 2

22 



 y

x

yx ),(),(
lim  وذام گضٌِٗ كح٘ح اػت؟ 

 ( حذ هَخَد ٍ تشاتش كفش اػت2اػت                                               -1( حذ هَخَد ٍ تشاتش 1

 ( حذ هَخَد ً٘ؼت4اػت                                                 1َخَد ٍ تشاتش ( حذ ه3

وذاه٘ه اص گضاسُ ّإ صٗش دس هَسد تاتغ  :6-9-5













),(),(

),(),(
),(





yx

yx
yx

xy

yxf كح٘ح  22

 اػت؟ 

),(دس  f( تاتغ 1   پَ٘ػتِ اػت ٍ ًِ هـتك پزٗش ًِ 

),(دس  f( تاتغ 2  پَ٘ػتِ اػت ٍلٖ هـتك پزٗش ً٘ؼت 

),(دس  f( تاتغ 3   ّن پَ٘ػتِ اػت ٍ ّن هـتك پزٗش 

),(دس  f( تاتغ 4  پَ٘ػتِ ً٘ؼت ٍلٖ هـتك پزٗش ّؼت 

 ( كح٘ح اػت. 1گضٌٗٔ ) -

پَ٘ػتِ ً٘ؼت لزا هـتك پزٗش ّن ً٘ؼت 



 2

1
),(lim

),(),(
xxf

xx
 

وذام گضٌِٗ دس هَسد تاتغ  :7-9-5

















),(),(

),(),(
),(





yx

yx
yx

yx

yxf 22

22

 دسػت اػت؟  

),(دس  f( تاتغ 1   پَ٘ػتِ اػت ٍ ًِ هـتك پزٗش ًِ 

),(دس  f( تاتغ 2  پَ٘ػتِ اػت ٍلٖ هـتك پزٗش ً٘ؼت 

),(دس  f( تاتغ 3  ـتك پزٗش ّن پَ٘ػتِ اػت ٍ ّن ه 

),(دس  f( تاتغ 4  پَ٘ػتِ ً٘ؼت ٍلٖ هـتك پزٗش ّؼت 

 ( كح٘ح اػت. 1گضٌٗٔ ) -










1
2

2

y

y
yxf

yy
lim),(lim  سٍٕ هؼ٘شx 
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f  دس),(  پَ٘ػتِ ً٘ؼت لزا هـتك پزٗش ّن ً٘ؼت 

1دس وذام ًمغِ اص خظ  :8-9-5 xy  تاتغ||||),( 1 xyyxf  هـتك پزٗش ً٘ؼت؟ 

1 )),( 1                     2 )),( 12                                  3 )),( 1                           4 )

),( 23 
 ( كح٘ح اػت. 1گضٌٗٔ ) -

)(||||),( xgxxyxfxy  111 2 










































1
1
1

1
1
1

1
1

1

1
11

)(

)(
lim

)(

)(
lim

||
lim)(

x

x

x

x

x

x
xg

x

x

x
x

 

),( yxf ٔدس ًمغ),( 1 هـتك پزٗش ً٘ؼت 

اگش  :9-9-5 ||||||||||),( yxyxyxf 
2
1  ،),( yf  چمذس اػت؟ 

1 )1-                                 2 )                                     3 )1                              4 )

 
 ( كح٘ح اػت. 2گضٌٗٔ ) -

 
































y

y

yy

y

fyxf
f

y

yy
y

lim

||||||

lim
),(),(

lim),(
2
1

 

),,(tan)(هـتك ػَٖٗ تاتغ  :11-9-5 zyxzyxf 12   َٕدس ػ),,( 214 v


ٍ دس ًمغٔ  

),,( 21P  چمذس اػت؟ 

1 )21                           2 )
21
1                               3 )

21
211                      4 )211 

 ( كح٘ح اػت. 3گضٌٗٔ ) -

jifk
zy

y
j

zy

z
ixf P


 22

11
2 212222







 ),,( 

21
211

21
28

21
24 





  





 uffD

kji

v

v
x u

||
 

 دس چِ ػَٖٗ تاٗذ اص ًمغٔ  حشوت وشد تا حذاوثش ًضٍل تاتغ : 11-9-5
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22 632 )()(),(  yxyxyxf 
 تذػت آٗذ؟ 

1 )ji


824                  2 )ji


824               3 )ji


248                     4 )ji


248  

 ( كح٘ح اػت. 1گضٌٗٔ ) -

fDحذالل همذاس  u
  صهاًٖ سخ هٖ دّذ وِ صاٍٗٔ ت٘يu

  ٍf


 ،  سادٗاى تاؿذ ٗؼٌٖ دس خلاف خْت ّن

 تاؿٌذ. 

jyxyxiyxyxf


)]()([)]()([ 6322263622  
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yxezتشداس هواع تش هٌحٌٖ فلل هـتشن سٍِٗ ّإ : 14-9-5   ٍ
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)(هـتك پزٗش ٍ پَ٘ػتِ تاؿذ ٍ  ug)(اگش : 17-9-5 22 yxgw   حاكل ػثاست
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),(دس ًت٘دِ   .ًمغٔ صٌٖٗ اػت 
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),(   ًمغٔ تحشاًٖ اػت 








yxf

yxf

y

x

62
28

 

),(  ًمغٔ صٌٖٗ اػت 48
6

8




yy

xyxx

f

ff ,
 

  yyygyyg 63 2 )()( (1 y سٍٕ خظ )x 

x xxgxxg 84 2 )()( (1 x سٍٕ خظ )y 

3
126423 2  yyygyyyg )()( (1 y 1( سٍٕ خظx 

max  هَضؼٖ اػت
3
13

3
11 ),(f ًمغٔ هاوضٗون اػت),()(

3
116  yg 

zyxzyxfهاوضٗون ٍ هٌ٘٘ون تاتغ : 31-9-5 52 ),,(  تا ؿشط3222  zyx  وذام

 اػت؟ 

1 )1515  max,min                                           2 ) 22  max,min 

3 ) 33  max,min                                         4 ) 11  max,min 

 ( كح٘ح اػت. 3گضٌٗٔ ) -















2
5

1
2
1

3
25
22
21

3
52

222
222











































z

y

x

zyx

z

y

x

Pg

PgPf

zyxg

zyxf



 )(

)()(
 

min)(),,(,max)(),,(

,,





35213521

521
2
14333

4

25

4

4

4

1

2211

2
222





PfPPfP

zyx
 
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22اگش : 32-9-5 yxz  ln س اٌٗلَست همذاس ػثاست د
y

z
y

x

z
x









 وذام اػت؟  

1 )1                               2 )                                      3 )z                                      4 )2 

 ( كح٘ح اػت. 1گضٌٗٔ ) -

12
2
12

2
1

2222






















































y

z
y

x

z
x

yx

y

y

z

yx

x

x

z
, 

 چمذس اػت؟  1zyxووتشٗي فاكلٔ هثذاء اص سٍٗٔ : 33-9-5

1 )2                              2 )3                                 3 )2                                  4 )5 

 ( كح٘ح اػت. 2گضٌٗٔ ) -

222

22

22

22
222

22
22
22

1
zyx

xyzyxxyz

zxzxyzxy

zyzyxzyx

zyxzyxg

zyxzyxf




























),,(

),,( 

),,( 111  ٗا),,( 111   ٗا),,( 111  ٗا),,(),,(),,( 111113  zyxxxzyxg  

3111222  zyxd 

yxyxfهمادٗش هاوضٗون ٍ هٌ٘٘ون تاتغ : 34-9-5 43 ),(  ٓ122تش داٗش  yx  وذام اػت؟ 

 -5ٍ هٌ٘٘ون  5( هاوضٗون 2                                            -1ٍ هٌ٘٘ون  1 ( هاوضٗون1

 -5ٍ هٌ٘٘ون  3( هاوضٗون 4                                            -3ٍ هٌ٘٘ون  5( هاوضٗون 3

 ( كح٘ح اػت. 2گضٌٗٔ ) -

2
542514

4

91

224

2
323

143

2
22

22

22




















 





yxH

yyH

xxH

yxyxzyxH

y

x

)(),,,(

 

5
5
25

5
16

5
9

5
4

5
35

5
25

5
16

5
9

5
4

5
3

5
4

5
3

2
5

5
4

5
3

2
5





),(,),(

,,,

ff

yxyx 
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 ه سوالات تستينوون 11-5

5تا ضاتغٔ  fتاتغ  :1-11-5 55 yxyxf ),(  :دادُ ؿذُ اػت. دس اٌٗلَست 

1 )f  2دس ّؤ ًماط                    2هـتك پزٗش اػت )f  2دس ّ٘چ ًمغِ اص هـتك پزٗش ً٘ؼت 

3 )f  دس),(  4ـتك پزٗش اػت                            ه) f  فمظ دس),(    هـتك پزٗش اػت 

xyyxzدس تاصٓ سٍٗٔ  :2-11-5 333   وذام گضٌِٗ كح٘ح اػت؟ 

),(( دس 1 ),(هٌ٘٘ون ٍ دس  11               دس 2هٌ٘٘ون اػت )),( ),(هاوضٗون ٍ دس  11  صٌٖٗ اػت 

),(( دس 3 ),(هٌ٘٘ون ٍ دس  11                      دس 4صٌٖٗ اػت )),( ),(هاوضٗون ٍ دس  11  هاوضٗون اػت 

yxyyxxzشاًٖ تاتغ ًمغٔ تح :3-11-5 7523 22   وذام اػت؟ 

1 )),( 11               2هٌ٘٘ون )),( 11                 3هٌ٘٘ون )),( 11              4هاوضٗون )),( 11 

 صٌٖٗ

دس تاتغ پاساهتشٕ  :4-11-5








ty

tx

sin

tan
همذاس  

2

2

xd

yd
دس  

4


t  چمذس اػت؟ 

1 )
16
2

                    2 )
8
23

                             3 )
16
2                              4 )

4
23 

اگش  :5-11-5

















x

y
e

y

x
ez x

y
y
x

cossin  حاكل ػثاست
y

z
y

x

z
x









 وذام اػت؟  

1 )                          2)1                                        3)2                                    4)z  

ln)(اگش  :6-11-5 22 yxz   حاكل ػثاست
2

2

2

2

y

z

x

z








  وذام اػت؟ 

1 )                          2)1                                        3)2                                    4)z  

تا ضاتغٔ  fتاتغ  :7-11-5

















),(),(

),(),(
)(

),(





yx

yx
yx

yxyx

yxf 22

22

دس  تؼشٗف ؿذُ اػت 

 اٌٗلَست: 

),(دس  f( تاتغ 1   پَ٘ػتِ اػت ٍ ًِ هـتك پزٗش ًِ 

),(دس  f( تاتغ 2  پَ٘ػتِ اػت ٍلٖ هـتك پزٗش ً٘ؼت 

),(دس  f( تاتغ 3  ّن پَ٘ػتِ اػت ٍ ّن هـتك پزٗش 

),(دس  f( تاتغ 4  ً٘ؼت ٍلٖ هـتك پزٗش اػتپَ٘ػت ِ 
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32هـتك خْتٖ تاتغ  :8-11-5 zyxzyxF ),,(  ٌٖدس اهتذاد هٌح














 

uuz

uy

ex u

cos

sin دس ًمغٔ ًظ٘ش  12

u  وذام اػت؟ 

1 )
2
6                           2 )

2
2                                 3 )

3
2                               4 )

2 
ttxهٌحٌٖ cاگش  :9-11-5 cos  ٍtty s i n  تاؿذ، دس هَسد حذ تاتغ










cyx

cyx
yxf

),(

),(
),(



1
 چِ هٖ تَاى گفت؟  

( اٗي حذ تشاتش 2                                                                   اػت    1( اٗي حذ تشاتش 1
2
 اػت  1

 ( اٗي حذ ٍخَد ًذاسد 4( اٗي حذ تشاتش كفش اػت                                                                  3

اگش  :11-11-5

















),(),(

),(),(
)(

),(





yx

yx
yx

yxyx

yxf 22

22

 aپَ٘ػتِ تاؿذ هدوَع همادٗش  2تش  

 وذام اػت؟ 

 (     اٗي خظ دس فتَوپٖ ً٘افتاد1ُ

حاكل حذ  :11-11-5
x

yyx

yx



 ),(),(
lim

1
 وذام اػت؟  

( 2( كفش                                1
2
1                                 3 )1                                     4 )2  

TRnVPلاًَى گاصّإ اٗذُ آل ت٘اى هٖ وٌذ وِ : 12-11-5   ِوP  ٍ فـاس گاصV  ٍ حدن گاصn  تؼذاد

دسخِ حشاست هغلك اػت. دس اٌٗلَست حاكل ػثاست  Tثاتت خْاًٖ گاصّا ٍ  Rهَلىَلْإ گاص ٍ 

T

V

V

P

P

T














 ام اػت؟ وذ 

1 )                         2 )1                        3 )1-                       4 تاتؼٖ تش حؼة )P  ٍV  ٍT  

حاكل : 13-11-5
yx

yx

yx 



 2

33

),(),(
lim


 وذام اػت؟  

1 )                        2 )1-                      3 )1                         4حذ ٍخَد ًذاسد ) 
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اگش : 14-11-5















),(),(

),(),(
),(





yx

yx
yx

y

yxf 22

3

 دساٌٗلَست :  

1 ) 








),(,),( f

y
f

x
                         2 ) 









),(,),( f

y
f

x
1 

3 )1








),(,),(  f

y
f

x
                          4 )

1








),(,),(  f

y
f

x
 

vuxهؼادلات : 15-11-5   ٍ22 vuy   ٍ33 vuz  :هفشٍم اػت دساٌٗلَست 

1 )y
y

z
x

x

z










,

3
1

                                         2 )x
y

z
y

x

z

2
33 









, 

3 )y
y

z
x

x

z 3
2
3










,                                       4 )x

y

z
y

x

z

3
2

3
1










, 

222هـتك خْتٖ تاتغ : 16-11-5 zyxzyxf ),,(  ٔدس ًمغ),,( 211P  دس ػَٕ تشداس ٍ 

),,( 212v
  وذام اػت؟ 

1 )
3
2

                         2 )
3
1

                              3 )
3
1                                  4 )

3
2 

22اگش : 17-11-5 cosrw   ِ22و yxr   ٍ
x

y
arct an  دساٌٗلَست حاكل ػثاست

y

w




 تشاتش اػت تا:  

1 )y2                          2 )y2                             3 )x2                                  4 )x2 

ساتغٔ : 18-11-5









x

y
fxz n م گضٌِٗ كذق هٖ وٌذ؟ دس وذا 

1 )








zn

x

z
x

y

z
y                                               2 )









zn

x

z
x

y

z
y 

3 )









y

z
n

x

z
                                                         3 )









zn

x

z
x

y

z
 

yyxyxyxfصٗش ٗه هٌ٘٘ون ًؼثٖ تاتغ وذام ٗه اص ًماط : 19-11-5 44 32 ),(  .هٖ تاؿذ 

1 )),( 42                    2 )),( 24                          3 )),(
3
2

3
4                     4 )),(

3
4

3
2
 
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822هٌحٌٖ فلل هـتشن ػغَح هؼادلات خظ هواع تش: 21-11-5  zyxٍ222  zyx 

),,(دس ًمغٔ  22   وذام اػت؟ 

1 )
21

2
4
2 zyx







                                                2 )
12

2
4
2 zyx







 

3 )zyx





 22                                                4 )zyx





 22 

 هخشج وؼشّإ تالا دس فتَوپٖ ً٘افتادُ

3تشد تاتغ : 21-11-5 :f  ٔتا ضاتغ
||||

),,(
xy

x
zyxf


  وذام هدوَػِ اػت؟ 

1 )              2 )               3 )  zyzyx :,,            4 )

  |||:|,, zyzyx  

تا ضاتغٔ  fتاتغ : 22-11-5
y

yx
yxf

22 
),(  دس وذام ًماط هـتك پزٗش اػت؟ 

 ش ًمغِ اص داهٌِ اؽ ( دس 2                                                           2ّ( تش 1

( تش هدوَػٔ 3  ),(),(:),( yxyx                 4 ٔتشهدوَػ )y  ٗا yxyx :),( 

),(هـتك خْتٖ دس ًمغٔ : 23-11-5 2
2
  دس اهتذاد ٍjiu


 ٍالغ تش سٍِٗ تِ هؼادلٔ  3

xgyyxf 22 ),(  وذام اػت؟ 

1 )42-                                   2 )38-                             3 )36-                               4 )

32- 

922دس ٍسلٔ ًاصن فلضٕ تا ًاح٘ٔ : 24-11-5  yx  ٔاًذاصٓ دسخِ حشاست دس ّش ًمغ),( yx  ٔاص ساتغ

xyxT 42 22   تذػت هٖ آٗذ. ووتشٗي همذاسT  وذام اػت؟ 

1 )4-                                   2 )2-                                3 )1-                                 4 ) 

2624هؼادلٔ كفحٔ هواع تش ػغح : 25-21-5 222  zyx  ٔدس ًمغ),,( 321  وذام اػت؟ 

1 )1332  zyx                                                             2 )1332  zyx  

3 )1332  zyx                                                           4 )1332  zyx 

دس چِ ػَٖٗ هـتك ػَٖٗ تاتغ : 26-11-5
22

22

yx

yx
yxf




),(  ٔدس ًمغ),(  تشاتش كفش اػت؟  11

1 ))( jiu 
2
2

        2 ))( jiu 
2
2

         3 )jiu
2
1

2
3




 2ٍ  1( هَاسد 4         
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zyxzyxfفشم وٌ٘ذ : 27-11-5 ),,(  ٍktjtitR


333  )(sin)(cos  هـتك ػَٖٗ تاتغ

f  ٔدس ػَٕ تشداس ػشػت هضتَس دس ًمغ
3


t  :تشاتش اػت تا 

1 )                             2 )2                              3 )3                                     4 )

4 

سٍِٗ ّإ : 28-11-5
4
72  yxz  ٍ 2xzy  ٌٖٗىذٗگش سا دس هٌحC  ِلغغ هٖ وٌٌذ تشداسٗى

),,(دس ًمغٔ  Cهواع تش هٌحٌٖ 
2
121P  :تشاتش اػت تا 

1 ))( kjiT


645
77
1

                                            2 ))( kjiT


645
77
1

 

3 ))( kjiT


645
77
1

                                        4 ))( kjiT


645
77
1

 

فشم وٌ٘ذ : 29-11-5









z

x
f

y

z
ٌلَست حاكل ػثاست دساٗ 

x

z

z

x

y

z

z

y









 تشاتش اػت تا:  

1 )                             2 )1-                                  3 )1                                   4 )2 

43تحت ؿشاٗظ  zyxهاوضٗون : 31-11-5 222  zyx  وذام اػت؟ 

1 )
9
8                            2 )

8
9                                 3 )9                                   4 )

9
1 

yxِ تاؿٌذ، هاوضٗون صٍاٗإ حادُ اص ٗه هثلث لائن الضاٍٗ x  ٍyاگش : 31-11-5 sinsin  وذام اػت؟ 

1 )
4
1                             2 )

2
1                                 3 )

2
2                              4 )

8
1 

),,(ووتشٗي فاكلٔ ًمغٔ : 32-11-5 42   ٔ54تا كفح  zyx  :تشاتش اػت تا 

1 )42                         2 )
42
42                            3 )

2
42                            4 )

21
21 

yxyxfتضسگتشٗي همذاسٕ وِ تاتغ : 33-11-5 ),(  ٖ1سٍٕ ت٘ض
28

22


yx
اخت٘اس هٖ وٌذ تشاتش  

 اػت تا: 

1 )5                                2 )
5
5                            3 )52                                  4 )

5 
zyyxzyxuهـتك ػَٖٗ تاتغ : 34-11-5 23 32 ),,(  ٔدس ًمغ),,( 121 P  دس خْت ٍPQ 

),,(تمؼو٘ىِ  513 Q چمذس اػت؟ 



 277                                                                 شاًؼ٘ل ٍ اًتگشال پ٘ـشفتِ                           حؼاب دٗف

1 )9                                 2) 9                          3 )
7
9                               4 )

7
9

 

jiuدس ػَٕ تشداس  fاگش هـتك ػَٖٗ تاتغ دٍ هتغ٘شٓ : 35-11-5


1  ٔدس ًمغ ٍP  ذ ٍ دس تاؿ 3تشاتش

jiuػَٕ 


2  تاؿذ هـتك ػَٖٗ  4ٍ دس ّو٘ي ًمغِ تشاتشf  دسP  دس چِ ػَٖٗ هاوضٗون اػت؟ 

1 )ji


2
27

2
2

                                                                          2 )ji


2
27

2
2

  

 3 )ji


2
2

2
27

                                                                        4 )ji


2
2

2
27

 

),(دس ًمغٔ : 36-11-5 ),(هـتك تاتغ  21 yxf  دس خْت),( 11  دس خْت  2تشاتش اػت تا ٍ),( تشاتش  11

),(دس ًمغٔ  f، هـتك  -2اػت تا   چ٘ؼت؟  64

1 )
26
6                    2 )

26
6

                           3 )
26
12                           4 )

26
12

 

dttyxFاگش : 37-11-5
yx


2


cos),(  .تاؿذ

x

F




),(),(دس   1yx  :تشاتش اػت تا 

1 )                        2 )                               3 )2                               4 )2 

 ت٘ـتشٗي حدن هىؼة هؼتغ٘لٖ وِ داخل ٗه وشُ تِ ؿؼاع ٍاحذ لشاس هٖ گ٘شد وذام اػت؟ : 38-11-5

1 )
9
34                   2 )

9
24                              3 )

9
38                           4 )

9
28 

),(اگش : 39-11-5 vufz   ٍyxu   ٍyxv 2 ،
x

z




 تشاتش اػت تا:  

1 )
v

z
y

u

z









         2 )

v

z

u

z








 2            3 )
v

z
yx

u

z
y









 2            4 )

v

z

u

z
yx








2 

1پشحدن تشٗي هىؼة هؼتغ٘لٖ وِ دس ت٘ض٘گَى: 41-11-5
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
هحاط هٖ ؿَد تشاتش اػت  

 تا: 

1 )
3

abc                           2 )
33

abc                           3 )
327

abc                        4 )
39

abc 
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 فصل ششم 

 

 انتگرالهای چندگانه

 
 انتگزالهای دوگانه 1-6

 
),(فزض وٌ٘ن تاتغ  yxf  ٔدر ًاح٘ٔ تستR  ٔاس صفحxy  ،پَ٘ستِ ٍ ٗا تغَر همغؼٖ پَ٘ستِ تؼزٗف شذُ تاشذ

ًاح٘ٔ جشئٖ تا هساحتْإ  mnرا تِ  Rتا رسن خغَعٖ تِ هَاسات هحَرّإ هختصات 

),,,,,( njmiA ji  11  ٖوٌ٘ن سپس ٗه ًمغِ هاًٌذ تمس٘ن ه),( 
jiji yx  درijR  را

 اًتخاب وزدُ ٍ هجوَع رٗواى سٗز را تشى٘ل هٖ دّ٘ن: 


 


m

i

n

j

jijiji Ayxf

1 1
),(                                     ),( 

jiji yx                                  y      

                                                  ijR                         ػثارت :                                           

         
 





m

i

n

j

jijiji
nm

Ayxf

1 1
),(lim   

  ,nmرا در ًظز هٖ گ٘زٗن در اٌٗصَرت ٍلت٘ىِ  

                                                  x               وٌذ تغَرٗىِ   احِ٘ ّإ جشئٖ تِ تٌْ٘اٗت ه٘ل هٖتؼذاد ً

وٌذ در هًٖشاى هٖ دّ٘ن تِ سوت صفز ه٘ل     pوِ آًزا تا  ijRتشرگتزٗي تؼذ خغٖ ّز سٗز ًاحِ٘ جشئٖ 

 وٌ٘ن:  را تصَرت سٗز تؼزٗف هٖ Rرٍٕ ًاح٘ٔ  fاٌٗصَرت اًتگزال دٍگأً تاتغ 

ij

m

i

n

j

ijij

R
p

AyxfdAyxf ),(lim),( 
 






1 1
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ّا هزس آًزا حذاوثز در دٍ ًمغِ هغاتك شىل  yعَرٕ تاشذ وِ ّز خظ هَاسٕ هحَر  Rاگز تعزيف:  1-1-6

xfy)(سٗز لغغ وٌذ ٍ  1  ٍ)(xfy 2  دٍ تاتغ پَ٘ستِ درbxa   تاشٌذ، دراٌٗصَرت هغاتك

 تؼٌَاى هسغت٘لْاٖٗ وِ هَاسٕ  ijRتؼزٗف اًتگزال دٍ گاًِ تا اًتخاب ًَاحٖ 

 

     y                                              هساحت       ijAساختِ هٖ شًَذ ٍ  x  ٍyهحَر ّإ 

xfy)(            اٗي   آًْا  هٖ تاشذ ، هٖ تَاى  اًتگزال  دٍگاًِ را تزإ 1                               

           R                             ًَاحٖ تصَرت سٗز تؼزٗف وزد:                                  

                                                                               )(xfy 2                                    
                                                                                                                          

                                                                      x                                                    

  xdydyxfAdyxf
R

bx

ax

xfy

xfy  









)(

)(
),(),(

2
1

 

حساب هٖ  yحساب وزدُ ٍ سپس اًتگزال را تز حسة  xوِ در آى اًتگزال داخل پزاًتش را تا ثاتت گزفتي 

 وٌ٘ن.

ّا آًزا حذاوثز در دٍ ًمغِ هغاتك شىل سٗز  xعَرٕ تاشذ وِ ّز خظ هَاسٕ هحَر  R: اگز تعزيف 2-1-6

ygx)(لغغ وٌذ، ٍ  1  ٍ)(ygx 2 غ پَ٘ستِ در دٍ تاتdyc  ٖتَاى تاشٌذ، دراٌٗحالت ً٘ش ه 

 تؼزٗف اًتگزال دٍگاًِ را تزإ اٗي ًَاحٖ تصَرت سٗز تؼزٗف وزد: 

  ydxdyxfAdyxf
R

dy

cy

xgx

xgx  









)(

)(
),(),(

2
1

 

                                                                   وِ در اٌٗجا اتتذا اًتگزال داخل پزاًتش را تا ثاتت 

dy                 حساب وزدُ ٍ سپس اًتگزال را تز   yگزفتي                                                  

ygx)(                         حساب هٖ وٌ٘ن .              yحسة  1                      )(ygx 2              

                                                                                               R                          
                                                                        cy                                                    

                                                                                                                     

رٍٕ هستغ٘ل  fاگز قضية فوتيني:  3-1-6 dycbxayxR  تغَر پَ٘ستِ اًتگزال  ),(|,

 پذٗز تاشذ، آًگاُ 

    ydxdyxfydxdyxfAdyxf
d

c

b

a
R

b

a

d

c      ),(),(),( 
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 حاصل اًتگزالْإ دٍگأً سٗز را تذست آٍرٗذ:مثال:  4-1-6

الف(  




2 24

24

2

2

x

x

dxyxd                 )بdydxey
y x

 
3

1

ln


 

 دارٗن: 1-6-1هغاتك تؼزٗف الف( حل: 

  dxxxxdxyxdxyxd
x

x

x

x

)( 2222 24

24

2 24

24
2424

2

2

2

2
  










824242
2

22 2 2
3















 




)( xdxxx 

 دارٗن:  1-6-9ب( هغاتك تؼزٗف 

3
14

23
1

3

1

3
1

233
1















  

yy
dyyyydey

y x )(
ln


 

 ًشاى دّ٘ذمثال:  5-1-6

dydx

yx

yx
dxdy

yx

yx
  







1 1
22

1 1
22 11   

 

 حل: 

          dyyxydxdy

yx

yx
11 221 1

22
1

1     









 عزف چپ 

(1          )

)(

)()()(

12433
2
1

12
3
112

1
2221 2 2

3
2
3
















 




yydyyyy

 

          dxyxxdydx

yx

yx
11 221 1

22
1

1     









عزف راست 
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(9)           

)(

)()()(

12433
2
1

12
3
112

1
2221 2 2

3
2
3
















 




xxdxxxx

 

 گ٘زٗن وِ حاصل دٍ اًتگزال تا ّن تزاتز هٖ تاشذ.( ًت٘جِ ه9ٖ( ٍ )1اس )

 تزخي خواص انتگزالهای دوگانه 6-1-16

رٍٕ هستغ٘ل  f( فزض وٌ٘ن 1 dycbxayxR  اشذ ٍ تغَر پَ٘ستِ اًتگزال پذٗز ت ),(|,

 را تتَاى تصَرت سٗز ًَشت: fفزض وٌ٘ن 

)()(),( yhxgyxf  

              در اٌٗصَرت  

R

b

a

d

c
dyyhdxxgdAyxf ))()()((),( 

 ٗه ػذد ثاتت تاشذ، دراٌٗصَرت  c( فزض وٌ٘ن 9

  

R R

dAyxfcdAyxfc ),(),( 

3)        

RRR

dAyxgdAyxfdAyxgyxf ),(),(),(),( 

Ryx ( اگز تاساء ّز4 ),(،),(),( yxgyxf  ُآًگا 

 

RR

dAyxgdAyxf ),(),( 

 6-1-9ٍ  6-1-1ًَاحٖ تؼزٗف شذُ در تؼارٗف  Rاگز قضية )تعويض تزتية انتگزال گيزی(:  7-1-6

  تا ّن تزاتز تاشٌذ، آًگاُ

   
b

a

xf

xf

d

c

yg

yg
dydxyxfdxdyyxf

)(

)(

)(

)(
),(),(

2
1

2
1

 

 حاصل اًتگزالْإ سٗز را تذست آٍرٗذ:مثال :  8-6-1

dxdyالف( 
x

x

y 
1 1

2

2
3

)sin(                         )بdydx
y

xex y

 







2
4 22

4
 

 دّ٘ن:ة هتغ٘زّا را تغزٗك سٗز تغ٘٘ز هٖچَى اًتگزال تِ اٌٗصَرت لاتل هحاسثِ ً٘ست تزت٘ الف(حل: 

                                      3xy                                    
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                                                                               1y                                                      
                                                                                                                        

                                                                                                                           

                                                          1x                                                                      
                                                                                                                           

                                                                                                                           

                               dydx
x

x
dxdy

x

x x

y    
1

2

21 1
2

2 3

3  

)sin()sin(  







 1
2
1 1

21 21
2

2
3
























 







)cos()sin(
)sin(

xdxxxdx
x

x
y

x

 

 

                                                               4                                                                 ب( 

                                                                             yx  4               
                                                                                                                      

                                                                                 9-                                              

)()( 8
4

24 24 2

4

24 24
4

2

2
4 2

1
4
1

4
1

2
14

42
1

2444

2

eedyedyy
y

e

dy
x

y

e
dydx

y

ex
dydx

y

ex

yy
y

y

y

y

yx y






































  
















 

 در انتگزالهای دوگانه: yو x عوامل موثز در انتخاب صحيح تزتية متغيزهای 9-1-6
 ( تزت٘ة هتغ٘زّا را تِ گًَِ إ اخت٘ار وٌ٘ن وِ تِ اًتگزالْإ غ٘ز لاتل حل هٌجز ًشَد.1

( تزت٘ة هٌغ٘زّا را عَرٕ اخت٘ار وٌ٘ن وِ در هؼاددلات هٌحٌٖ ّا تثذٗل اٍل ًسثت تِ دٍم تِ سَْلت اًجام 9

 ذٗزد.پ

 ( تزت٘ة هتغ٘زّا تاٗذ تِ گًَِ إ تاشذ وِ اًتگزالْإ سادُ تزٕ را اٗجاد وٌذ.3

( تزت٘ة هتغ٘زّا را عَرٕ در ًظز تگ٘زٗن وِ تؼذاد ًاحِ٘ ّإ ووتزٕ را تَجَد آٍرد تِ ػثارت دٗگز تمس٘ن 4

 ًاحِ٘ ٗا صَرت ًپذٗزد ٍ ٗا تؼذاد آى ووتز تاشذ.
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همذار مثال:  11-1-6
A

dAyx  را وِ در آىR  1ًاح٘ٔ هحصَر ت٘ي خغَط xy  ٖسْو ٍ

622  xy .هٖ تاشذ را حساب وٌ٘ذ 

 وٌ٘ن. دارٗن:( حل ه6ٖ-1-9)تؼزٗف  yرا رسن هٖ وٌ٘ن. اتتذا اًتگزال را تا ثاتت گزفتي هتغ٘ز  Rًاح٘ٔ حل: 

364
3
2

242
1

824
42

13
2

1
2
1

2

4

2

234
6

234
2

54
2

2
2

2

1

3

4
2

24
2

1

3
2

2

2

2































































  

yyy
y

dyyyy
y

dy
y

yy

dy
x

ydxdyyxdAyx

y

A

y

yy

)()()(  

                                                                                                           

                                   ),( 45                              3
2

2


y
x             

                                                                            3-                                      

                                              1 yx                                                            

                                                             ),( 21                                             
 ( حل وٌ٘ن، خَاّ٘ن داشت: 1-6-1)تؼزٗف  xحال اگز تخَاّ٘ن اًتگزال را اس اتتذا تا ثاتت گزفتي هتغ٘ز 

   














5
1

62
1

1
3

62
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x

x

x

x
R

dydxxyxyddxydAyx 

 دٍگاًِ هشىلتز اس حالت لثل است. وٌ٘ن وِ در اٌٗحالت هحاسثٔ اًتگزالّذُ هٖهشا

 

 انتگزالهای سه گانه 2-6
 ًتاٗج تذست آهذُ در اًتگزالْإ دٍگاًِ را هٖ تَاى در ٗه ًاحِ٘ سِ تؼذٕ تستِ تؼو٘ن داد.تغَر هشاتِ      

),,(تاتغ  zyxfٖگ٘زٗن وِ در ًاح٘ٔ سِ تؼذٕ را در ًظز هD تاشذد ٖپَ٘ستِ ٍ ٗا تغَر همغؼٖ پَ٘ستِ ه

 وِ در آى  kijVًاح٘ٔ جشئٖ تِ حجوْإ  nkmفزض وٌ٘ذ اٗي ًاحِ٘ را تِ 
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                                        ),( 45                            62  xy                               
                                                                                                                             

                                                                                                                                 

                                                       1 xy                     3-                                                  

                                                                                    62  xy                                             

                                                               ),( 21                                                    
),,,,,,,,( nkmjli  111  ٖوٌ٘ن.تمس٘ن ه 

),,(سپس ٗه ًمغِ هاًٌذ   
ijkijkijk

zyx  درijkD ٖدّ٘ن.اًتخاب وزدُ ٍ هجوَع سٗز را تشى٘ل ه 

ijkijkijk
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  
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                                          D                                                y                                  

                                                         kz        ijkD                                                          

                                                            ix jy                                                            
                                                                                                                          

                                             y                                                                                    
                                                                                                                          

                                                                                                 x                           

ijkijkijkػثارت 
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k
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Vzyxf ),,(lim

),,(),,(



  





1 1 1

را در ًظز تگ٘زٗذ. در اٌٗصَرت  

lnmٍلت٘ىِ  تؼذاد ًاحِ٘ ّإ جشٖٗ تسوت تٌْ٘اٗت ه٘ل هٖ وٌذ تغَرٗىِ تشرگتزٗي تؼذ خغٖ ّز  ,,

وٌذ دراٌٗصَرت اًتگزال سِ گأً ٘ل هًٖشاى هٖ دّ٘ن تِ سوت صفز ه pرا وِ تا  ijkDًاحِ٘ جشٖٗ 

 تصَرت سٗز تؼزٗف هٖ وٌ٘ن: Dرا رٍٕ ًاح٘ٔ  fتاتغ 

ijkijkijk

l

i

m

j

n

k
ijk

p
D

VzyxfdVzyxf ),,(lim),,( 

  
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dzdydxdVدارٗن  pچَى در حذ ٍلت٘ىِ    حجن ّز سٗز هستغ٘ل جشٖٗ( تٌاتزاٗي اًتگزال تالا(

 را هٖ تَاى تصَرت سٗز ًواٗش داد

dydzdxzyxfdVzyxf

DD

  ),,(),,( 

 تعيين حذود انتگزالهای سه گانه 1-2-6

dydzdxzyxfتؼ٘٘ي حذٍد اًتگزالْإ سِ گأً  

D

 ًاح٘ٔ هحذٍد تِ      رٍِٗ ّإ  D: فزض وٌ٘ن ),,(

)(xfz 11   ٍ اس پاٗ٘ي)(xfz 22   ٔ٘اس تالا تاشذ ٍ تصَٗز ًاحD  ِدر صفحxy ً احِ٘ إ هاًٌذR 

xgy)(هحذٍد تِ هٌحٌٖ ّإ  11  ٍ اس پاٗ٘ي)(xgy 22   ِاس تالا ٍ تصَٗز اٗي ًاحِ٘ هحذٍد تِ فاصل

bxa   تاشذ در اٌٗصَرت 

dxdydzzyxfdxdydzzyxf

D

b

a

xg

xg

yxf

yxf    

















)(
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2
1

2
1

 

تذست آٍردُ سپس اًتگزال داخل  x  ٍyغ٘زّإ در اٌٗحالت اتتذا اًتگزال داخل آوَلاد را تا ثاتت گزفتي هت

 وٌ٘ن.وٌ٘ن ٍ سپس اًتگزال آخز را هحاسثِ هٖحساب هٖ xوزٍشِ را تا ثاتت گزفتي هتغ٘ز 

وٌ٘ن. هثلاً تزإ تؼ٘٘ي در حالت ولٖ تزإ تذست آٍردى حذٍد اًتگزال سِ گاًِ ً٘ش تْو٘ي صَرت، ػول هٖ 

dydzdxzyxfحذٍد اًتگزال سِ گأً 

D

 هحذٍد تِ رٍِٗ ّإ  Dوٌ٘ن ًاح٘ٔ فزض هٖ ),,(

),( zyhx 11   ٍ اس پاٗ٘ي),( zyhy 22   اس تالا در راستإ هحَرx  ّٔ٘ا تاشذ ٍ تصَٗز ًاحD  در

ygz)(هحذٍد تِ هٌحٌٖ ّإ  yzصفحٔ  11   ٍ)(ygz 22   اس تالا در راستإ هحَرz  ّا ٍ تصَٗز اٗي

dycّا هحذٍد تِ فاصلٔ  yًاحِ٘ رٍٕ هحَر    :تاشذ، دراٌٗصَرت دارٗن 

   
d

c

yg

yg

zyh

zyh
D

dzdydxzyxfdzdydxzyxf
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),,(),,(

2
1

2
1

 

228هحذٍد تِ رٍِٗ ّإ  Dفزض وٌ٘ذ ًاح٘ٔ مثال:  2-2-6 yxz   ٍ22 yxz   ٍy 

 ل اًتگزال سِ گاًِ سٗز را حساب وٌ٘ذ:تاشذ، حاص


D

dVy 

 در شىل سٗز ًشاى دادُ شذُ است Dًاح٘ٔ حل: 
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                                                                      z 

                                                             8                     D                                
                                                                                                                          

                                     y                                                                                            
                                                                                                                       

                                                                                                                                        
                                                                                        x                                                 

س تماعغ دٍ رٍِٗ تذست ا xyرا در صفحٔ  Dدر شىل تالا ًشاى دادُ شذُ است. تصَٗز ًاح٘ٔ  Dتصَٗز ًاح٘ٔ 

 هٖ آٍرٗن، خَاّ٘ن داشت:

48 222222  yxyxyx 

422ػثارتست اس  Rتٌاتزاٗي ًاح٘ٔ   yx :در ًت٘جِ هٖ تَاى ًَشت 

                                                                                                                      

                                                                          24 xy                                                 
                                                                 R                                                            
                                                           9                  9-                                                 

                                                                                                                      

  xdydzyxdydzdydVx
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
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  
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
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1
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 تغييز مختصات در انتگزالهای دو گانه 3-6

 
در هحاسثٔ اًتگزالْإ دٍگاًِ گاّٖ اٍلات هٌاسة است وِ غ٘ز اس هختصات دوارتٖ اس هختصات دٗگزٕ 

),(تاشذ ٍ لزار دّ٘ذ  xyًاحِ٘ در صفحٔ ٗه  Rاستفادُ وٌ٘ن فزض وٌ٘ن  vuyy   ٍ),( vuxx   در

),(اٌٗصَرت ًماط  yx  ٔاس صفحxy  تِ ًماط),( vu  ٔدر صفحuv ٖشًَذ ٍ ًاح٘ٔ تثذٗل       هR  اس

تثذٗل هٖ شَد درًت٘جِ حاصل اًتگزال دٍ گأً  uvفحٔ در ص Rتِ ًاح٘ٔ  xyصفحٔ 
R

dAyxf در  ),(

 شَد. تصَرت سٗز هحاسثِ هٖ uvدستگاُ هختصات 

dvduJvuyvuxfdAyxf

RR

||)),(),,((),( 


 

 ًاهٌذ. دتزهٌ٘اى تغ٘٘ز هختصات تِ صَرت سٗز هٖ تاشذ ٍ آًزا دتزهٌ٘اى صاوَت٘ي ً٘ش هٖ Jوِ در آى 

v

y

u

y
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x

u

x
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yx
J























),(
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),(تصَرت  u  ٍvٍ هتغ٘زّإ جذٗذ ٗؼٌٖ  x  ٍyدرصَرت٘ىِ ارتثاط ه٘اى هتغ٘ز ّإ لذٗن ٗؼٌٖ  yxuu  

 ٍ),( yxvv   ٌٖدادُ شذُ تاشذ، واف٘ست دتزهٌ٘اى سٗز را هحاسثِ وزدُ ٍ در اٌٗصَرت دتزهٌ٘اى صاوَت٘ي ٗؼ

J  تزاتز است تا
I

1 . 

I
J

y

v

x
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I
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

















 , 

sinryهٖ داً٘ن رٍاتظ انتگزالهای دو گانه در مختصات قطثي :  1-3-6   ٍcosrx   ت٘ي

هختصات لغثٖ ٍ دوارتٖ تزلزار است. لذا تزإ تذست آٍردى فزهَل تغ٘٘ز هختصات در اًتگزالْإ دٍگاًِ اس 

 واف٘ست دتزهٌ٘اى صاوَت٘ي را هحاسثِ وٌ٘ن لذا دارٗن:هختصات دوارتٖ تِ لغثٖ 
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 درًت٘جِ هٖ تَاى ًَشت:

 

RR

ddrrrrfdydxyxf  )sin,cos(),( 

 اًتگزالْإ دٍگأً سٗز را حساب وٌ٘ذ:مثال:  2-3-6














yx

yx
Rdxdye

R

xy
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 )الف :
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
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

 
 xyx
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Rdydxe

x

yx yx

R
3
21

 )ب :

uxyالف( تا تغ٘٘ز هتغ٘ز حل:    ٍvxy   ًٔ٘احR  ٔدر صفحxy  ٔ٘تِ ًاحR  ٔدر صفحuv 

 ًمش هٖ شَد.

                            2v                             )( vux 
2
1                            9               

                                R                            )( uvy 
2
1      2 yx   R                    

                 vu       vu                                                                                             
                                                                                      9                                    
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 درًت٘جِ دارٗن: 
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uyxب( تا تغ٘٘ز هتغ٘ز حل:    ٍv
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 :دارٗن 
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1


v

u
xuyxvxyv

x

y
, 

 تَاى ًَشت:درًت٘جِ هٖ

 

 

                                                                              xy 3              y    2 yx                     

                                                           v          xy                                                        

                                                          2v                                           1 yx                            
                                          R           1v                              R                                          

                                                                      x                                                              

                                2u   1u                                                                                   
 

    )()(ln)()(ln 12211

1
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2
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3
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3
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2
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
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u
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uuyx

R 

122ًاح٘ٔ  Rاگز مثال:  3-3-6  yyxx :تاشذ، ثاتت وٌ٘ذ 

)()( 1
3

222


 edydxe

R

yxyx 
 

122را اس هؼادلٔ  xyاتتذا جولٔ حل:   yxyx  .تا استفادُ اس هاتزٗس دٍراى حذف هٖ وٌ٘ن 

422
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122در هؼادلٔ تا جاٗگذارٕ همادٗز فَق   yyxx  :خَاّ٘ن داشت 
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2
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 تٌاتزاٗي دارٗن: 

13
2
1 221  )(: yxR        ydxdedydxe

R

yx

R

yxyx  


1

22
2
122 3 )()( 

cosrxهجذداً تا تغ٘٘ز هتغ٘ز 
3
2

  ٍsinry 2 :دارٗن 

r

r

r

r

yx
J

3
2

22
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3
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







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


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 در ًت٘جِ هٖ تَاى ًَشت:                                                                          

           1r              2R                     ddrerdydxe r

RR

yx 2

11

22
2
1

3
23 

 
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                                          )( 1
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3
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1 12 1 22


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
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
 

  eeddrer rr 





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 تٌاتزاٗي دارٗن:

)()( 1
3

222


 edydxe

R

yxyx  

yxًاح٘ٔ هحصَر تِ خظ  Rاگز مثال:  4-3-6    ٓ222ٍ داٗز  yx ،yx,  تاشذ هغلَتست

 هحاسثٔ 

dydxy
x

yxI

R

)(  31
                                    xy                       

 هغاتك شىل ٍ تا استفادُ اس تغ٘٘ز هتغ٘ز لغثٖ دارٗن:                                                     حل: 

  2
4
1

2
2

2
12

4

4

2222

4

4

lnln)(cosln

cos

sin
)(

















  




 

r

ddrrr
r

r
dydxyx

x

y
I

R











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 گزالهای سه گانه تغييز مختصات در انت 4-6

 
ٗه ًاحِ٘ در فضإ سِ تؼذٕ تاشذ ٍ لزار دّ٘ن  Dتغَر هشاتِ آًچِ وِ در اًتگزال دٍگاًِ دٗذٗن اگز 

),,( wvuzz   ٍ),,( wvuyy   ٍ),,( wvuxx   ًماط),,( zyx  ٕدر فضاD  تِ ًماط

),,( wvu  ٕدر فضاD :تثذٗل هٖ شًَذ دراٌٗصَرت هٖ تَاى ًَشت 

 




D D

dVJwvuzwvuywvuxfdVzyxf ||)),,(),,,(),,,((),,( 

 دتزهٌ٘اى تغ٘٘ز هختصات ٗا دتزهٌ٘اى صاوَت٘ي هٖ تاشذ ٍ تصَرت سٗز تذست هٖ آٗذ: Jوِ در آى 

w

z

w

y

w

x

v

z

v

y

v

x

u

z

u

y

u

x

wvu

zyx
J











































),,(

),,(
 

ً٘ن رٍاتظ سٗز ت٘ي هختصات دوارتٖ ٍ استَاًِ هٖ داانتگزالهای سه گانه در مختصات استوانه ای:  1-4-6

 إ تزلزار است:

zz       sinry        cosrx  
 دراٌٗصَرت دتزهٌ٘اى تغ٘٘ز هختصات ػثارتست اس:

rrr

r

z

zy

r

x

z

zy

r

x

z

zy

r

x

zr

zyx
J 













































 )cos(sincossin

sincos

),,(

),,(












22

1





درً

 ت٘جِ هٖ تَاى ًَشت:






DD

dzdrdrzrrfdzdydxzyxf  ),sin,cos(),,( 

هٖ داً٘ن رٍاتظ سٗز ت٘ي هختصات دوارتٖ ٍ   استَاًِ إ انتگزالهای سه گانه در مختصات کزوی:  2-4-6

 تزلزار است
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 cosz        sinsiny        sincosx 
 در اٌٗصَرت دتزهٌ٘اى تغ٘٘ز هختصات ػثارتست اس:

















sin

sincos

cossinsincossinsin

sincossinsinsincos

),,(

),,(

2

















































zzz

yyy

xxx

zyx
J

 

sin  ٍى چَ   :دارٗن sin2J  :درًت٘جِ خَاّ٘ن داشت 

 dddf

dzdydxzyxf

D

D

sin)cos,sinsin,sincos(

),,(







 2
 

1ًاح٘ٔ درٍى ٍ رٍٕ ت٘ض٘گَى تِ هؼادلٔ  Dفزض وٌ٘ذ مثال:  3-4-6
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x  .تاشذ

 دراٌٗصَرت هغلَتست هحاسثٔ 

dV
c

z

b

y

a

x

D

 
2

2

2

2

2

2
1 

 تا استفادُ اس تغ٘٘ز هتغ٘ز وزٍٕ حل: 

 sincos
a

x        ٍ sinsin
b

y
        ٍ cos

c

z 

 خَاّ٘ن داشت:




sin
),,(

),,( 2cba
zyx

J 



 

 تِ وزُ إ تشؼاع ٍاحذ تثذٗل هٖ شَد درًت٘جِ هٖ تَاى ًَشت: Dٍ ًاح٘ٔ 
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221 22

22 1 2
2

2

2

2

2

2

4
1

11







 

abc
dddbca

dddcbadV
c

z

b

y

a

x

D





 

  

 

  

sin

sin

 

22ًاح٘ٔ هحذٍد تِ رٍِٗ ّإ  Dفزض وٌ٘ذ مثال:  4-4-6 yxz   ٍ228 yxz   ،تاشذ

 دراٌٗصَرت هغلَتست هحاسثٔ   

 

D

dVyx )( 22 

cosrxتا استفادُ اس تغ٘٘ز هتغ٘ز استَاًِ اس حل:    ٍsinry   ٍzz   :خَاّ٘ن داشت 

                                                                                                                      

           422  yx    9      R        222 88 ryxz                                               
                                                                                                                      

                         9            9-                         222 ryxz             D                         

                                                                                                                      

48 22
22
22





yx

yxz

yxz 

              






2 2 8 222

2

2 

r

r
D

ddrzrrdVyx )( 

3
64

3
64322

3
128

22 64222 2 3

















  

)()(

)( drrddrrrr


 
 

 کارتزدهای انتگزال دو گانه 5-6

 
),(1اگز در اًتگزالگ٘زٕ دٍگاًِ اس تاتغ ثاتت ( محاسثة سطح: 1 yxf  ٔ٘رٍٕ ًاحR  ُاًتگزال تگ٘زٗن آًگا

RAAd)(تذست هٖ آٗذ تٌاتزاٗي  Rهساحت ًاح٘ٔ 

R

  . 
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),(اگز  محاسثة حجم:( 2 yxf  ٍf  ٍٕرR  اًتگزال پذٗز تاشذ، آًگاُ حجن جسن صلةv  ٕوِ در تالا

),(ٍ سٗز رٍٗٔ  Rًاح٘ٔ  yxfz   :لزار دارد ػثارتست ار 



R

dAyxfV ),( 

),(ٗه ًاح٘ٔ در صفحِ تاشذ اگز  Rفزض وٌ٘ن ( محاسثة جزم: 3 yx  ٔ٘را چگالٖ ًاحR  در ًظز تگ٘زٗن

 تصَرت سٗز هحاسثِ هٖ شَد  Rجزم ًاح٘ٔ  Mآًگاُ 



R

dAyxM ),( 

kyxاگز تذکز:  ),(  ٔ٘همذار ثاتتٖ تاشذ آًگاُ جسن هتشىل اس ًاحR  تا چگالٖ ثاتت فَق را ٗه جسن

 ّوگي ٍ در غ٘ز اٌٗصَرت آًزا غ٘ز ّوگي هٖ ًاه٘ن. 

),(صفحِ ٍ  ٗه ًاحِ٘ در Rفزض وٌ٘ن ( محاسثة گشتاورها: 4 yx  ٔ٘چگالٖ ًاحR  تاشذ دراٌٗصَرت

 دارٗن: 



R

x dAyxyM ),(      گشتاٍر هزتثٔ اٍل ًسثت تِ هحَرx ّا 



R

y dAyxxM ),(      گشتاٍر هزتثٔ اٍل ًسثت تِ هحَرy ّا 

dAyxyI

R

x ),(  اّ xگشتاٍر هزتثٔ دٍم ًسثت تِ هحَر      2

                       

R

y dAyxxI ),(2  گشتاٍر هزتثِ دٍم ًسثت تِ هحَرy ّا 

dAyxyxIII

R

yxo ),()( 22    گشتاٍر هزتثِ دٍم ًسثت تِ هثذاء هختصات 

),(اگز ( محاسثة مزکز جزم )مزکز ثقل(: 5 yx  ٔ٘را هختصات هزوش جزم ًاحR  ٖدر صفحٔ تا چگال

),( yx :در ًظز تگ٘زٗن، در اٌٗصَرت خَاّ٘ن داشت 



R

y
dAyxx

MM

M
x ),(

1 



R

x
dAyxy

MM

M
y ),(

1 

323هساحت هتَاسٕ الاضلاع مثال:  1-5-6  |||| yxyx  .را تا استفادُ اس اًتگزال دٍ گاًِ ت٘ات٘ذ 
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ادلات خغَعٖ را وِ اس تلالٖ آًْا هتَاسٗالاضلاع را هشخص هٖ وٌ٘ن، تزإ اٗي هٌظَر هؼ Rاتتذا ًاح٘ٔ حل: 

 ساختِ شذُ را تذست هٖ آٍرٗن دراٌٗصَرت دارٗن:

          3332323  yxyxyxyxyx  , 

         3232323  yxyxyxyxyx )(,  

    3232323  yxyxyxyxyx )(,  

33432323  yxyxyxyxyx )()(,  
 آٗذ. تصَرت سٗز درهٖ Rتٌاتزاٗي ًاح٘ٔ 

                           32  yx                                32  yx                                            
                                                      R                                                                

                                                                                                                       

                                                                                                                       

                                                                        334  yx                                     

                                                             334  yx                                   

 

uyx٘٘ز هتغ٘ز حال تا تغ  34  ٍvyx 2 :دارٗن 




1
11

12
341








 ||

),(

),(
J

yx

vu

J
 

                                                                                                                

                                   R                                                       
                                             3                     3-                                              

                                                                                                                

                                                                                                                

                                                        3-                                                            

 درًت٘جِ هٖ تَاى ًَشت: 

63
1
36

1
1

1
1 3

3
3
3

.)(     



dydxdydxdARA

RR
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حجن سٗز رٍِٗ تا هؼادلٔ مثال:  2-5-6
22 yx

yx
z




  ٔ٘تالإ ًاح ٍR  ِهحذٍد تy  ٍ

 xyx  را تذست آٍرٗذ.  222

 هتغ٘ز لغثٖ دارٗن: تا استفادُ اس راتغٔ حجن ٍ تغ٘٘زحل: 

                                                                                                                                
                                                    R                                                                          

                                                                                                                                

                                                     9                                                                           

1
22

2
4
1

2
122

422

2
22

























 










 




 

sin
sin)sin(coscos

)sin(cos

/

/ cos

d

ddrdA
yx

yx
dAzv

RR

 

),(هزوش جزم ٍرلِ إ هثلثٖ شىل تِ رئَس مثال:  3-5-6   ٍ),( 1  ٍ),( 2  ٖرا تا چگال

yxyx  31),(  .ت٘ات٘ذ 

                          yهثلث در شىل سٗز ًشاى دادُ شذُ است:                      حل: 

                                                                                                                       

                                                           xy 22                                             
                                                          x                                                            

                                                                                                                       

 جزم ٍرلِ ػثارتست اس:

3
8

3
414

2
3

31

131 2
22

1 2

1 22




































 











 

x
xdxxdx

y
yxy

dxdyyxdAyxM

x

x

R

)(

)(),(

 

 دارٗن: 5لسوت  6-5تِ هَجة رٍاتظ ت٘اى شذُ در 
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8
3

428
3

2
3

2
3

8
3

3
8
31

1421 3
22

1 2
2

1 22 2




































 











 

xx
dxxxdx

y
xyxxy

dxdyxyxxdAyxx
M

x

x

x

R

)(

)(),(

 

                 

16
11

4
5

2
97

4
1

5397
4
9

32
3

28
3

3
8
31

1
432

31 2
22

1 322

1 22 2































  












 

xxxx

dxxxx
yy

x
y

dydxyxyydAyxy
M

y

x

R

x

)(

)(),(

 

),(تٌاتزاٗي هختصات هزوش جزم ػثارتست اس 
16
11

8
3 . 

 

 کارتزدهای انتگزال سه گانه 6-6

 
),,(1اگز در اًتگزال گ٘زٕ سِ گاًِ اس تَاتغ ثاتت ة جزم: محاسث( 1 zyxf  ٔ٘رٍٕ ًاحD  اًتگزال تگ٘زٗن

تذست هٖ آٗذ دراٌٗصَرت هٖ تَاى ًَشت:  Dآًگاُ حجن ًاح٘ٔ 

D

dVDV )( 

),,(فزض وٌ٘ن ٗه جسن صلة تا تاتغ چگالٖ ( محاسثة جزم: 2 zyx ًٔ٘اح D  ُاس فضا را اشغال وزد

 جزم جسن صلة اس راتغٔ سٗز تذست هٖ آٗذ: Mاست در اٌٗصَرت 



D

dVzyxM ),,( 

),,(فزض وٌ٘ن ٗه جسن صلة تا تاتغ چگالٖ ( محاسثة گشتاورها: 3 zyx  ًٔ٘احD  اس فضا را اشغال

 وزدُ است، دراٌٗصَرت دارٗن:



D

yx dVzyxzM ),,(   ٔگشتاٍر هزتثٔ اٍل جسن ًسثت تِ صفحxy  



D

yz dVzyxxM ),,(  ٔگشتاٍر هزتثٔ اٍل جسن ًسثت تِ صفحyz  
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     

D

zx dVzyxyM ),,(  ٔگشتاٍر هزتثٔ اٍل جسن ًسثت تِ صفحxz  

   

D

yx dVzyxzI ),,(2  ٔگشتاٍر هزتثٔ دٍم جسن ًسثت تِ صفحxy  

   

D

yz dVzyxxI ),,(2  ٔگشتاٍر هزتثٔ دٍم جسن ًسثت تِ صفحzy  

   

D
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   ػثارتست اس xتٌاتزاٗي هختص اٍل هزوش جزم ٗؼٌٖ 
M

M
x

yz 

2222گشتاٍر جسن صلثٖ تا چگالٖ ثاتت وِ اس تالا تِ وزٓ مثال:  3-6-6 azyx   ِاس پاٗ٘ي ت ٍ

2222هخزٍط  tanzyx   .هحذٍد شذُ است را حَل هحَر تمارى جسن تذست آٍرٗذ 
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 محاسثة مساحت يک رويه 7-6

 
),(فزض وٌ٘ن  yxfz   هؼادلٔ ٗه رٍِٗ در فضا تاشذ، اگزs  ٍ ٍِٗسغح رR  تصَٗز سغحs  ٔرٍٕ صفح

xy  :تاشذ، تزإ تذست آٍردى هساحت رٍِٗ تصَرت سٗز ػول هٖ وٌ٘ن 

R  ِرا تmn  ًٕاح٘ٔ جشٖٗ تِ هساحتْا),,,,,( njm  111  ijA ٖوٌ٘ن ٍ ٗه ستَى تمس٘ن ه

),,,,,(را در فصل هشتزن تِ هساحت  sوٌ٘ن تا ٖلائن رٍٕ ّز ًاح٘ٔ جشٖٗ اٗجاد ه njm  111  

ijS  ٍٔٗلغغ وٌذ. دراٌٗصَرت ٍاضح است وِ هساحت رs  تزاتز تا
 

m

i

n

j

ijS

1 1
. 

),(فزض وٌ٘ن  ji ba  ًٔ٘مغِ إ درٍى ًاحijA  تاشذ، دراٌٗصَرت)),(,,( jijiji bafbaP
  ًِمغ

وٌ٘ن ِ است. اوٌَى اس اٗي ًمغِ صفحٔ هواس تز رٍِٗ را رسن هٖلزار گزفت ijSتاشذ وِ در هٖ sإ اس رٍٗٔ 

1اگز لسوتٖ اس اٗي صفحِ وِ در داخل ًاح٘ٔ هحذٍد ت٘ي صفحات ػوَدٕ  ixx  ٍixx   ٍ

1 iyy  ٍiyy   ٍالغ است را تاjiP  ٍٔٗتمزٗة هٌاسثٖ تزإ هساحت جشء رijS ٖتاشذ اگز ه

iu  لسوتٖ اسjiP شذ وِ تصَٗز آى در صفحٔ تاxy ،ix  ٍ تاشذjv  لسوتٖ اسjiP  ِتاشذ و

تاشذ، دراٌٗصَرت تٌا تِ آًچِ وِ در پ٘ذا وزدى صفحٔ هواس در فصل  xy ،jyتصَٗز آى در صفحٔ 

 تاشٌذ. دارإ ًواٗشٖ تصَرت سٗز هٖ iu  ٍjvچْارم ت٘اى شذ تزدارّإ 
                                             z                                                                               
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 ػثارتست اس: iu  ٍjvدر اٌٗصَرت هساحت هتَاسٕ الاضلاع تٌا شذُ تز تزدارّإ 

                                                               || ji vu   هساحت =jiP 
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 تا هؼادلات پاراهتزٕ  sاگز رٍٗٔ ّوَار تعزيف:  1-7-6
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 انتگزالهای رويه ای 8-6

 
 فزض وزد. x yاس صفحٔ  Rرٍٕ ًاح٘ٔ  fتَاى هاًٌذ ٗه اًتگزال دٍگاًِ تاتغ اًتگزالْإ رٍِٗ إ را هٖ
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را تِ لغؼات  Sاست. تزإ اٗي هٌظَر  Sلسوتٖ اس رٍٗٔ  Rتا اٗي تفاٍت وِ ًاح٘ٔ اًتگزال گ٘زٕ تِ جإ  

jiS  تا هساحتjiS همذار تمس٘ن وزد ُf  ٔرا در ٗه ًمغjiP  در ّز لغؼِ در هساحتjiS  ضزب

 دّ٘ن:وٌ٘ن. ٍ هجوَع سٗز را تشى٘ل هٖهٖ
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تصَرت سٗز  Sتز  fگ٘زٗن دراٌٗصَرت اًتگزال رٍِٗ تاتغ  اس هجوَع فَق حذ هٖ ,nmپس ٍلتٖ 
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),(تاشذ ٍ  x yتز صفحٔ  Sتصَٗز رٍٗٔ  Rاگز  6-7تا تَجِ تِ هغالة گفتِ شذُ در تخش  yxfz  .
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3
14282

3
2314

2
332 











)(xxx 

22هساحت لسوتٖ اس رٍٗٔ مثال:  2-8-6 yxz   ٓ6222را وِ تَس٘لٔ وز  zyx  ُتزٗذُ شذ

 است را تذست آٍرٗذ.

 وٌ٘ن.شخص هٖه x yاتتذا ًاح٘ٔ تصَٗز را در صفحٔ حل: 














2
3

6
6

2
222

22

z

z
zz

zyx

yxz
                                                      

 3z  2غ٘ز لاتل لثَل است تٌاتزاٗيz                                                ٔ٘ٗؼٌٖ ًاح . 

222س ًماط درٍى ٍ رٍٕ داٗزٓتصَٗز ػثارتست ا  yx  

222ٗؼٌٖ   yxR  . اس عزفٖ دارٗن::

)( 2222 411 yxzz yx       ٍy
y

z 2



      ٍx

x

z 2



 

درًت٘جِ               


drdrrdAyxsA

R

  
2 2 222 4141
 

)()( 

          

3
13

12
26241

12
1

2
2
3

22















 )()()(



 r 

 تصَرت سٗز است: aتِ شؼاع هؼادلات پاراهتزٕ وزُ إ مثال:  3-8-6
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












cossinsinsin

sinsincoscoscos

aa

aaa

kji

zyx

zyx

kji

RR




























 



 حساب دٗفزاًس٘ل ٍ اًتگزال پ٘شزفتِ                                                                                       326   

kajaia )cossin()sinsin()cossin(  22222  

آٍرٗن:    پس اس خلاصِ وزدى تذست هٖ sin|| 2aRR 


 

 تٌاتزاٗي هساحت وزُ تزاتز است تا

    2222

2 2

422 aaa

ddadARRsA

R







 




  

))((cos

sin||)(



 



 

 نمونه مسائل حل شذه 9-6
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 نمونه مسائل حل نشذه 11-6
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R

ydxdxyf ٍ  1yxوِ هحذٍد تِ دٍ هٌحٌٖ  Rرٍٕ ًاح٘ٔ  )(

3yx  خغَط ٍxy
4
1

  ٍxy  :هفزٍض است. ًشاى دّ٘ذ 

 
3

1
2 duufydxdxyf

R

)(ln)( 

سپس تاساء 
221

1
yx

yxf


),( .اًتگزال تالا را تذست آٍرٗذ 
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)()(  
221

1
212  (9 

 2222 1 bayxS ,: 

1
1
1

  
|||:|)()( yxSduufydxdxyf

S

  (3 

42هحذٍد تِ سْوٖ  Rٍرلٔ ًاسوٖ تشىل ًاح٘ٔ : 6-11-6  xy  2ٍ خظ xy  ،هفزٍض است

1اگز  yxS .تاشذ هزوش جزم اٗي ٍرلِ را تذست آٍرٗذ 

3حجن جسوٖ را ت٘ات٘ذ وِ در ٗه ّشتن اٍل فضا هحذٍد تِ صفحٔ : 7-11-6 zy  ًٔاستَا ٍ

422  yx ٖتاشذ. ه 

yxzحجن جسوٖ را تذست آٍرٗذ وِ تِ سغَح : 8-11-6   ٍz  ٍ21,yx  ٍxy 22, 

 هحذٍد شذُ است. 

1حجن ًاح٘ٔ هحذٍد تِ صفحٔ : 9-11-6
c

z

b

y

a

x  ٍصفحات هختصات را در ٗه ّشتن اٍل فضا

 تذست آٍرٗذ. 

درصَرت٘ىِ دارإ چگالٖ ثاتت  xهزوش جزم ٍ گشتاٍر لختٖ ٗه ٍرلٔ ًاسن را حَل هحَر : 11-11-6

6  ٖتاشذ ٍ اس راست تِ سْو xy2  2ٍ اس چپ تِ خظ xy ٍد تاشذ را ت٘ات٘ذ.هحذ 

xyٍ سْوٖ  xهزوش جزم ًاحِ٘ إ ٍالغ در رتغ اٍل را ت٘ات٘ذ وِ تِ هحَر : 11-11-6 22   خظ ٍ

4 yx  .هحذٍد شذُ است 

گشتاٍرّإ خن : 12-11-6
2

2

x

x
y

sin
  ٕ1را ت٘ات٘ذ. در صَرت٘ىِ هٌحٌٖ دارا  ٓدر تاس ٍ

 2 x  هحَر ٍx  .هحذٍد شذُ تاشذ 

ت٘ات٘ذ وِ تِ خوْإ  xرا حَل هحَر  x yهزوش جزم ًاحِ٘ إ در صفحٔ : 13-11-6
21

1

x

y



  ٍ

21

1

x

y



  خغَط ٍx  ٍ1x تاشذ. هحذٍد شذ ُ 
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ٍ  4xپَشاًذ وِ تِ خغَط ًاحِ٘ إ را هٖ 1ٗه ٍرلٔ هستغٔل شىل تا چگالٖ ثاتت : 14-11-6

2y  ٖهحذٍد ٍ در رتغ اٍل ٍالغ است گشتاٍر لختaI  حَل خظay   آٗذ. اًتگزال سٗز تذست هٖاس

 هٌ٘٘ون است؟ a ،aIتاساء چِ همذارٕ اس 

xdydayIa   
4 2 2
 

)( 

24اٍلاً هساحت ًاحِ٘ إ اس صفحٔ هحذٍد تِ هٌحٌٖ : 15-11-6 22 cosar   را ت٘ات٘ذ ثاً٘اً اگزR  ًٔ٘اح

222َسظ ً٘وىزٓ داخل اٗي هٌحٌٖ لاػذٓ جسوٖ تاشذ وِ اس تالا ت 4azr   هحذٍد شذُ است، حجن

 فزض شَد(. zجسن را ت٘ات٘ذ ) 

16-11-6 : 
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cos3r  ٍ22rzهزوش جزم جسن هحصَر تِ رٍِٗ ّإ : 44-11-6   ٔصفح ٍz  تا چگالٖ را

 sink .تذست آٍرٗذ 

1اس فضا هحذٍد است تِ ت٘ض٘گَى  Dًاح٘ٔ : 45-11-6
4

2
22 

z
yx  ً٘ؤ تالاٖٗ هخزٍط ٍ

4

2
22 z

yx  ،z  اگزM  جزم جسن تشىلD  تا چگالٖ ثاتت تاشذ، گشتاٍر هاًذ جسن را حَل

Ndتذست آٍرٗذ سپس  o zهحَر 
z

yx
zD

4
1 2

22
3

  .را تذست آٍرٗذ 

rzجسن صلثٖ هحذٍد تِ هخزٍط : 46-11-6   ًٔاستَا ٍ222 cosar   است اگز چگالٖ در ّز

 تاشذ، جزم جسن را حساب وٌ٘ذ. crًمغِ 

xyxّإ  وِ تَسظ رٍِٗ Dًاح٘ٔ  حجن :47-11-6 222   ٍ224 yxz   ٍ222 yxz  

 هحذٍد شذُ است را تذست آٍرٗذ.

22هحذٍد است تِ هخزٍط ّإ  Dجسن : 48-11-6 yxz   ٍ22
3
3

yxz   ٓوز ٍ

4222  yxz  1اگز  تاشذ، دراٌٗصَرت هختص سَم هزوش جزمz .را تذست آٍرٗذ 

1هحصَر تِ دٍ ّذلَل٘گَى  Dًاح٘ٔ : 49-11-6
1244

222


zyx  ٍ1
12

2
22 

z
yx  ٍد ٍ

22هخزٍط  yxz   ٍ22 yxz   ِاست، اگز چگالٖ ّز ًمغ),,( zyx  اسD  تِ صَرت

 سٗز ت٘اى شَد

222

222 44

zyx

zyx
zyx




),,( 

 دراٌٗصَرت جزم اٗي جسن را تذست آٍرٗذ. 

223ّإ جسن صلثٖ وِ اس پاٗ٘ي تِ سْو٘گَى  zگشتاٍر هاًذ ًسثت تِ هحَر : 51-11-6 yxza   ٍ

2222اس تالا تِ وزٓ  4ayxz   تذست آٍرٗذ. هحذٍد شذُ است را 
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