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S��� A�-/ ��−n .� �H ���� A�4� A�BD .� Q��� ? ���� Rn 0����1� $�2,−n
�- +��� /:�:O #�$g� ��g�	d� R � ##�L/� ��
;� xi ∈ R �7 x = (x�, · · · , xn)

0!��"� ��� �H ��� ? � �7 R�D �K�'H /:%� A�4� A�BD J��'g �7 �� Rn E�L

d(x, y) :=
( n∑

i=�

(yi − xi)�
)�/�

A�BD �n = � ���O �# +K�'H b �h� �� JZ FG) �
' � �T� �#��# #�� JZ �7
+K�'H/� ��"*� � ∈ R .� A�Bg M� ��g�	d� �� R� := {�}

J��7 �7 +��� ��"@ �<�	< Ai �4� A�-�BD ? � �7 �j*Y�� �H ��� A�/@ $%&�'�
�/Lk � �7 M A�4� ��� / �BD ������ ��4:�C#

� ≤ n b�=P #$g M � x .� U /T �N	- M E�T<Z �x ∈ M �L�
+��� F�����	- Rn �7 U �H $<��# #�� J�'�

A� x ∈ Rn �- Ǳ�.� �7 ��� /D�H m��� Rn #�) �H �4"�� �$%&�'� .� Q��� ? ��E#��
/'* a E��n�# Q#�*� �4� �- �7 Rn �H ��� ?@�� +K ��T7 Rn #�) �� U ��g�	d�
�@�#�7 �<�L ? � � �*� .� ��:�:O �# +��� $%&�'� M 9�< _#��$<�4�� �4� �7 Q#�*�
�# +��� $%&�'� o#�) �$@�7 F�����	- $%&�'� M �7 �H / �BD �- �H #�@/�
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A�-�4� ��	- �
%7 �$'H/	< Ǳ�& � �� /	0� [:< #�@/� p�>� M A��7 �H A�4� ��d�4<
+K�'H/	< �Hq �� JZ S%r� �H ��� ���# ?�	- �7 +$'<�N
 Q#�*�

X�7 � �*� �# $�<���/� �$�<�#/� Af���V�� A�-�BD (�h) �# A9�� �s<�'�
A#���� p�t ug�7 � �*� ? � m$�'H E#�&4�� A�4� A�BD A� �7 Af���V�� A�BD .�
�H /"��'� (��) ��� ?
	� / �-�BD ?�'� �\� � $'4N�< � \V�4� �j���� �H #�@/�
�4� A�-$%&�'� (�h) �# /�O�"� ��� ��	�	Y �# +$<��$< �� $@�7 K-��D K�-��)/�

+#��# #�� � \V�<
�H K�<���/� �� U ���O ? � �# m��� $%&�'� .� E#�� Q��� ?���# Rn �# .�7 A�L

���� F�����	- R
n #�) �7 R

n �# .�7 A�L �- �� . �K ��T7 .�7 A�L

f : Br(x�) −→ R
n f(x) =

⎧⎨⎩
x− x�

r‖x− x�‖
x �= x� �L�

� x = x� �L�

�� . m��� $%&�'� �Rn .� .�7 ��g�	d� � . �- �H ##�L/� �d�4< v<�#/7 �Q��� ? � .�
+x ∈ U ⊆ V �H #��# #�� U .�7 A�L M E�T<Z �x� ∈ V � $@�7 .�7 V ⊆ Rn �L�

+#�@ ��� �+� �
@ �7 +��� F�����	- R
n �7 U ���

i

+��� $%&�'� Rn .� .�7 ��g�	d� � . �- ��+� �
@

� . �- �<�T� ���� ?�'� �$�;H [��� �7 �� /<�$�Y� � �- J���/� JZ �7 �H /�����
JZ ���O ? � �# �H ���� /*�"ta w��� $%&�'� 9�< #�) �$%&�'� M .� .�7 ��g�	d�

_+K���'7 ����� $%&�'� .� 3�% ������ �	3 M ��
? �a $<.��/� K-��D �� �-$%&�'� .� /g�'4� A�0���� Rn �# .�7 A�-�g�	d� � .
�.X ��T # A�0���� p�t .� [�V +$'4N�< �-$%&�'� ��	- ��� _��� !5 ? �	� �̀Y��

+$' Z/� ��H �7 �hD ? � QG) �# �H K�'H p�>� �� /��g�Y�� ���
J�� /	N�D�����	- �7 �H $@�7 x .� A�/T �N	- U � M $%&�'� .� A��>:< x �L�
� Rn �# .�7 A��g�	d� ϕ(V ) ⊆ Rn �H ���� F�����	- ϕ(V ) �7 ϕ : U → Rn

V .�7 /T �N	- M /'* �x .� V /T �N	- �H #�@ ���a +$@�7/� ϕ(x) ���@
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ϕ(x) ∈ W ⊆ ϕ(V ) �7 W .�7 A�L M �1��P ? � �# _x ∈ V ⊆ U �H x .�
�4���V ϕ : V → Rn J�� +x ∈ ϕ−�(W ) ⊆ V ⊆ U �d�4< �# +#��# #��
�7 +��� ?@�� m$@�7/� .�7 9�< M �# �\� � ���� .�7 V �� ϕ−�(W ) ��g�	d� ����
? � +$@�7/� F�����	- Rn #�) �7 �\� � ��� F�����	- W �7 ϕ−�(W ) S���� ? �
/T �N	- A� �7 J���/� $%&�'� � �*� �# �H $-#/� J�;< �E$�s�V /	H QX$4��

+#�@ ��� !+� �
@ �7 +#�H E#�&4�� .�7 /T �N	- .� �U

i

+��� $%&�'� �$%&�'� M .� .�7 ��g�	d� � . �- �!+� �
@

� . �� �BC �7 JZ 1�"x� A��7 ���� +$@�7 .�7 U /4N �7 �H #�@/� �@�� �
D /	H �7
� +K�'H/� p�>� QX$4�� J�$7 �� JZ 1��P �H ��� .��<

����� ���	
� � � �� � f : U → Rn � ��� U ⊆ M ��� ����� �����
��� f(V ) ���	��� �V ⊆ U ��� �� Ǳ��� �� ����� ��
��� ���� ��� f(U) ⊆ Rn  �!�"

#���� $%
&'	�	
�� f ���
�� '( ���� ���	
� f−� )������� � ���

��� ��P�) ? � JZ ���� �� . �$���<  ���� 0	���#� J���/� �� �+�+� �� �BC
�4���V M�"
 A�04@�T< �7 �"N< _J#�7 $'"	- .�7 ��g�	d� �/'* a J#�7  ���� y �H
�$@�7 .�7 $ �7 �� � �*� �# U /T �N	- �
' � 1�"x� +z$<��/� �#���< Rn A�47 �
E$'<��) �7 ? �	� J��'g �7 �� JZ � ��� �'��# / �#���< �� �BC .� �hDG7 A��d�4<
E�T<Z �$@�7 c%r �+�+� �� �BC �H #�@/� �]OG� /L#�� �7 �E�Gg �7a +K ����/�

_+�N�< .�7 /�� $d'L/� ��H\� � �*� �# �H #��# #�� U .� /����
n �H #�@ ��� +K�'H/� F�>*� $%&�'� � �*� �# n #$g �7 �� J�	0�� Q�O
M = M�∪M� `�	4� .� 1��"g M ⊆ R� �L� +$@�7 �4@�# /T4N7 x �7 ��� ?
	�

����� �� �	 ��
�� �?� �� � �?� ��?� ��?� �� �� � � ��� ���
� ���� ���  �� !�"#��

��
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JZ �# �H _#�@ ��� 2+� �
@ �7a $@�7 �7

M� :=
{
(x, y, z)

∣∣ z = �
}
, M� =

{
(x, y, z)

∣∣ z = � , x = �
}
.

M ��<Z M� �# {�:< A��7 � ! �� n K�<���/� M� �# {�:< A��7 �1��P ? � �#
�� . ���� S��'��< /%	g ��-$%&�'� `�	4� �	g �H $-#/� J�;< Q��� ? � +K ��T7

+##�L/� u=7 �# �.X ��r 1G
;� ug�7 #�) /V �#

i
+$<��# �%4n� $*7 �H / �0;n7 �7 A$%&�'� �2+� �
@

�� d� � d� A�-�4� .� M �- �$'@�7 d� � d� �4� A���# S���� �7 M� � M� �L� ��H �#
�4	H �;�	- o��$:� /<�x �# � ��� Q#�*� JZ �7 Xj �� �H K�'H R�g K�<���/� A�4� �7
d̄i = min(di,�) #�H � �*� J���/� Gj �� +∀x, y ∈Mj : d̄i(x, y) < � ���� M .�
� �*� J���/� � . p�@ �7 A�4� M = M� ∪M� �7 J�'H� +d̄i = di/(� + di) � 
�0<Z 1��P ? � ��r �# �$'4N- �9d� M� � M� �H ��� E$@ R�D �d' � �#a +#�	<

_+K�'H/� �Y��*� �$'4N- �9d� �H �0<Z .� / �-/�H �7 ��

d(x, y) :=
{
d̄i(x, y) x, y ∈Mi �H $@�7 A� i �L�
� 1��P ? � ��r �#

E�T<Z �$'@�7 $%&�'� M� � M� �L� �eV +$'4N- .�7 �$ $ A�BD ? � �# M� � M�

K�	*� J���/� _���	@�< �/4Oa �-�BD .� A#�$*� �- A��7 �� ��4)�� ? � +�N- 9�< M
A�9d� `�	4� +K���</� Mi A�-�BD $�45� 6���7� �� �P�O A�4� A�-�BD +#�#
�- eV ��� $%&�'� ��>:< M �0'� �7 A�BD J�� �Ek � �7 +��� $%&�'� ��-$%&�'�

�#�@ E#�&4�� �4NNL �4� .� JZ �7 ��� /D�H +��� $%&�'� �A��4NNL ��g�	d�

d(x, y) :=
{
� x = y �L�
� x �= y �L�

�!
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�4@�# #�� /&%4n� A�- n �M $%&�'� M �%4n� {�:< �# ��� ?
	� �
' � �7
1�"x� A��7 +�N�< n M .� [�7 #�H ��H J�
�� x ∈ M (�) ��>:< M �# �$@�7
�$C ?���� J��'g �7 +K �@/� �P�4� $*7 / �#���< �� �BC �7 K- .�7 A#�0@ E�L$ # ? �
�m < n �L� �� . ��N�< F�����	- R

m �7 R
n E�T<Z �n �= m E�L�- �H K�'H/� ���

+#��# #�� Rn .� .�7 ��r A��g�	d� � . A�47 M �7 M � �4���V /4@�T< E�T<Z
+K ����/� E$'<��) �7 �� ##�L/� � �*� �# n / �4
 1�"x� �7 �d'� �H QX$4�� �� ��#�
R��&� $%&�'� M K� �L/� /���P �# +K���</� x �� M �"% �� �4
 n #$g ? �
��	- �# JZ $*7 �H ���� ������−n ��h4)� �7 � � ��� A$*7−n � � ��� n �"% �7

+��� n �7��7 M $%&�'� $*7 /'* Mn K�N �</� /4C� Xj �	*� +$@�7 n {�:<
� . �0'� +A$*7−� A$%&�'� �H �$ ��T7 �]< �# �� �4NNL / �BD ��T # ��7 M 
�� 4NNL A�BD �- ��j4d�4< +$'4N- /-�'4� A�-�g�	d� � . �BD ? � E�#�;D A�-�g�	d�
E#�;D A�-�g�	d� � . .� ���	@ /g�	4� 1��P �7 /'* a ��� E#�;D−σ ��r Gj 	g
F�����	- $%&�'� ���	@�< #�$*� .� �9d� /g�	4� ?4D�L �]< �# �7 _+�N�< ?4@�< �7�C
?�'� �4"�� +#�	< p�t J���/� ��X�7 $*7 �7 A�-$%&�'� #��� �# /07�;� K
O �Rn �7
�H ��� /4��O �0'� ? � �H K �@ ?U	>� ��� �.X S%r� +$'4N- $'"	- ��r �/ �0����

+$-# |� /L#�;D−σ JZ A��7

X  �!�" ����� ��*�� �  (�+& �,-.	� �/��� 0��1& X ��� ����� �����
����  (�+&−σ 0��1&

�� 4N7 A�L �H K ��L/� �]< �# �� A� r > � A#�$g� �x ∈ X �- Ǳ�.� �7 23�*4�
���� E#�;D �j*Y�� X J��a $@�7 E#�;D A��g�	d� � . {

y ∈ X
∣∣ d(x, y) ≤ r

}
E.�7 M / �- r > � ?�'� ��	- ��g�	d� _+#��# #�� /Lk � ? � �7 r M �C�$O
X E�T<Z �$'@�7 X�7 ��P�) A���# �- r > � ��	- A� x M Ǳ�.� �7 �L� �� . +���

�� . ���� E#�;D−σ / �BD

X =
∞⋃
n=�

{
y ∈ X

∣∣ (x, y) ≤ n
}

�h< �� r(x) A� x ∈ M �- Ǳ�.� �7 �#�;< �D� X�7 {�@ �7 A� x }�- �L� eV
�H ##�L/� �d�4< /�%�� A��N��< .� +K�'H/� � �*� �- r ��	- ��	 �V��{

y ∈ X
∣∣ d(x�, y) ≤ r

}
⊆
{
y ∈ X

∣∣ d(x�, y) ≤ r + d(x�, x�)
}

�2
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����� � ��� ����� �� ���� ���� � ��
�� ���

? ��7�'7{
y ∈ X

∣∣ d(x�, y) ≤ r − d(x�, x�)
}
⊂
{
y ∈ X

∣∣ d(x�, y) ≤ r
}

�d�4< �#

r(x�) ≥ r(x�)− �

�
d(x�, x�) _�+� a

K ��L/� �d�4< �X�7 QX$4�� �# x� � x� ~ �*� �7

|r(x�)− r(x�)| ≤ �

�
d(x�, x�) _!+� a

�#��# �� � . K0� ��d�4< QX$4�� ? � +��� �4���V r : X → R 67�� ��d�4< �#

i

5+� �
@

r(y) `�*@ �7 �� 4N7 A�-A�L ��	- `�	4� A′ K ��L +$@�7 E#�;D A ⊂ X $�'H R�D
1�"x� +��� E#�;D 9�< A′ 1��P ? � �# +��� E��n�# y ∈ A �H �$@�7 y 9H�� �7 �

���� � q p�@ �7
#�� A� yi ∈ A M i �- Ǳ�.� �7 �L� +$@�7 A′ �# A����"<# z�, z�, · · · K ��L
� . ���� E#�;D A J�� ���� r(yi) `�*@ � yi 9H�� �7 A�L �# zi �H $@�7 �4@�#
A��>:< �7 � �$ Z/� ��	@ �7 ���"<# M K- o#�) �H �#��# #�� �- yi .� A����"<#
J�� +��� E#�;D y 9H�� � �

�
r(y) `�*@ �7 B �� 4N7 A�L Q�O +��� ��T	- y ∈ A

�"C�g {y ∈ X
∣∣ d(y, yi) ≤ r(yi)

} �� 4N7 A�0 �L ���� �4���V r 67�� � yi → y

zi �� ��"<# �? ��7�'7 +#�@ ��� 5+� �
@ .� _���a �	NC �7 +$'4N- B �# Q�	;�
�E�Gg �7 +#��# ��T	- A����"<# � . ��j4d�4< � �#��# ���C B E�#�;D ��g�	d� �# �"C�g
#��# ���C r(y) `�*@ � y 9H�� �7 �� 4N7 A�L M �# Gj 	g ���"<# � . ? � A$O ��>:<

�5
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� ����� !� "�����#� $�� ����� � ���

A�-�g�	d� � x� ∈ X K�'H R�D Q�O +��� E#�;D A′ �? ��7�'7 +_�I �� ���N�a
.�7 �0<Z `�	4� �p�Y� �7 +K ��L/� �]< �# �� An+� = A′

n � A� = {x�} E�#�;D
A ��4N7 �# A��>:< x K�'H/� R�D S%>� ? � E�$-�;� A��7 +�N- 9�< �4N7 +���
J�'H� +d(x, y) < �

�
r(x) JZ A�.� �7 �H #��# #�� A� y ∈ A �1��P ? � �# +$@�7

K ��# �_�+� a �7 �'7

r(y) ≥ r(x) − �

�
d(x, y) > r(x) − �

�
•
�

�
r(x)

=
�

�
r(x) > d(x, y)

E�T<Z �y ∈ An �L� �H $-#/� J�;< ? � +#�@ ��� 5+� �
@ .� _^a �	NC �7
+x ∈ A �\� � x ∈ A′

n

σ �H X = A /4N �7 �\� ��4N7 K- � ��� .�7 K- A �= ∅ � ��� $'"	- X J��
� +��� E#�;D
A�0���� .� A�E��d<. �{�:< ��g�	d� Af���V�� (�h) �# �h&� u=7 ? � .� eV

+K�'H/� p�>� �-$�%&'� .�

�"	���
� #� ���$��%� &! 

1��"g � �*� W7�>� �H ���� S� A$*7−� E��H � �E� �# �R $'"	- A�-$%&�'�−� �0'�
��>7�Y �7 f : (�,�π) −→ S� 67�� +S� :=

{
x ∈ R�

∣∣ d(x,�) = �
} .� ���

�7 �H /��O �# ��N- 9�< �4���V /4O m��� KN�D�����	- f(θ) = (cos θ, sin θ)

θ ∈ [�,�π] #�	< �7 �� (cos θ, sin θ) ∈ S� ��>:< S%r� +�N�< M �7 M [�,�π]

9�< #�@/� � �*� �>7�Y J�	- �7 �H g : (−π, π) −→ S� 67�� +K�-#/� J�;<
+��� $%&�'� S� �H $'-#/� J�;< J�	8�� g � f eV m��� KN�D�����	-

+��� �4"��'� K�	*� A��7 �H �#��# #�� S%>� ? � 1�"x� A��7 A�T # o��
�# �H /���P �7 R × {−�} ⊂ R × R c) A�� �7 (�,�) ��>:< .� � �h� �@�T<
R×{−�} A�� �7 S�−{(�,�)} .� /	N�D�����	- ���� E$@ E#�# J�;< ,+� �
@

�@�T< ��>7�Y �� "��=� �7 E#�� /%�) �� S%>� ? � m$'H/� � �*�

p : S
� − {(�,�)} → R× {−�}

J���/� R×{�} c) �7 � �h� � (�,�) �7 (�,�) ��>:< ~ �*� �7 +#�# J�;< J���/�
��N- 9�< ?T	- S� �
' � �7 ��� �7 �� ��H ? � +#�H � ��h� #��� K- �� (�,�) ��>:<

�,
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����� � ��� � ����� !� "�����#� $��

��� ,+� �
@ �7 +_#�H ���4)� �� R� .� S��'� /<���# /'* a +#�	< �]OG� J���/�
K ��L/� �]< �# �� E�H−n ��7�;� 1��P �7 �Q�O +#�@

S
n :=

{
x ∈ R

n+�
∣∣ d(x,�) = �

}
?���� ? � +$'��</� zE�Hy E#�� ��t �7 �� E�H−� Xj �	*� +��� $%&�'�−n M �H

+��� E#�;D ��  � � � E#�;D $%&�'�−� M .� �� Q���

i

(�,�) ��>:< .� � �h� �@�T< �,+� �
@

A$%&�'� μ� × μ� E�T<Z �$@�7 ni $*7 A���# i = �,� �H μi �L� �
' � �7 ��� �7
+#�	< $���� �� A$ $ A�-$%&�'� J���/� �-$%&�'� ? � .� ���� A$*7−(n� + n�)

^��� Xj �	*� �� S� × S� +K���</� ^���−n ��<Z �H _��7 na S� × · · · × S� Ek � �7
+#�@ ��� �+� �
@ �7 +$'��</� ^��� Xj �	*� �� S� × S� +$'��</�

i
^���−� ��+� �
@

.� A��g�	d� � . �7 �E�Gg �7 +��� F�����	- R� .� A��g�	d�� . �7 $%&�'� ? �
J���# �� �g�	d� � . ? � m$'��</� ^��� �#�� 9�< �� JZ �H ��� F�����	- 9�< R�

��
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� ����� !� "�����#� $�� ����� � ���

+#�=�−z Q�O
{
(�, y, z)

∣∣ (y−�)�+z� = �

�

}
J���# �7 �/'* +#��Z ��#�7 J���/�

+#�# ��d<� J���/� {
(�, y, z) ∈ R�

∣∣ y > �
} �# 9� $%&�'�−� �- �7 �� ��H ?�	-

�7 �
' � � � ��� F�����	- ^��� �7 � �P�O +$'��</� 0��#�  8 	# � �� �P�O ��  � �
E�� �# �# ?�7 �� �O�< �7 /'* +��� F�����	- �V�� �� :%O �7 K- JZ �H �S� × R �� <��4��

+#�@ ��� 3+� �
@ �7 +9H�	��$=4�

i

/<���# A�-� � � �3+� �
@

�+� �
@ �7 +��� A��:%O−� ^��� �E#�;D $%&�'�−� M .� A$*7 Q��� ? ��E#��
K�'H .�rZ z�4�#y M �7 ��� /D�H A��:%O−� ^��� b �P �)�� A��7 +#�@ ���
E� �# M �$47� ��W�C# J��7 �7 +��� F�����	- [=>� .� ��C M /0'� ^��� �7 �H
.� [%)�# ��	� � E� �# #�) e�� � �4D�L �]< �# �� #��# ���C ^��� b>� �7 Gj ��H �H
�# ?4���V K- �7 .� J�'H� +K���</� �:%O �. �� �� E� �# ? � +K�'H/� �$ b>�
+K ��L/� /
 �� �# JZ .�� /'* m##�L/� �d�4< A��:%O−� ^��� M �K- �7 �� 4�#

+#�@ ��� �+� �
@ �7

i

A��:%O−� ^��� ��+� �
@

�3



Copyright :  Dr. Mehdi Nadjafikhah < m_nadjafikhah@iust.ac.ir >

����� � ��� � ����� !� "�����#� $��

i

A��:%O−� ^��� b �P �)�� ��+� �
@

A��d� `�	4� �7 / �BD ?�'� +�)�� �� $� 9�:−n;��� J���/� �$<� � ? � ���
� �7
�7 �� i E��&O A.�� {�:< �7 �� �� i �� 4�# . �� JZ �# �H E�&O n �7 E��H M � �4�# n

+#�@ ��� ��+� � �I+� A�0%
@ �7 +��� F�����	- �K ��4D�L /
 E�H b>�

i

A��:%O−n ^��� ��I+� �
@

i
A��:%O−n ^��� �)�� . �t ���+� �
@

i

���7�� ���< �)�� . �t ��!+� �
@

�$<#�7 �'@Z #��� � \r�H �7 �0'� �H /<��. .� J�<�#/Y� � �H #��# #�� A$%&�'�−�
���< �/'* +$'4@�$< A�4� A�BD ?4N<�# �7 A.��< � $'4N<�#/� ��<Z �)�� o��

��
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� ����� !� "�����#� $�� ����� � ���

�$47� ��H S���� ? � �7 +�)�� J���/� A\r�H ���< �
� M M	H �7 ��<Z �H ���7��
��� �!+� �
@ �7 +K�<�"N�/� K-7 ��<Z �� �# e�� � K�<�)��/� ��# K�< M ��<Z

��>7�Y �7 f : [�,�π]× (−�,�) −→ R
� 67�� M	H �7 �� ��H ? � +#�@

f(θ, t) =
(
� cos θ + t cos(θ/�) cos θ,� sin θ + t cos(θ/�) sin θ, t sin(θ/�)

)

i
�2+� �
@

M �7 �K�'H � �*� [�,�π] × [−�,�] �H �7 �� f �s<�'� +#�# b�Y�� J���/�
\r�H M	H �7 �)�� o�� .� �H A��t J�	- mK���/� o.�� �7 E��	- ���7�� ���<
�7 ��$ K- .� E�� �# �# �7 �< ���� F�����	- E� �# M �7 . �� ? � �##�L/� E$-�;�
�H �)�� J���/� 9�< ��t ? � �� ���%�� ��� �K #�H p�>� �j��)� �H /��OG>P�
�7 +K ��T7 /
 �� [�,�] × (−�,�) /7�B%P�O A�BD .� (�,−t) � (�, t) {�:<
�7 +K�4N�< A��L /
 $<� � W�C# ��P�� �7 �#�C Gj *D �4"�� +#�@ ��� �2+� �
@

+K�'H/� /D�*� o� � ? � �7 K- �� A$*7 Q��� Q�O ? �
i

��
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����� � ��� � ����� !� "�����#� $��

P� �)�� . �t _^ +^��� �)�� A��7 /@� � _��� ��5+� �
@

+K ��T7 /
 −x ∈ S� /'* �o�t�:4� ��>:< �7 �� x ∈ S� ��>:< �- �H K�-��)/�
�H ��� / �0���� �4�# JZ .� �P� #�@/� E$���< $�	�<�  8=�> �H �P�O A�BD
JZ �7 Gj 	g �H �N�< R� .� A��g�	d� � . }�- �� . +$' Z/� �# #�0@ �7 �n� /	H

+#�@ ��� �5+� �
@ .� _���a �	NC �7 +$@�7 F�����	-
��r A�-9�� .� ��� �.X JZ �# �� . �#��# �� �@�<�� ?�	- 9�< P� W�C# � �*�
+K�'H/� /:%� p ∈ S� �7 {−p, p} A�-�g�	d� �� P� �# ?�9 �K�<�$7 �7��7 �� �7��7
J�;< [p] ∈ P� #�	< �7 �� �g�	d� ? � +#�@ ��� �5+� �
@ .� _^a �	NC �7
f(p) = [p] ��>7�Y �7 f : S� → P� /4@�T< eV +[−p] = [p] ? ��7�'7 �K�-#/�
A�4� ��4)�� � �*� /�$� �� +p = ±q ##�L/� �d�4< f(p) = f(q) .� �H �K ��#
E$'N7 ? � �7 � K .�$<�/� W �*� �7 �� JZ �7 [q] � [p] {�:< ?�7 �� %P�D /D�*� �7 P� �7
.��< �H ��� A9�� JZ ��	- Gj 	g ? �a $'4N- ��$H JZ .�7 A�-�g�	d� � . �H K�'H/�
f−�(U) ⊆ ��g�	d� � . �H ��� .�7 /4C� �0'� � /4C� U ⊆ P� ��g�	d� � . _+K ��#
f(V ) �
@ �7 P� �# .�7 A�-�g�	d� �H ��� /'*� ? $7 #�) ? � +$@�7 .�7 S�

�p ∈ V �L� �H /Lk � ? � �7 �4"�� ���� S
� �# .�7 A��g�	d� V ⊆ S

� �H $'4N-
+#�@ ��� �,+� �
@ �7 +−p ∈ V /4N �7 E�T<Z

i

P� �# .�7 A��g�	d� ��,+� �
@

R�D +#�# ��d<� J���/� ���7�� ���< ���O �7 ��"@ �A�T # 1��P �7 �� ��H ? �
{�:< �L� S���� ? � �7 +K ��T7 /
 �� (�,−t) � (�, t) {�:< M ���7�� ���< �# $�'H

�@�T< M �7 �K�-$7 [ �	< [(�,−t)] � [(�, t)] �7 �� {(�, t), (�,−t)}

f : [�,�]× (−�,�) →M

!I
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� ����� !� "�����#� $�� ����� � ���

f(s, t) =
{

(s, t) s �= �,� �L�
[(s, t)] s = � � � �L�

�H ��� .�7 /4C� �0'� � /4C� U ⊆M � K���/�

f−�(U) ⊆ [�,�]× (−�,�)

{��;� ���� .�7 V �H $'4N- f(V ) �
@ �7 M �# .�7 A�-�g�	d� �/'* +$@�7 .�7
� s = � �H �$@�7 W%*4� V �7 9�< (s, t) E�T<Z �$@�7 W%*4� V �7 (s,−t) �L� �
' � �7

+s = �

i
P� �)�� . �t ���+� �
@

�=&P−xy � . {�:< ��	� F\O �7 �K ����7 ��# �7 P� �-�� .� A��h� �
' � A��7
+$<�@/� �4D�L /
 E�H / X�7 ��	�< .� /t�:< �7 �0<Z ��	- �H ��� +K�'H/� .�rZ S� �#

�4N7 ��C �7 �H ���� JZ �� "� E��	- �7 E�H K�< M �d�4<

D� =
{
x ∈ R

�
∣∣ d(x,�) ≤ �

}
+K ��T7 /
 −p ∈ S−� �7 �� p ∈ S� /4N �7 J�'H� +��� F�����	-

/
 �7 ��� Q#�*� A��L /
 ? � +#�# b�Y�� J���/� 9�< 67�� �7 �� S%>� ? �
�7 {�:<a +��� E$@ E#�# J�;< ��+� �
@ �# �H A�E��@ �7 67�� `GY� A��L
K0D $�%H ?�� �>:< {�>) _+$<�@/� W">'� K- �7 e
g�7 �0 �7 ��7�:� `GY�
/ �04<� [n7 �H K�'H/� �]OG� ���< ? � A�04<� �# �# e #�L# /	H �7 +$'4N- P�

X�7 �� <�L �# A /'* m##�L/� ���'4� �T # A�04<� �# [n7 ?�	- �7 J���� �0 �7 B
M �7 S���� ? � �7 +#�@/� �4D�L /
 �� �	� ?�8�V ��@�L �# A �7 ���� �	�
$O�� E�� �# M �H $'4N- JZ .�� ?��c) {�>) �/'* a K���/� ��#.�� ���7�� ���<
�� *>C �# �7 �K�'H F\O ����� 67�� .� �� ���7�� ���< ? � �s<�'� +_$'-#/� ��
;�
��=&P �? ��7�'7 +$'4N- F�����	- MN # M �7 K- E��	- �H K���/� �
@ u%��

!�
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����� � ��� � ����� !� "�����#� $��

�#��Z ��# �7 ���7�� ���< M � MN # M .� �9d� /g�	4� .� J���/� �� A� �h�
�7 +�D�L /
 ���L.�� �0 �7 � MN # . �� �7 �� ���7�� ���< . �� �H S���� ? � �7

+#�@ ��� �3+� �
@

i

+��� E$@ �4)�� MN # M � ���7�� ���< M .� P� ��3+� �
@

�H ���7�� ���< M � ��� � . JZ �� "� �H MN # �
@ �7 ��"� M J���/� ? ��7�'7
$<�"N� K- �7 � . #�$4�� �# �� ��"� �
� �# ? � e�� � #�H ��0� �� ��� � . JZ �� "�
���� Q�=� S%>� ? � �H $-#/� J�;< [ ��.Z �<�&���4� +$��� P� A��7 /�$� �7 �

+$<�@ #� K- AX .� $'<��47 ��"� �
� �# ? � �
<Z �T�
F�����	- P� �7 ���� MN # � ���7�� ���< `�	4� �H R� .� A��g�	d� � .
�7 +#�# c7� P

� �7 �� JZ J���/� S��'� /Y� � ��0&� M �7 Q�O ? � �7 +�N�<
�g�	d� ?�	- �7��7 JZ #�7 �H #��# #�� f : P� → R� $'<�� �4���V /*7�� p�Y�
? $7 +��� @�AB	 �C"D�� �
%7 ��N�< M �7 M f �#�@ ��� �L� �E�Gg �7 m���
?�'� +��� M �7 M JZ �7 f �H #��# U A�/T �N	- p ∈ P� �>:< �- �H /'*�
� �*� ?@�	 � .� A�T # �̀< �H ! �hD �� �4"��a $'��</� @	E�!�F�� GH��	� �� /*7��
�]< .� �� P� �H �&L J���/� S���� ? � �7 _+�&L ?@�	 � �0'� JZ �7 J���/� �#�@/�
�/'* a ��) E$@ E$<�;< ��t �7 ��� �#�# ���C J���/� R� �# .�	 � ��t �7 Af���V��

+_#��$< #�� R� .� A��g�	d� � . A��7 P� .� /	N�D�����	-

i

��+� �
@

!!
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� ����� !� "�����#� $�� ����� � ���

i

+��� E$@ �4)�� MN # M � ���7�� ���< M .� P� ���+� �
@

R� �# ���7�� ���< J#�H .�	 � �7 J���/� �� R� �# P� M f���V�� ?@�	 � ?���#
!I+� �
@ +#�	< .�rZ � . S���� �7 �#�@ �=&P M �# A�E� �# JZ �� "� �H A��t
E�� �# �# ?�7 �� �O�<a �:%O A�� .� �� ���7�� ���< J���/� �<�T� �H $-#/� J�;<
�7�:� `GY� ��)Z E�$@ �4)�� ��:%O �# ��� /D�H /'* +#��Z ��# �7 _9H�	��$=4�
��*C�� ? � A��7 #$d� J��7 J�	- Gj 	g ? �a +#�	< W">'� K- �7 �%4n� 1�0 �7 ��
/<��# E�� �# _+MN # M /0'� A� �h� ��=&P .� ��� 1��"g ���7�� ���< �H ���
R� A�BD A�47 �� �P�O �
@ �s<�'� +#�	< �Y��*� J���/� /g�Y �0� M �7 ��
� . �
@ �7 +K���/� 6t�:4� EGH M �7 �K�-# ��d<� �� �.X A�0 ��L /
 � K �"7
�$'H �V �� JZ ?�8�V �� "� $<��47 �H /
N # E��	- �7 6t�:4� EGH �H #�@ ��� +#�@ ���

+$@ $-��) P
� �7 M f���V�� . �	 � ��g�	d� M 

i

�:%O A�� .� ���7�� ���< J#��Z ��$7 /T<�T� �!I+� �
@

$<�� �7 �� �4� J�$:D +��� P� �7 �4� � �*� �$<�� � X�7 u=7 �# �H /g�Y��
���C E#�&4�� #��� 1�*D# �7 �j$*7 �H /g�Y�� +#�	< 6&��� J���/� 1�' �	� �# p��;�
+#��L/� ���C E#�&4�� #��� �#�@ b �;� 2 �hD �# �
' � .� �"C u=7 ? � +#��L/�

!2
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����� � ��� � ����� !� "�����#� $��

+$'4N�< $%&�'� �H $<��# #�� P� ��"@ / �-9�� R� �# �H $-#/� J�;< X�7 [n7
67�� +K�'H /D�*� JZ �7 �4� M �R� �# P� J$<�;< �7 K�<���/� Gj *D �4"��

f : S
� → R

� f(x, y, z) =
(
yz, xz, xy, x� + �y� + �z�

)
.� �H #�# J�;< J���/� E�Gg �7 +f(p) = f(−p) p�Y� �7 +$ ��T7 �]< �# ��

�H K�'H R�D �S%>� ? � 1�"x� A��7 +p = ±q #�@/� �d�4< f(p) = f(q)

�H K�'H/� �]OG� �	- .� Q�� +f(x, y, z) = f(a, b, c)

yz = bc , xz = ac , xy = ab _2+� a

�H K ��L/� �d�4< �a, b, c �= � �L�

y = bx/a , z = cx/a _5+� a

K ��# �S���� ? � �7

(x+ y + z)� = x� + y� + z� + �(xy + xz + yz)

= �+ �(xy + xz + yz)

S���� ? � �7 �H �D�L J���/� �d�4< _2+� a .� �E�Gg �7

(x+ y + z)� = (a+ b+ c)�

? ��7�'7

a+ b+ c = ±(x+ y + z) _,+� a

�H K ��L/� �d�4< _5+� a M	H �7 J�'H�

a+ b+ c = ±x(�+ b/a+ c/a) = ±(a+ b+ c)/a

�� �- �# �4"�� �Ha z = ±c � y = ±b K ��# ��7�;� 1��P �7 +x = ±a ? ��7�'7
/D�H �/&'� ���O �# +_$<�@/� �d�4< _,+� a .� �� �- �H ��� ���� J�N
 ��Gg
a = K�'H R�D Q�O +K�'H R�g �� Q�� ��=� �� �0 ����0� ��=� �&O �7 ���
(x, y, z) = ? ��7�'7 � y = z = � �H ##�L/� �d�4< _2+� a .� E�T<Z �x �= � �L� +�
bc = � �H $-#/� �d�4< _2+� a .� #$d� A��L��H �7 �7 y = z = � ��� +(±�,�,�)

!5
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� ����� !� "�����#� $�� ����� � ���

�7 +(a, b, c) = (�,�,±�) � (a, b, c) = (�,±�,�) �d�4< �# +c = � � b = � �\�
�$'4N- ~C�'4� 1X#�*� ? � p�Y�

x� + �y� + �z� = a� + �b� + �c�

K ��# �\� � x = � eV

yz = bc _�+� a
�y� + �z� = �b� + �c� _3+� a

y� + z� = b� + c� = � _�+� a

�H ##�L/� �d�4< _�+� a .�

�y� + �z� = �y� + �(�− y�) = �− y�

�H #�@/� �d�4< _3+� a .� J�'H� +c � b #��� �# �j07�;� �7

�− y� = �− b� =⇒ y = ±b _�+� a

�H K ��L/� �d�4< _�+� a .� Q�O

z = ±c _�I+� a

�7 +_z, c = ±� 1��P ? � �# �� . ���� ���C�7 9�< y = b = � �H �L� /4O ? �a
���# _�I+� a � _�+� a #��� �# �̀Y�� ?�	- �H $-#/� J�;< 9�< _�+� a p�Y�

+��� ��	� J�-�7 � ���

i

�' �4�� �7 SN4'� ?�� � ��  � � �!�+� �
@

K�'H � �*� K�<���/� ���� p = ±q /'*� �7 f(p) = f(q) J��

f̄ : P
� −→ R

� f̄([p]) := f(p)

!,
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����� � ��� � ����� !� "�����#� $��

�#�H E#�&4�� J���/� P� �# �4� � �*� A��7 JZ .� � ��� M �7 M �@�T< ? �

d̄([p], [q]) := d(f̄ [p]), (f̄ [q]) = d(f(p), f(q))

b �;� Gj "C �H $'4N- / �0<�	- ���# �JZ .�7 A�-�g�	d� � . �H #�# J�;< J���/�
+K #�H

M f Q�� �4n� �� .� �P�O g : P� −→ R� �@�T< �H $�<�$7 ��� S��
R� �# g � �h� +g([x, y, z]) = (yz, xz, xy) ���� R� �# P� .� M f���V�� ?@�	 �

+�#�@/� E$���< �' �4�� �7 SN4'� G�#�  8 	# � ��
A�-� � � J���/� �A�E�&O−n ���� �)�� $<� � J�s	- P� ��  � � ?4@�# ��# �# �7
+K�'H/� .�rZ A� �h� ��=&P �7 �4�# M J#�9D� �7 Gj �� +#�	< $���� �� A$ $
�P�O A�� �7 � K�'H/� �$ A� �h� ��=&P .� MN # M �$47� ��]'� ? � A��7
���� M b>� �7 /
N # ?4@�#�7 .� K- JZ �H A��4�# _��� ���7�� ���< M �Ha
M K���� �� � � ? � KNd� A��7 E�� ? ��M #9< +K� �9D�/� JZ �7 ���� E$@ �P�O
�T $
 �7 �� A� �h� ��=&P �# �E�Gg �7 +��� JZ ?�8�V �7 �4�# M � 6t�:4� EGH
�7 J�; �-�"� #�$4�� �# �� ���7�� ���< �# ��� /D�H ��]'� ? � A��7 �K .�$7 K�<���/�
J���/� #�) E�$g�C �	� .� 6t�:4� EGH �# J$<�"N� K- �7 �7 �� ��H ? � K�<�"Ns7 K-

+#�@ ��� !2+� �
@ �7 +��� �4��	%� �P�O �
@ � ��9�	� ��H ? � +#�# ��d<�
i

!!+� �
@

�� Ǳ/@ ? � mK ��4D�L /
 � . p�@ �7 �� JZ A�-�"� �H $ ��T7 �]< �# �� /*7��
(�, x) ∈ ��>:< ��]'� ? � A��7 +�D�L �d�4< J���/� 9�< [�,�]× S� �� <��4�� A�� .�
�� x /'* ���� S� �# x �t�:4� ��>:< x′ �H K ��T7 /
 (�, x′) �7 �� [�,�] × S�

? � �# �H #�@ ��� +$'H 6>C x′ �# �� S� �� K�-#/� #�$4�� � E#�H �P� 9H�� �7
{p�, p�, p�, p�} / ����0� �\� � �$<�@/� W">'� K- �7 p� � p� �p� �p� {�:< A��L/
 

+#�7 $-��) �� $ $ A�BD .� �>:< M 
Steinev’s Roman Surface�

!�
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� ����� !� "�����#� $�� ����� � ���

/
 +$''H/� K�N:� �
� �# �7 �� JZ �!2+� �
@ �# ��>4N� �# ?��c) {�>)
���7�� ���< E#��) ��@�O �� �O�< +��� E#�� A�T # � K �E#. ��@�O �� /O��< ? � .�
�]OG� 1�*>C ? � S���� $ $d� �7 +��� JZ �� "� E�� �# ?��c) {�>) �H ���
�H ���� E$@ K�N:� ���7�� ���< �# �7 �*��>� #��� ��  � � �S���� ? � �7 �H ##�L/�

+$<�E$@ �h4� K- �7 �"� #�$4�� �#

i

!2+� �
@

+K���/� �]< #��� ��  � � .� ?@�	 � M �7 [�,�] × S� �7 �)�� ? � Q�	g� �7
(�, x′) ��>:< �7 �� �<��4�� �� �	� /04<� .� (�, x) ��>:< ��� /D�H ��]'� ? � A��7
��� A��<�L �7 �<��4�� ? � J$�)�� �7 ��H ? � �H �#�	< �h4� �<��4�� �T # A�� .�
E$���< G	�� $�I% ��P�O ��  � � +##�L W">'� �T # �� "� �7 ?�8�V .� �� �	� �� "� �H

+#�@ ��� !5+� �
@ �7 +#�@/�

i

? GH A�>7 �!5+� �
@

�]< F�P �4"�� +#�H p�>� �� X�7 $*7 �7 A�-$%&�'� J���/	< o�� ?�	- �7 �j:�C#
$�2,−n +#�	< p�>� J���/� 9�< �� A� �h� A�-�BD E�#��<�) �Sn A�-$%&�'�−n .�
K�'H/� � �*� {p,−p} �
@ �7 A�-�g�	d- ��	- E#��<�) 1��P �7 �� Pn $�	�<�
�4"�� +��� P� ���O �7 ��"@ Gj ��H Pn �# .�7 A�-�g�	d� ��*Y� +p ∈ Sn �H

!3
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����� � ��� ����
%� &��

�j$*7 +$'4N�< ��4D� o�) $O JZ �� � �N�< �- S� E�#��<�) ��"@ A� �h� A�-�BD
+$'4N- #�D n �7 Pn A�-�BD .� 1��&4� Gj ��H ��. n �7 Pn A�-�BD �H $ # $�-��)

/ �-$%&�'� K�-��)/� +K ��# .��< A�T # � �*� �7 ��-$%&�'� .� ��$:� ? � ��	
� A��7
A���# .�� A�� {�:< +MN # � � ���7�� ���< ��]< �$<��# z.��y �H K�'H /D�*� ��
F�����	- Rn .� �n;� A��g�	d� � . �7 ��� �$'4N�< Rn �7 F�����	- .�7 A�0�T �N	-

1��P �7 �� Hn �� 4N7 A�BD K�< +$'4N-

H
n :=

{
(x�, · · · , xn)

∣∣xi ∈ R, xn ≥ �
}

�� . ��P�) �7 M A�4� ��� / �BD ����3�� ������ .� ��]'� +K�'H/� � �*�
�D� J�'� � ≤ n b�=P #$g M � x .� U .�7 /T �N	- M �x ∈ M �L�

+Hn �7 � � ��� F�����	- Rn �7 � U �H #�@/�
F�����	- Rn �7 K- �H #��$< A�/T �N	- ���#. �� � ��#�"� $%&�'� M .� A��>:< }�-
�7 F�����	- /T �N	- A���# �H x ∈ M /t�:< m_$*7 / �#���<a Hn �7 K- � $@�7
 8 A! � 3�� �� /t�:< ?�'� ��	- ��g�	d� +K�'H/� �9d� {�:< � �� .� �� �$'4N- Hn

$%&�'� /%"C ��0&� �7 M A$%&�'� �s<�'� +K�-#/� J�;< ∂M #�	< �7 � E$���< M
E�T<Z �$@�7 Rn .� A��g�	d� � . M �L� �H #�@ ��� +∂M = ∅ K ��# E�T<Z �$@�7
A��g�	d� � . J��'g �7 M . �� �7 /%H ���O �# ��#E�"� $%&�'� M J��'g �7 M .��
n >$*7 �7 ��#�"� A$%&�'� M Gj �� �L� �H ��� m��� 1��&4� R

n Af���V�� A�BD 9�
+$'4N- _Af���V�� /'*� �7a A. �� {�:< M {�:< ��	� E�T<Z �$@�7

A�-$%&�'� 9�< � �-$%&�'� (�h) �# u=7 (�h) �# u=7 K�-��n7 �s<�'�
/'*� �7 z$%&�'�y pG>P� S%r� +$;H/� �.��# �7 u=7 �K�'H Q�"<# �j7��'4� ��#.��
A��7 +$'��</� �4N7 $%&�'� �jOG>P� �� E#�;D . �� J�$7 $%&�'� +��� ��#.�� $%&�'�

+K�'
< E#�&4�� .�� �7 � $%&�'� pG>P� .� K�-#/� ���� ���#.�� $%&�'� �7 E��@�

'�
��(� )! 

min{�, d} � d/(�+d) 1��P ? � �# �$@�7 X �7 �4� M d �L� �H $�-# J�;< +�
/<�	- �@�T< ��T # J��7 �7a $<. ��K- d �7 �-�4� ? � �E�Gg �7 +$'4N- �4� 9�<

+_��� KN�D��	�	- Id : (X, d) → (X, d̄)

!�
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����
%� &�� ����� � ���

$@�7 di < � �7 A�4� / �BD (Xi, di) A� i ∈ I �- Ǳ�.� �7 �L� �H $�-# J�;< +!
�H ���� A�4� A�BD M (X, d) E�T<Z Xi ∩Xj = ∅ A� i �= j �- Ǳ�.� �7 �
d(x, y) = E�T<Z �x, y ∈ Xi A� i ∈ I M Ǳ�.� �7 �L� � X :=

⋃
iXi JZ �#

A��g�	d� � . �- Xi .� M �- +d(x, y) = � 1��P ? � ��r �# � di(x, y)
Y =

⋃
i Yi �H ��� F�����	- X �7 /4C� �0'� � /4C� Y ⊆ X � ��� X .� .�7

�- �7 � (X, d) A�BD +(i ∈ I) $'D�����	- Xi �7 Yi A�9d� A�-�g�	d� �H
+K���</� Xi A�-�BD A�9d� `�	4� �� JZ �7 F�����	- A�BD

+��� E#�;D �j*Y�� A$%&�'� �- �H $�-# J�;< _��� +2

�A$'"	- $%&�'� �- � ��� /-�� $'"	- �j*Y�� A$%&�'� �- �H $�-# J�;< _^
+��� $'"	- �j*Y��

.� ��� 1��"g E��a +��� /��C $'"	- �$'"	- $%&�'� �- �H $�-# J�;< _�
�4%
;� K
O +��� M �7 M � �4���V � �h� ��C ��� �[�,�] �� 4���V � �h�
/-�� $'"	- 1�"x� ��� �#��# [ �04<� �# ?�7 ��C M /-�� �- �H ��� ? �

_+�N�< A���@# ��H �-$%&�'� #��� �# J#�7

�- �A� x ∈ X �- Ǳ�.� �7 �H $' �L $'"	- �j*Y�� /���P �# �� X A�BD +5
�$�'H �7�x +$@�7 �4@�#�7 �# $'"	- /T �N	- M x .� /T �N	-

+$-#/	< �d�4< �� /*Y�� A$'"	- �A$'"	- _���

+��� /*Y�� $'"	- �/*Y�� $'"	- A�BD M .� .�7 ��g�	d� � . �- _^

+$'@�7 .�7 �JZ .�7 A�-�&���� �H ��� /*Y�� $'"	- /4C� �0'� � /4C� X _�
/T �N	- M �/*Y�� $'"	- A�BD M .� �>:< �- .� /T �N	- �- ��d�4< �#

+#��# �7 �# .�7 $'"	-

+��� F�����	- �-�&���� .� �9d� /g�	4� �7 /*Y�� $'"	- A�BD �- _#

F�����	- [ �-�&���� .� �9d� /g�	4� �7 �\� � ���� /*Y�� $'"	- A$%&�'� �- _-
+$'4N- .�7 $%&�'� � . M �0<Z .� M �- �H ����

+��� .�7 �$%&�'� .� �� � �*� �# U /T �N	- �H $�-# J�;< _��� +,

A� x ∈M �- Ǳ�.� �7 �$%&�'� .� �� � �*� �# n b�=P #$g �H $�-# J�;< _^
+��� #�D �7 �h='�

!�
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����� � ��� ����
%� &��

�$%&�'�−nM .� A��g�	d� � . �
' � A��7 /D�H � �.X {�@ �H $�-# J�;< _��� +�
+$@�7 .�7 �H ��� ? � �$@�7 $%&�'�−n

x ∈ M [t�:< �� �%H �# M $*7 E�T<Z �$@�7 $'"	- M �L� �H $�-# J�;< _^
+��� �7�x

M �7 M � �4���V f : U → R � E#�7 E.�7 U ⊆ R �L� �H $�-# J�;< _��� +3
+��� /��9< f �
' � � � ��� A#�*P f � E�T<Z �$@�7

+��� .�7 f(U) � �h� �H $�-# J�;< _^
+��� KN�D�����	- f �@�T< �H $�-# J�;< _�

�H $�'H R�D ����N� ? � #��� �# +�
E�T<Z �$@�7 F��	�	- Sn−� �7 A ⊂ Rn �L� +_J�#�f /'='� �� �BC K�	*�a +�

+��� JZ ��&���� �# �- . �� A � �#��# �&���� �# R
n −A

�$@�7 F�����	- Dn :=
{
x ∈ Rn

∣∣ d(x,�) ≤ �
} MN # �7 B ⊂ Rn �L� +!

�$�'H �7�x �S���� ? � �7 +��� $'"	- Rn −B E�T<Z
� ��� #�$=��< _Ext(A) #�	< �7 A ���)a Rn − A A�-�&���� .� /
 _���

+��� #�$=� _Int(A) #�	< �7 A J��#a A�T #

f : U → A � $@�7 F�����	- S
n−� �7 A ⊂ U �$@�7 .�7 U ⊂ R

n �L� _^
1��P ? � �# �_��� A �7 /	N�D�����	- f �\� �a $@�7 �4���V � M �7 M 

+f(Int(A)) = Intf(A)

+$�'H �7�x �� _�a �$47� J0	���K�� +$�'H �7�x �� �'��# / �#���< _�

F�����	- � < n �H R
n �7 R

� �H $ ����7 K
O ? � A��7 /���$:� /��"x� _��� +�
+�N�<

Rm E�T<Z m �= n �L� �H $�'H �7�x J�#�f /'='� �� �BC K�	*� .� �j	�:4N� _^
+$'D�����	- ��r Rn �

�- zi .� ��T	- �� ��"<# � . �- $O �H $�-# J�;< ��� �.X �!+�+� �� �BC 1�"x� �# +�I
+#��# ���C r(y) `�*@ � y 9H�� �7 �� 4N7 A�L �# Gj 	g

A��7 ���	@ A�� �V _��� A�4� / �BD �Ha $'"	- $%&�'� �- �H $�-# J�;< +��
+#��# ���	@ � Q�T� A��g�	d� � . �\� � #��# o�Af���V��

2I
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����
%� &�� ����� � ���

� �E#�H J��7 �j4O��P �� f = S� − {(�,�)} p→ R� ×{−�} → R� SH�� 67�� +�!
+��� K�D����	�- M �H $�-# J�;<

+$�-# ��d<� f : Sn−� − {(�, · · · ,�,�)} → Rn−� 67�� #��� �# /07�;� ��H

�
@ �7 / �-�g�	d� �P� �# .�7 A�-�g�	d� � . �H ��� E$�Z ?4� �# _��� +�2
�$�-# J�;< +−p ∈ V E�T<Z p ∈ V �L� � ��� .�7 V ⊂ S� �H $'4N- f(V )

+�N�< �.X �)Z {�@
+��� /��9�� JZ �Hq �H #��# #�� /07�;� {�@ ���7�� ���< #��� �# _^

+��� �dH .� 1��&� �H $�-# b�Y��

/D�*� .�7 A�-�g�	d� �P� A��7 ?4� �# E$@ � �*� �4� �H $�-# J�;< _��� +�5
+#.��/� �� E$@

+��� � � � M P� $�-# J�;< _^

+��� F�����	- S� �7 P� $�-# J�;< _��� +�,
? � �# J�� � K�'H #�$	%C Sn .� A��g�	d� � . �� Sn−� K�<���/� J�� _^
�7 eV �$<�@/� E#�7 Sn �# �t�:4� {�:< �7 Sn−� �# �t�:4� {�:< �A��L /
 
1��P ? � �# �H $�-# J�;< +�D�L �]< �# �� Pn−� ⊆ Pn J���/� /*�"t ��t
_{x ∈ Rn

∣∣ d(x,�) < �
} �T # 1��"g �7a Dn MN # J��# �7 Pn − Pn−�

+��� F�����	-

9 �7 R� �# E�#�;D ��  � � �- �H #��#/� J�gq� Af���V�� .� M��GH A���BC +��
A� �h� A�BD �7 ���� �7 �4�# A#�$*� J#�	< �h4� .� �P�O / �BD �7 S�

/ �BD �7 �$@�7 E#�;D � ��#.�� A�� � � �H / �BD �- E�Gg �7 � ��� F�����	-
E#��<�) ? � b>� .� MN # /-�'4� A#�$*� �)�# ?4@�#�7 .� �H ��� F�����	-
A�BD ��$H �7 � . A�-�BD +$'��</� #��$<�4�� �� �-�BD ? � +��� E$@ �P�O
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