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 مراجع:

 جزوه درسی .1

2. Applied_Regression(Bookos.org) 

[Norman_R._Draper,_Harry_Smith] 

 و کاربردهای آن )دکتر بزرگ نیا و رضایی(جبرخطی  .3

 
 

 :جبر خطی کاربردی یاد آوری (0-1-1)

 :نماد و مفاهیم جبرخطی ماتریسها -0.1

 یک بردار باشد. Vمربعی و  B,A  دلخواه باشند و ماتریسهای p,N,Mفرض کنید ماتریسهای 

1-  ′M را ترانهادهM  گویند هرگاه جای سطر و ستونM  عوض شود به عبارت دیگر      ji)`=aijM` =(a 

2  -  )′=M ′(M   ,   ′M′=N ′)(MN   ,   ′+N′(M+N)′=M 

 هر گاه هم اندازه ) دارای ابعاد یکسان ( باشند  )جبری ( جمع پذیر ند N ,Mدو ماتریس    -3

یکسان ) برابر(  Nبا تعداد ستونهای  Pی هاضرب پذیرند هر گاه تعداد سطر N ,Pضرب ماتریس :   -4

∑                     باشند 𝑛𝑙𝑘𝑃𝑘𝑠)  , 𝑁𝑝 ≠ 𝑝𝑁𝑘=(sl=CksP*klN 

      P(M+N)=PM+PN                                                        -  5 

  A=A′نیز متقارن است و  A′ متقارن باشد آنگاه   Aاگر  6  -
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 متقارن هستند. ,PP′ P′Pمتقارن هستند و بطورکلی  A′A و ′AA یماتریسها   -7

 تعریف می شود.به صورت زیر گویند و  Vرا برابر با فاصله مبدا تا نقطه   Vطول بردار    -8

=√𝑉′𝑉 = √∑ 𝑣𝑖
2𝑝

𝑖=1 طولV 

  ضرب عدد )اسکالر( در ماتریس    -9

                                              )ijCM=(cm 

 تمرین )ثابت کنید( 10  -

                                                   ′P′M=′(PM) 

  ماتریسهای افراز شده: 11  -

که زیر افرازها بطوری ردافراز ک      𝐴11، 𝐴12، 𝐴21، 𝐴22    توان به زیر ماتریسهایی چون را می Aماتریس 

 می توانند مربع یا مربع مستطیل باشند.

A=(
𝐴11 𝐴12
𝐴21 𝐴22

) 

A=(

2    3 5
4 −3 0
9    3 6

    
8
7
5
   
  4
   2
−2

3    1  2    1  6

 مثال   (

 برای تعریف رتبه یک ماتریس ابتدا مفهوم استقلال خطی و وابستگی را تعریف می کنیم.  -12
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) که همگی باهم صفر  1c….,,ncرا وابسته خطی گوییم اگر اسکالرهای   n,...,a2a,1aمجموعه ای از بردارهای 

 1E(    0=nanc+….+1a1c(د بطوریکه نپیدا شو نیستند(

را مستقل خطی  1a…,,naی واما صفر حاصل شود آنگاه بردارهاها ت icچنانچه رابطه فوق فقط به ازای تمام 

حاصل   C=0فقط به ازای  AC=0اگر مستقل خطی هستند  Aستونهای ماتریس گویند . به بیان دیگر  

 این مجموعه وابسته خطی هستند(.ای از بردار ها شامل صفر باشند  مجموعهشود )اگر 

را می توان بصورت یک ترکیب خطی از  aبردارهای ار باشد آنگاه حداقل یکی ازقربر )1E( چنانچه رابطه

 ای زایدی به این شکل وجود دارد.میان بردارهای مستقل خطی بردارهبردارهای دیگر مجموعه نوشت. در

 (Rank)  :بصورت زیر تعریف می شود Aرتبه هرماتریس مربع یامستطیل 

 (A)=رتبه{ Aتعداد ستونهای مستقل }

 (A)=رتبه{Aتعداد سطرهای مستقل }

  .تعداد سطرهای مستقل خطی آن است ماتریس برابرثابت می شود که تعداد ستونهای مستقل هر 

 0ماتریسو  0یعنی بردار، Rank(A)=1فقط دارای یک عضو مخالف صفر باشد آنگاه  Aاگر ماتریس  :1تذکر

 دارای  رتبه صفرند.

×nبا  Nماتریس دلخواه  𝑝 یدبگیررادرنظر N  را دارای رتبه کامل(full rankگویند هر ) گاه

R(N)=min{n, p} .باشد 
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 .خطی هستنددو وابسته سطرها یا ستونها یا هر  Nدرماتریس مستطیلی    -2تذکر 

)=N هستندمستقل خطی  Nشود که سطرهای  میمثال: ملاحظه 
1 − 2    3
5      2    4

) 

 AC=0 بطوریکه Cبرداراند مطلوبست تعیین اما ستونهای آن وابسته خطی 

𝐴می دانیم که  ≠ 𝑜, 𝐶 ≠ 0 

𝐶 = (
𝐶1
𝐶2
𝐶3

) = (
14
−11
−12

) 

 .بسط داد این رابطه رامی توان برای حاصل ضرب ماتریسها 

A=(
1     2
2    4

) 

  B=(
   2          6
−1    − 3

) 

AB=0 

)=Cاگر 
2
−1
                                                                       ، داریم فرض شود  (

AB=AC=O توان نتیجه گرفت که پس می  ((B≠ 𝐶   

 ؟A=Cنمی توان نتیجه گرفت که  AB=CBحالت کلی از رابطه در 

)=C :مثال
2     1       1
 5  − 6    4

)=Aو  (
1     3       2
 2      0 − 1

), B=(
1    2
0     1
1     0

) 
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≠Aکه ملاحظه می شود  𝐶 ≠ ≠A;:ولی داریم 0 𝐶 AB=CB=(
3  5
1  4

) 

دارای معکوس  Aماتریس  ناویژه . رتبه کامل را ناویژه گویند) مربعی ( با A: ماتریس ماتریس ناویژه

در صورتیکه ، IA1  -=A1  -AA=و داریم :                نشان می دهند   A-  1 با است که آنرامنحصر به فرد 

A  آنرا ویژه نامند و معکوس ندارد.دارای رتبه کامل نباشد 

 .ماتریس مستطیلی بار تبه کامل نیز معکوس پذیر نیست   -3تذکر

 آنگاه سازگار باشند  B ,A یاگر ماتریسها   -1قضیه 

R(AB)≤ 𝑅(𝐴) 

 تعریف شده باشد( ABاگر ) 

≤ 𝑅(𝐵)     

≤ min {𝑅(𝐴), 𝑅(𝐵)}                                                  

را تغییر نمی  A، R(A)  در ماتریسناویژه باشند آنگاه ضرب آنها  C ,B یفرض کنید ماتریسها   -2قضیه 

 R(AB)=R(CA)=R(A)                         دهد یعنی

   R(A′A)=R(AA′)=R(A′)=R(A) :Aماتریسبرای هر   -1نتیجه 

 مراجعه شود بزرگ نیاترجمه  رنچر(–)الوین به مدلهای خطی برای آمار برهان:

=Aتوان نتیجه گرفت که  می AB=CBاز ه باشد و ناویژ Bاگر 𝐶. 
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 ضرب می کنیم.   B-  1در برهان: از طرف راست معادله فوق را  

 .را نتیجه گرفت  C ,A توان تساوییا ویژه باشد آنگاه نمی  مستطیلی باشد Bچنانچه ماتریس 

 است. دارای جواب منحصر بفرد  AX=Cآنگاه دستگاه معادلات ناویژه باشد  Aاگر 

 محاسبه می شود( بصورت زیر A′نیز ناویژه است و معکوس آن )  A′آنگاه ناویژه باشد  A اگر   -3قضیه 

-  ′)1  -A=(1 )′A(  

 .A1  -=B1  -(AB)-  1ناویژه است و  ABاندازه های مساوی آنگاه ناویژه باشند با A B,اگر 

 معکوس آنها: و حالتهای خاص

 افراز شده باشد داریم: زیرو بصورت  ناویژه باشد متقارن و Aفرض کنید 

A=(
𝐴11 𝐴12
𝐴21 𝐴22

) 

12A11اگر 
1  -A21A   - 22B=A  1آنگاه به شرط آنکه  -

11A , 1  -B  به آن وجود داشته باشند معکوس

𝐴−1صورت: = (
𝐴11
−1+𝐴11

−1𝐴12𝐵
−1𝐴21𝐴11

−1        − 𝐴11
−1𝐴12𝐵

−1

−𝐵−1𝐴21𝐴11
−1                                              𝐵−1

) 

𝐴 عنوان حالت خاص فرض کنیده ب  = (
𝐴11 𝑎12
𝑎′12 𝑎22

) 

 است .بردار   21aاسکالر و   22aمربع و   11Aآن که در

11اگر 
1  -A  1  آنگاه داشته باشد وجود  -A  را می توان نوشت:  
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1

𝑏
(
𝑏𝐴11

−1 + 𝐴11
−1𝑎12𝑎

′
12𝐴11

−1       −𝐴11
−1𝑎12

−𝑎12
′ 𝐴11

−1                                             1
)=1  -A 

12a 11آن که در
1  -A 12′a – 22a = b   .است 

یک ماتریس ناویژه است  Bیک بردار و  Cآن ناویژه باشد که در   ′B+ccاگر یک ماتریس مربع بصورت 

 آنگاه:

 
𝐵−1𝐶𝐶′𝐵−1

1+𝐶′𝐵−1𝐶
  - 1-B = 1-(B+CC′) 

𝑌ممکن را معین مثبت گویند هرگاه به ازای تمام مقادیر  Aماتریس متقارن  تعریف : ≠  داشته باشیم: 0

 y′Ay > 0 )صورت درجه دوم مثبت( 

≠yبرای تمام مقادیر اگر  ≤ y′Ay داشته باشیم 0  را نیمه معین مثبت گویند. Aو  y′Ayآنگاه  0

)=Aبرای معین مثبت  مثال:
 2      − 1
−1          3

 که (

 y′Ay =2𝑦1
2 + 3𝑦2

2 − 2𝑦1𝑦2 

 
  1

2
𝑦2)

2 +
5

2
𝑦2
2 > 0                                                                         - 1y(2=          

 برای تشریح نیمه معین مثبت   -2مثال  

 2)32y  -2(3y + 2)3y  -1(3y + 2)2y  -1(2y 

 و
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A=(
13      − 2       − 3
−2         10       − 6
−3      − 6            5

 واضع است که اگر،  (

 2=y 1y2,     3y=  1y3 ,   3y2= 2y3   فرض شود داریم: 

 0Ay=′yمخالف صفرند                      y  2,y  1y,3 درصورتیکه

 y′Ay=0                  :داریم y=(1,2,3)مضرب یعنی برای هر 

 .باشد y=0مگر y′Ay>0  اینصورت در غیر 

 .مثبت هستند iiaیعنی  Aقطری  ءمعین مثبت باشد آنگاه تمام اعضا  Aاگر    -4قضیه 

≤یعنی Aقطری  ءمعین مثبت باشد آنگاه تمام اعضا نیمه Aاگر  0iia  .مثبت هستند 

 است در نتیجه : 1ام آن iلفه که فقط مو y′ =(0,…,1,…,0)برهان: فرض کنید 

>0iia = y′Ay 

 داشته باشیم:پس باید 

 موکول می شود. 46ادامه بحث به کتاب مدلهای خطی برای آمار، صحفه 

 :دترمینان یک ماتریس

 .است Aیک تابع اسکالر از  Aمانند n*nدترمینان یک ماتریس مربع 
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𝐴                                                                         اگر = (

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

) 

Det(A)=|𝐴|=𝑎11𝑎22𝑎33 + 𝑎12𝑎23𝑎31 + 𝑎13𝑎21𝑎32 − 𝑎13𝑎22𝑎31 − 𝑎23𝑎32𝑎11 −

𝑎33𝑎12𝑎21 

 :باشد  diagonalیک ماتریس قطری  Dاگر  :4قضیه

D=(

𝑑1   …    0
…
…

0   …  𝑑𝑛

)⟹ 𝑑𝑒𝑡(𝐷) = |𝐷|=𝜋𝑖=1
𝑛 𝑑𝑖 

 یک ماتریس مثلثی باشد دترمینان آن برابر حاصل ضرب اعضای قطر اصلی است . A اگر   -2

≠det(A)ناویژه باشد  Aو اگر  0 det=(A)ویژه باشد آنگاه  Aاگر    -3 0 

 det(A)>0معین مثبت باشد آنگاه  Aاگر    -4

 |𝐴′|=|𝐴|همیشه داریم    -5

 باشد ناویژه Aاگر   -6
1

|𝐴|
=1  -det(A) 

 )nIcC= ,  n)=cCdetآنگاه  C=diag(c,...,c)اگر  -7

⟹A=CBنیز  det (𝐴) = 𝑐𝑛|𝐵| 

𝐴ناویژه باشند و 11A    22Aمربعی و A فرض کنید = (
𝐴11 𝐴12
𝐴21 𝐴22

)  
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|𝐴|=|𝐴11||𝐴22 − 𝐴2𝑖𝐴11
−1𝐴12| 

|𝐴|=|𝐴22||𝐴11 − 𝐴12𝐴22
−1𝐴21| 

|حالت خاص: 
𝑎11      𝑎12
𝑎21     𝑎22

|=21a12a  -22a11a 

𝐴اگر  = (
𝐴11 0
𝐴21 𝐴22

 مربعی نه لزوما به یک اندازه هستند . 11A ,  22Aکه در آن  (

𝐴 = (
𝐴11 𝐴12
0 𝐴22

) 

 |𝐴|=|𝐴11||𝐴22|آنگاه

 ماتریسهای مربعی به یک اندازه باشند B , A اگر    -5قضیه 

 = |𝐴||𝐵|    1-  

|𝐴𝐵| 

2-  |𝐴𝐵|=|𝐵𝐴| 

  3-  |𝐴2|=|𝐴|2 

 

 :و ماتریسها بردارها   2  -1  -0

 a′b=0)عمود بر هم ( گویند هر گاه حاصل ضرب داخلی آنها صفر باشد  را متعامد  b ,a بردار دو

 باشد θ=90شود که زمانی که  ملاحظه می، باشد b , a کسینوس بردارهای θاگر 
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COS(θ)=
𝑎′𝑏

√(𝑎′𝑎)(𝑏′𝑏)
 

توان با تقسیم  را میC   باشد لذا هر بردار دلخواه  a′a=1را نرمال شده گویند هر گاه a بردار  بردار نرمال:

=aش یعنی لبر طو
𝐶

√𝐶′𝐶
 نرمال کرد.  

≠و  1i=c′ciکه 1c…..,pcی نرمال حال اگر مجموعه ای از بردارها 𝑗) ci′cj = 0 i(  نگاه این مجموعه آ

یک  Cد یکه باشند انگاه ستونهای متعامدارای  Cحال اگر ماتریس  .را مجموعه متعامد یکه از بردارها گویند

  برقرار است. CC′=Iاست می توان نشان داد که  C′C=Iد با خاصیت ماتریس متعام

شود که  رابطه فوق ملاحظه می ازکه می باشد. ی د دارای سطرها و ستونهای متعامدیعنی یک ماتریس متعام

1  -C′=C  اگر C  .متعامد باشد 

 دلخواه باشد آنگاه :  PP.Aد باشد و یک متعام  P.PCاگر   -6قضیه

     𝐶|=+1|یا                                                                                                   1-   -1

2- |𝐶′𝐴𝐶|=|𝐴|                                                                                                     

3-   ≤ 𝑐𝑖𝑗 ≤   .است Cعضوی دلخواه از  ijcکه در آن  11

 شود  بصورت زیر تعریف می Aیک ماتریس مربع (  Trace )اثر

Tr(A)=∑ 𝑎𝑖𝑖
𝑛
𝑖=1 

 :باشند آنگاه  nدر    n ماتریسهای   B , Aاگر    -7قضیه 
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𝜆𝑉 

1-                                                                          Tr(A±𝐵) = 𝑇𝑟(𝐴) ± 𝑇𝑟(𝐵) 

 باشد آنگاه Pn,A   P.nB. اگر2  -

Tr(AB)=Tr(BA) 

∑باشد آنگاه : npAاگر  -3 𝑎′𝑗𝑎𝑗  
𝑃
𝑗=1=A)′Tr(A   

 .است Aام  j سطر jaکه در آن 

4-                                                              Tr(A′A)=Tr(AA′)=∑ ∑ a2𝑖𝑗
p
j=1

n
i=1 

 AP)=Tr(A)1  -Tr(pآنگاه   یک ماتریس ناویژه باشد n.n  nnP ,یک ماتریس  Aاگر -4

 باشد آنگاه: n.nیک ماتریس متعامد  c  ,  n.nیک ماتریس  A اگر  -6

 Tr(c′Ac)=Tr(A) 

 ویژه یک ماتریس: بردار و مقدار

  AV=𝜆𝑉توان یافت بطوریکه  می Vو یک بردار غیر صفر  λیک مقدار اسکالر  Aبرای هر ماتریس مربع 

 ر نامیده می شوند.ترتیب ریشه و بردار مفسند که گاهی به نام A ماتریس را بردار ویژه Vو مقدار ویژه  𝜆و

2V 
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V1 

                                                                                                                                  

      

                                      

AV-  𝜆𝑉را بصورت   AV=𝜆𝑉اگر  = (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑉 = 0 

داریم  و یک ماتریس ویژه A-  λIاست یعنی  A-  λIیک ترکیبی خطی از  𝑉(A-  𝜆𝐼)یعنی 

  |A − λI| = ر یا آورد و معادله فوق را معادله مفسویژه را بدست  مقدار  𝜆توان  آن می که از حل0    

 مشخصه می نامند.

,𝜆1 ریشه خواهد بود یعنی nباشد آنگاه معادله فوق دارای  n*n   Aاگر … . , 𝜆𝑛که𝜆𝑖 ما هم متمایزوها لز 

 مخالف صفر یا حقیقی نیستند. یا

 مقادیر ویژه یک ماتریس متقارن حقیقی هستند.   -4تذکر

 71توابعی از یک ماتریس :صحفه

 باشد: n*n یک ماتریس متقارن Aفرض کنید  : 12.2قضیه

,𝜆𝑛مقادیر ویژه  -1 … , 𝜆1 .حقیقی هستند 

≠تواما متعامد هستند یعنی  Aماتریس    1x…,nx بردارهای ویژه   -2 𝑗v;  0=jxi′x 

∑=′A=CDCتوان نوشت را می Aانگاه    -3 𝜆𝑖𝑥𝑖𝑥𝑖′ ∶ 
𝑛
𝑖=1 

V 
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,𝜆1که در آن  … . , 𝜆𝑛)(agiD=d  و)nx,….,1=(xC  ماتریس متعامد است و رابطه اخیر را تجزیه طیفی

 .گویند Aماتریس 

 C′AC=D را می توان قطری کرد: Aآنگاه   -4

5-   

|𝐴|=𝜋𝑖=1  
𝑛 𝜆𝑖  , 𝑡𝑟(𝐴) = ∑ 𝜆𝑖

𝑛
𝑖=1 

 A2A=ند هرگاه را ماتریس خود توان نام Aماتریس خود توان :

 است Iتنها ماتریس ناویژه خود توان ماتریس همانی   -13.2قضیه 

⟹چون 𝐴 = 𝐴𝐴−1 = 𝐼=A2A 

 نیمه معین مثبت است. Aیک ماتریس ویژه متقارن خود توان باشد آنگاه  Aب: اگر 13  -2قضیه 

 مشتق توابع خطی و صورتهای درجه دوم:

 آنگاه: )px,….1x)′=x ;) xu=f(فرض کنید 

𝜕𝑢
𝜕𝑥⁄ = (

𝜕𝑢
𝜕𝑥1
⁄

⋮
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑝⁄

)  ;   𝜕𝑢 𝜕𝑥𝑖      ,     𝑖 = 1,… . , 𝑝⁄  

  .مشتقات جزئی هستند
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𝑢��آنگاه  باشد =x′a uاگر 
𝜕𝑥⁄ = 𝑎 = (

𝑎1
⋮
𝑎𝑝
 .چون ستونی است پس مشتق آن ستونی خواهد بود، (

 آنگاه  باشد یک ماتریس متقارن از ثابتها Aکه در آن  u=x′Axت:فرض کنید 2.4قضیه

∂𝑢
∂X⁄ =

∂(X′AX)

∂X
= 2AX  

 x2,x1x′=[x,3[ اثبات : نشان میدهیم که برای

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

] ⟹ 

2
3x33+ a 3x2x23+ 2a 2

2x22+ a 3x1x13+ 2a  2x1x12+ 2a 2
1x11= axx′A 

 
𝜕(𝑥′𝐴𝑥)

𝜕𝑋𝑖
=2𝑎𝑖

′𝑥 ⟹ 
𝜕(𝑥′𝐴𝑥)

𝜕𝑥
=2𝐴𝑥 

𝑎𝑖که
  است. Aام iسطر   ′

 :ها یادآوری متغیرهای تصادفی و توزیع1  -2  -0 

  .: تابعی از فضای نمونه به مجموعه اعداد حقیقی است متغیر تصادفی

تعریف می کنیم اگر هر دو سکه  1برابر را  Yمتغیر تصادفی  ،اریب را پرتاب می کنیم دو سکه نا  -1مثال

 شود. تعریف می 3شوند در غیر اینصورت ظاهر یکسان 

 X  عدد ..م.ت
1

3
گیرد اگر حداقل یک شیر بیاید در غیر اینصورت  می   

8

3
 گیرد می  
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Z          X          Y            Result    

4

3
 

1

3
 

           1            HH        

10

3
 

1

3
 

3           TH         

10

3
 

1

3
 

3          HT        

11

3
 

8

3
 

1          TT         

 

 Z=X+Yتعریف کرد:  را اینطور  Zتوان متغیر تصادفی  می

 را باشد )متناهی یا نا متناهی( گسته است اگر مقادیری که می پذیرد شما  Xمتغیر تصادفی   :1تعریف

پیوسته است اگر مقادیری که می پذیرد شامل یک یا چند فاصله یا اجتماعی  Xمتغیر تصادفی     -2تعریف

 ا باشد(نا شمار Xاز چند فاصله باشد ) مجموعه مقادیر 

 یک متغیر تصادفی باشد Xتابع توزیع: فرض کنید 

F(x)=p(X≤ 𝑥)  

 گسسته باشد  Xتابع احتمال: فرض کنید 

f(x)=p(X=x)                                              p.f 

 پیوسته باشد.   Xتابع چگالی احتمال: فرض کنید 
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f(x)=
𝜕𝐹(𝑥)

𝜕𝑥
  ,  p(a≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ;  𝑎 < 𝑏

𝑏

𝑎
 

F(x)=∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

−∞
 

 آنها بصورت زیر تعریف می شود. cdf توام  متغیر تصادفی باشند تابع توزیع 1X….,,nXفرض کنید 

F(x1, … . , x𝑛) = p(𝑋1 ≤ 𝑥1, …𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛)                                          

𝜕𝑛𝐹(𝑥1,…𝑥𝑛)

𝜕𝑥1………𝜕𝑥𝑛
=)n,…,x1(xf 

 گانه: تابع توزیع شرطی چند

𝑝(𝑋1≤𝑥1,…,𝑋𝑘≤𝑥𝑘 ,𝑋𝑘+1∈𝐴𝑘+1,….,𝑋𝑛∈𝐴𝑛)

𝑝(𝑋𝑘+1∈𝐴𝐾+1,…𝑋𝑛∈𝐴𝑛)
 =)nA∊nX,…..,k+1A ∊ k+1X | k,…x1F(x 

 و مستقل گویند.به د ند آنگاه آنها را دوبقیه متغیرها نداشته باشروی اگر شرطهای فوق اثری  

 :هرگاه گویند را مستقل از یکدیگر 1x……..,,nx ف:یتعر

n,….,x1x∀ ;   (xn)xnF)……1(xx1)=Fn,….,x1F(x 

 .کناری گویندهای  dfcرا  n(x XnF(.…,x1XF)1(تذکر: توابع 

                                                                 1-     f(x)=∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦, 

2 − f(u, 𝑣) = ∬𝑓𝑢,𝑣,𝑥,𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦  

+∞)                               ,(xY,X)=Fx(XF    -3 

 
𝑓(𝑥,𝑦)

∫𝑓𝑥,𝑦(𝑥,𝑦)𝑑𝑥
 =   

𝑓(𝑥,𝑦)

𝑓𝑦(𝑦)
= )y|x(y |xf  -4 
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                                            ⊥ 𝑦x;  ) (yy(x)fx)=f(x,yf   -5 

 :، آنگاه متغیرهای تصادفی باشند Y,Xفرض کنید  

∫𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥==E(X)xµ 

 𝜇𝑋
2  - 2EX=𝜇𝑋)

2  -X=E(X𝜎2=V(x) 

𝜎𝑥,𝑦 = 𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝐸(𝑋 − 𝜇𝑥)(𝑌 − 𝜇𝑦) 

 X  :)     Xt(t)=E(eXM تابع مولد گشتاور

 یک بردار از متغیر های تصادفی باشد Xفرض کنید 

 ′)nX,…,1XX=( 

𝐸(𝑋) = (
𝐸𝑋1
⋮

𝐸𝑋𝑛

) 

𝑉(𝑋) = (

𝑉(𝑋1) 𝐶𝑂𝑉(𝑋1, 𝑋2) …

𝐶𝑂𝑉(𝑋2, 𝑋1) 𝑉(𝑋2) .
⋮ . ⋱

    
𝐶𝑂𝑉(𝑋1, 𝑋𝑛)

⋱
.

𝐶𝑂𝑉(𝑋𝑛, 𝑋1)              .              …         𝑉(𝑋𝑛)

)  

 

 تابع مولد گشتاور توام:

)]nxn+….+t1x1)=E[exp(tn,…,t1M(t 

 :  امید ریاضی شرطی 
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E(x|A)=∫𝑥𝑓(𝑥|𝐴)𝑑𝑥                                                          

 :دیگر چند خاصیت مفید 

                   1-   E(g(x))=∫𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥                             

2-   Cov(x,y)=E(xy) -   E(x)E(y)                                    

3-   X⊥ 𝑌 ⟹ 𝐸(𝑋𝑌) = 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌) ⟹ 𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 0 

≥  1                                 t=0    ; k∣  𝑑𝑡𝑘/(t)xMk)=dkE(x   -4 

)v(y)+2ab cov(x,y2v(x)+b2(ax+by)=aV   -5 

 𝑒𝑡1𝑥1+⋯+𝑡𝑛𝑥𝑛)                            ()=En....t1,(tX1,….XnM   -6 

                                             y))|(E(g(x)YE(g(x))=E   -7 

8-   V(g(x))=Ey[v(g(x)|y)]+Vy[E(g(x)|y)]                    

9-   ∑  = 𝑉(𝑋) ⟹                                                              

∑  .است یک ماتریس متقارن و نامنفی   

 

10-   𝜇 = 𝐸(𝑋)  ,   ∑ = 𝑉(𝑋)                                               

 آنگاهماتریسی با عناصر ثابت باشد،  Mگر و 

E(MX)=ME(X)=M𝜇                                                                             



  

22 
 

V(MX)=M∑𝑀′                

 :                                                                         توزیع های مهم  3  -2  -0

 نرمال:  -1

𝑋~𝑁(𝜇, 𝜎2) 

 

f(x)=
1

√2𝜋𝜎
exp {−

1

2𝜎2
  (𝑥 − 𝜇)2}               , 𝑥𝜖𝑅 

θ={(𝜇, 𝜎2)| − ∞ < 𝜇 < ∞   , 𝜎2>0} 

 𝑥𝑝{𝜇𝑡 + 𝜎
2𝑡2

2⁄ }(t)=exM 

 Chi- squari  یا خی دو یا کی دو  -2

𝑋~𝜒𝑘 
2  

𝑓𝑥(𝑥) =
1

Γ(𝑘 2⁄ )2
𝑘
2⁄
 𝑥(

𝑘
2⁄ −1) exp(−𝑥 2⁄ ) ;   𝑥 > 0  , 𝑘 > 0 ⟹ 

𝐸(𝑋) = 𝐾, 𝑉(𝑋) = 2𝐾     ,    𝑀𝑥(𝑡) = (1 − 2𝑡)
−𝑘 2⁄  

 :توان به بیان دیگر می

 )0,1~N(iX ;  n, X,…1X  If   

 یک نمونه تصادفی باشند
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If   x=∑ 𝑥𝑖
2 ⟹ 𝑥~𝑋𝑛                                  

2𝑛
𝑖=1 

 kt ~ x  فرض کنید توزیع استودنت :  -3

 شود  درجه آزادی توزیع نامیده می kکه در آن 

𝑓(𝑥) =
Γ (
𝑘 + 1
2 )

(𝑘𝜋)
1
2⁄ Γ(𝑘 2⁄ )

(1 + 𝑡
2

𝑘⁄ )−
𝑘+1
2   , −∞ < 𝑥 < ∞ & 𝑘 > 0  

 به بیان دیگر اگر                                                         

𝑍

√𝑉/𝐾
= X , K

2,V~X ~N(0,1) Z 

                                                                                     kt ~ X  آنگاه: تعریف شود

  )m,nx~F(رتوزیع فیش   -4

 آزادی توزیع نامیده می شود. های هرجد n ,mکه در آن 

F(x)=
Γ(
𝑚+𝑛

2
)Γ(𝑚 𝑛⁄ )

Γ(
𝑚

2
)Γ(

𝑛

2
)(1+

𝑚

𝑛
𝑥)
(𝑚+𝑛)
2

  ;    𝑥 > 0 ;𝑚, 𝑛 > 0 

 به بیان دیگر 

⟹ 𝑥~𝐹𝑚;𝑛
2

nz~x ,  2
my~x  ,

𝑦/𝑚

𝑧/𝑛
  =x                                                   

 𝜇,∑)( nN ~ xتوزیع چند متغیره نرمال:                                                               -5
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1

√(2𝜋)𝑛‖∑  ‖
𝑒𝑥𝑝{−

1

2
(𝑥 − 𝜇)′∑ (𝑥 − 𝜇)}−1

 =(x)xf 

∑‖که در آن  ∑کواریانس   -نماینده قدر مطلق دترمینان ماتریس واریانس    ‖   است   

μ   = 𝐸(𝑋),∑ = 𝑉(𝑋) , 𝑉 = (𝑉1, … . 𝑉𝑛)′                                          

                                                             𝜇′𝑣 +
𝑣′ ∑ 𝑣

2
}{=exp (v)xm )=x′vE(e 

  Statistical Infrenceآماری –  استنباط 0  -2  -4

1-  point estimation 

 =𝜃̂)nx,…1x( 𝜃̂ یک پارامتر مجهول جامعه باشد اگر  θیک نمونه تصادفی باشد و  nx,…..1xفرض کنید 

  :باشد آنگاه خواص زیر را داریم θیک برآوردگر 

  𝜃̂   (a  نااریب گویند هرگاه  را(unbiased) 

E( 𝜃̂ )=𝜃 

 Efficiency (b   برآردگر کارا  ر( یاثمو ,)کارایی efficient estimator  

می نیمم در  v( 𝜃̂)آوردگرهای  نااریب دارای کمترین واریانس است به عبارت دیگر دربین تمام بر 𝜃̂ یعنی

 .(θ)برای  دگرهابین تمام بر آور

c    - :همگرایی در احتمال 

lim
𝑛→∞

p(∣ θ −  𝜃̂ ∣≤ 𝜀) = 1   ∀  𝜀 ≥ 0    →                               
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 به بیان دیگر

lim
𝑛→∞

𝑉𝑎𝑟(𝜃̂) = 0 

                                                         MLE(  :)}nx,…,1max {f(x( روش درستنمایی ماگزیموم

 برآوردگر های این روش حداقل دو خاصیت اخیر را دارند؟

𝑀𝑆𝐸( 𝜃̂) = 𝐸( 𝜃̂ − 𝜃)2 = 𝑉( 𝜃̂) + [𝑏𝑖𝑎𝑠( 𝜃̂)]2              − 𝐷 

Bias( 𝜃̂)=E( 𝜃̂) -  𝜃 

,𝑥1     فرض کنید … 𝑥𝑛~
𝑖𝑖𝑑  𝑓(𝜇, 𝜎2) 

𝑋 =
1
𝑛
∑𝑥𝑖    ,    𝑠𝑛2 =

1
𝑛−1

∑(𝑥𝑖− 𝑥̅𝑛)
2

𝑛

1

𝑛

1

 

 آنگاه

𝜇1    ,   𝑣(x̅n) =
𝜎2

𝑛⁄)=nx̅(E  -1                                                                      

2 − 𝐸(𝑠𝑛
2) = 𝜎2 , 𝑉(𝑆𝑛

2) =
2𝜎4

𝑛−1
  

𝜇, 𝜎2)( ~𝑁n,…,x1if  x  -3 

nx̅    ,    2آنگاه :
ns   مستقل از یکدیگرند و 

1  -n
2x X̅~𝑁(𝜇,

𝜎2

𝑛
) ,

(𝑛−1)𝑠𝑛
2

𝜎2
~        
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𝑥̅𝑛 − 𝜇

√𝑆𝑛
2

𝑛

~𝑡(𝑛−1) 

  Confidence Interval Estimatorsبر آوردگرهای فاصله ای اطمینان :

 را یک فاصله اطمینان با ضریب )n,..x1x( 𝜃̂2  ),n,…,x1x( 𝜃̂1((فاصله تصادفی 

   100× (1 − 𝛼)% برای𝜃   :گویند هر گاه 

≤ 𝜃 ≤  𝜃̂2 ) = 1 − 𝛼1 𝜃̂(P 

 Statistical Hypothesis Testing :آماری آزمون فرض

α 1 از قبل معلوم می باشد، سطح معنی داری − 𝛼  نامیم. اطمینانضریب را  

 value -p :  0 فرض از داده ها.)حاصل( سطح معنی دارای مشاهده شدهH  دلالت بر درستی شرایط قبل

و دلالت بر تغییر شرایط پیشین یا وجود شرایط جدید   alternativیا جایگزین ، 1Hفرض  دارد و

 متفاوت از قبل دارد.

 مشاهده آماره آزمون  -1

یا محاسبه سطح معنی داری مشاهده شده که آنرا با   1Hدر مقابل   0Hمحاسبه احتمال رد فرض  -2

𝛼∗  نشان می دهند و p-value .می نامند 

 )تصمیم در مورد فرض( 0Hد فرض پیشین رد یا عدم ر -3
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 ها:برای تصمیم گیری در رد/قبول فرضیه Rule of Thumb قانون انگشتی

Decision  سطح  معنی داری مشاهده شده  𝛼∗  

∗𝛼 نیست 0H دلیلی بر رد ≥ 0.10 

≥0.05 کنیمرا رد می  0H به اکراه فرض 𝛼∗ < 0.1 

≥0.01 شود رد می 0Hفرض  𝛼∗ < 0.05 

∗𝛼 شود رد می 0Hقویاً فرض  < 0.01 

 

 یادآوری رگرسیون خطی ساده :  1  - 1فصل 

برد است که در زمینه های گوناگون کارمتغیر پاسخ ی آزاد و تغیر هامتعیین رابطه بین هدف رگرسیون : 

 .باشدآزاد می  هایمقدار پاسخ با استفاده از متغییر و به منظور پیش بینی دارد

 مثال: 

 .امید زندگی یا طول عمر در کشورهای گوناگونمطالعه اثر در آمد روی   -1

 روی انسان. روی سلامتی و بیماریهایی پوستی ozoneاثر لایه ازون   -2

 .اثرآلاینده های صوتی روی سلامت روانی افرادجامعه)اعصاب( -4

 اثر میزان مطالعه روی نمرات پایانی )موفقیت دانشجو(. -5
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متغیرهای موجود یا فاکتورهای اندازه پذیر پس از مشاهده مقدار بین رابطه هدف از آنالیز رگرسیون مطالعه 

 متغیرها می باشد و موضوعات مطرح در آنالیز رگرسیون عبارتند از:

 تعیین مدل رگرسیون  -1

 بر آورد پارامترها  -2

 ) اصلاح الگو( ی موثرانتخاب متغیرها  -3

 پیش بینی   -4

 د.ناشب متغیر پاسخ yو )کمکی–توصیفی –فاکتور (متغیرهای آزاد   px,  ... ,1xفرض کنید 

 طور نوشت باشد )دقیق( می توان آنرا این یتعیین   yو px,,…1x اگر مدل یا رابطه بین 

)px,,…1(x f = Y 

دخالت می طور نیستند یعنی خطاهای اندازه گیری یا عوامل غیر قابل کنترل دیگر اینهمیشه در عمل  ولی

 بصورت زیر نوشت:با خطای ناشی از آن که اجبارا مدل را باید کنند 

(𝛽       1  -1تعریف + 𝜀,xtuation=f(cfla andomR)+𝛽,x( f = y       

و بخش  fتوسط   y ی ازاست که بخش fرگرسیون پیدا کردن تابعی تقریبی برای آنالیز در واقع هدف 

   توان رگرسیون خطی چندگانه را بصورت زیر نوشت :  تعین می شود که در کل می 𝜀توسط   y کوچکی از 

, 𝛽)xy = f ()  1.2( 
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  g(y)بیان می شود  xبطور کامل با   yیعنی تغیرات 

y=𝛽0  : تعریف رگرسیون خطی + 𝛽1𝑓1(𝑥1) + ⋯+ 𝛽𝑝𝑓𝑝(𝑥𝑝) + 𝑒 

 که در رگرسیون خطی ساده داریم: 

Y=𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝜀 

𝛽0 + 𝛽1𝑥1𝑖 + 𝜀𝑖   ;  𝑖 = 1,2,… , 𝑛=iY 

خطی  𝛽نسبت به  مذکورشود هر گاه رابطه  ند و رابطه فوق خطی نامیده میمعلوم g,fابع وت :1تذکر

 باشد.

 باشد.  𝛽، نباید تابعی از  𝛽به بیان دیگر مشتق رابطه فوق نسبت به 

 چند مثال دیگر از مدلهای خطی: 

Yi=𝛽′𝑥𝑖 + 𝜀𝑖   ; 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝛽2𝑥𝑖
2 + 𝜀𝑖 , ….=iyLn 

√𝑦𝑖 =𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 + 𝛽2𝑥𝑖2 + 𝛽12𝑥𝑖1 𝑥𝑖2 + 𝛽3𝑒
𝑥𝑖1 + 𝜀𝑖 

𝜀𝑖 (مثالی از مدل غیر خطی          ( 𝑛𝑜𝑛𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟+ }𝛽0exp {−𝛽1𝑥𝑖
𝛽2= iy 
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از  endogeneمتغیر پاسخ  yمیم یافته  یک مدل رگرسیون است که در آن عخطی ت مدل :1.2تعریف 

ونیک یک تابع کان بطوریکه یکی از پارامترهای )قبل از این از توزیع   (توزیع خانواده نمایی پیروی کند

  .باشد 𝛽خطی از 

)      1.1 مثال 
𝜃𝑖

1−𝜃𝑖
) 𝑥𝑖 = 𝛽′𝑥𝑖=lni 𝜂,   )iθb(1, ~yi 

 بعدا مطالعه و بررسی خواهد شد.

 خانواده نمایی:

F(x|θ)=h(x) g(θ) exp(𝜂(θ)T(x)) 

         =h(x) exp(𝜂(θ)T(x)-A(θ)) 

         =exp{𝜂(θ)T(x)-  A(θ)+B(x)} 

 مدلی را که به فرم زیر باشد  -1.3تعریف 

𝛽0 + 𝑓1(𝑥𝑖1) + ⋯+ 𝑓𝑝(𝑥𝑖𝑝) + 𝜀𝑖   ; 𝑖 = 1,2, … , 𝑛=)i(yθ 

,𝑓1 گویند که در آن توابعی  (additive) را یک مدل جمعی  … , 𝑓𝑝 پس از  دلخواه هستند که

 معلوم باشد یا توسط داده ها بر آورد شود.تواند  می θ .شوند باید برآورد مشاهده داده ها
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Y2 

𝛽0 

x 

e1 

Y1 

X2 0 

e2 

X1 

𝛽1  

                                                                                                                   -1.2مثال 

                                                                                            

                                                                                                                                    

                                                                                       

                                                                                                                                  

                                                                                                                             

                                

 

 

 

 در مدلهای خطی می باشد. fبرای بر آورد  مدل یا ابزار مناسبیک  additivمدل جمعی  تذکر:

 مدل رگرسیون ساده:

𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝜀𝑖 ;   𝑖 = 1,… . , 𝑛=iY 

 فرضهای لازم: 

𝛽0                                        :خطی بودن  + 𝛽1𝑥𝑖 ⟺ 𝐸(𝜀𝑖) = 0=)ix;iE(y I) 

𝜀𝑖:                    II) Var(𝜀𝑖)هم واریانس یا یکنواختی واریانس  = 𝜎
2;  𝑖 = 1,… , 𝑛 

III) cov(𝜀𝑖                            نا همبسته بودن: , 𝜀𝑗) = 0; 𝑖 ≠ 𝑗    𝜀1, … , 𝜀𝑛          

y 
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        :یر پارامترها فست  

                       β0 : E(y, x = 0) = β0 + 0 ∗ β1 + 0 = β0 

 : x=0   وقتی yمیانگین 

  𝛽1: 𝐸(𝑦; 𝑥 = 𝑥 + 1) − 𝐸(𝑦; 𝑥 = 𝑥)                

=𝛽0 + 𝛽1(𝑥 + 1) + 𝐸(𝜀) − (𝛽0 + 𝛽1𝑥) − 𝐸(𝜀) = 𝛽1 

 .باشدمی 𝛽1برابر  به  اندازه یک واحد افزایش یابد xوقتی که  Y تفاضل میانگین

 y = - 5+50x   باشد اگر مدل بر آورد شده عبارت باشد از قد  x و وزن  yفرض کنید     -1.2مثال 

 سوال : میانگین وزن وقتی که قد صفر است چقدر است ؟

 0.5kgچقدر است  y سانتیمتر روی وزن 1میانگین اثر افزایش قد به اندازه بطور 

  .قرار ندارد yدر دامنه  E(y|x=0) شود که  : در مثال فوق ملاحظه  می1تذکر

 بصورت زیر نوشت که کاملا معادل مدل قبل است  یتوان مدل می

𝛽0
∗ + 𝛽1(𝑥𝑖 − 𝑥) + 𝜀𝑖  ; 𝑖 = 1,2,… , 𝑛=iY 

𝑋̅ =
1

𝑛
∑𝑥𝑖  ,          𝛽0

∗ = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 

 و هیچ تغیری نمی کند  𝛽1 یرفست باکه 
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 𝑦̂=𝛽0
^ +

𝛽1
^𝑥                           

                      

𝑥 

𝑦 

 

                                       

 

   

                       

                                                                                        

 

ŷ = β̂∗
0
+ β̂1(x − x) 

E(y∣x=𝑥)=𝛽0
∗ + 𝛽1(x − x) + 𝐸(𝜀) = 𝛽0

∗ 

  :ه به فرم جدید می نویسمرمدل فوق را دوبا   -1.2مثال 

𝛽0
∗ = −5 + 50  . 1.80 = 85    ;  𝑥 = 1.80𝑚 

𝜀𝑖+1.8)-i85+50(x =i Y 

𝛽0 حال
در حالت  می باشد.  ،استمتر  1.8 میانگین وزن برای فردی که میانگین وزن آن برابر برابر  ∗

 کلی داریم:

 

Or  β0 = β̂0 + β̂1𝑥 = 𝑦 

اگر چه ظاهرا ممکن است  ندارد   x,yهیچ اثری روی روابط   x ,yواحد اندازه گیری   -1.2تذکر 

,β̂1مقدار β̂0 ولی تغییر کنند 
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 kg→ 𝑝𝑜𝑢𝑛𝑑𝑠(2.2) 

cm→ 𝑚                                                            

yi =-  11+1.1xi+𝜀𝑖                                                                   

1.2.2 

 ( MSE پارامترها )روش میانگین توانهای دوم خطا وردبرآ

Yi=𝛽̂0 + 𝛽̂1𝑥𝑖 

𝛽̂0, 𝛽̂1) = 𝑚𝑖𝑛∑(𝑦𝑖 − 𝛽̂0 + 𝛽̂1𝑥𝑖)(Resss  Min 

= min∑𝑒𝑖
2 

    ⟹ 𝜕
𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠(𝛽̂0,𝛽̂1)

𝜕𝛽̂0
= 0,           𝜕

𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠(𝛽̂0,𝛽̂1)

𝜕𝛽̂1
= 0 

 

 

 

𝛽̂1                                          از قبل داریمو =
∑𝑦𝑖(𝑥𝑖−𝑥)

∑(𝑥𝑖−𝑥)
2
=

𝑠𝑥𝑦

𝑠𝑥𝑥
 

𝛽̂0 = 𝑦𝑛 − 𝛽̂1𝑥̅ ⟺ 𝛽̂1
∗
= 𝛽̂0 + 𝛽̂1𝑥̅ = 𝑦̅𝑛 
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های صید شده در عمق های متفاوت و اندازه قد آنها  تایی از ماهی 10یک نمونه تصادفی    -1.3مثال . 

ها روی اندازه قد آنها تاثیر دارد یا هدف بررسی این است که بدانیم آیا عمق محل زیست ماهی موجود است.

 خیر؟

length Profond(depth) Fish 

10.7 9.96 1 

13.1 7.98 2 

7.5 11.8 3 

12.9 7.23 4 

12.2 9.06 5 

10.8 8.39 6 

8.9 11.8 7 

12.0 7.69 8 

9.55 10.2 9 

10.0 10.5 10 

 

 

1-   Scatleplot                                  
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      ,       ∑ 𝑥𝑖 = 94.62 ∑𝑦𝑖 = 107.71,       ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖 = 994.32 

∑𝑥𝑖
2 = 919.82,     ∑𝑦𝑖

2 = 1189.9 

𝑆𝑥𝑥 =∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)2 =∑𝑥𝑖
2 − 𝑛𝑥̅2 = 24.526 

𝑆𝑥𝑦 = ∑𝑦𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥̅) = ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅)(𝑥𝑖 − 𝑥̅) = ∑𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑛𝑥̅  𝑦̅ = −24.83  

𝛽̂1 =
𝑠𝑥𝑦

𝑠𝑥𝑥
= −1.01  , 𝛽̂0 = 𝑦̅𝑛 − 𝛽̂1𝑥̅ = 20.3 

          9.462)   - i(x 1.01   - 10.77 = i1.01x   - 20.3 =  iY 

هرمتر افزایش عمق آب یعنی به ازای  شود. افزایش عمق آب کم می با )قد( ماهیهاطول یر پارامترها : اولافست

یعنی در سطح  x=0و متوسط قد ماهیها وقتی که  کاهش می یابند cm1.01 متوسط طول)قد( ماهیها بطور

 .باشد می 2o.3cmآب برابر 

  Multiple Linear regression  رگرسیون خطی چند گانه:  -1.3

متغیر پاسخ یا وابسته   yمتغیرهای آزاد و  px,…1xمدل رگرسیون خطی چند گانه : فرض کنید   -1.3.1

 باشد.

Yi = β0 + β1xi1 +⋯+ βpxip + ε𝑖  ; i = 1,… , n   

{

𝑦1 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑢 +⋯+ 𝛽𝑝𝑥𝑖𝑝         + 𝜀1
⋮

𝑦𝑛 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑛1 +⋯+ 𝛽𝑝𝑥𝑛𝑝      + 𝜀𝑛
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𝜺  فرم ماتریس مدل: = (𝑒1, … , 𝑒𝑛) ′
                 ′ )ny,…,1(y = y 

1=(1,…,1)′     𝜷 = (𝛽0, 𝛽1, … , 𝛽𝑝)′ 

= (

1 𝑥11 …

⋮ ⋱
1 𝑥𝑛1 …

    

𝑥1𝑝
⋮
𝑥𝑛𝑝

)(
𝒙′𝟏
⋮
𝒙′𝒏

)=)p,……x11,x(=X 

′)niX ,….1i(1,x = iX 

Y = X𝜷 + 𝜺                                                                                            (𝟏. 𝟑. 𝟐) 

این فرم برای سادگی  متغیره خطی می باشد.گرسیون چند فرم ماتریسی ر ن مدل براساس ماتریسها بهای

 .خواص بر آوردگرها می باشد  و آزمون فرضها، محاسبات تئوری 

 هب خطی مثل فرضهای لازم برای مدل خطی ساده است که بصورت زیر وه فرضهای حاکم بر مدل چند متغیر

 فرم ماتریسی ارایه می شود.

⟺E(y;x) = x𝜷 خطی بودن  -1 𝐸(𝜀) = 𝟎 

 باقیمانده ها یهم واریانس -2

}وابسته نبودن با قیمانده ها  -3
𝑉𝑎𝑟(𝜀) = 𝜎2I

𝐶𝑂𝑉(𝜀𝑖 , 𝜀𝑗) = 0; ∀𝑖 ≠ 𝑗
} 

5- 𝒆   ~𝑁(𝟎, 𝜎2𝑰) 

 .یک ماتریس واحد است Iکه در آن 
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𝛽𝑗رفسیت ∶ 𝛽𝑗  برابر میانگین افزایشY  وقتی که متغیر آزادjX  به اندازه یک واحد افزایش یابد و بقیه متغیرهای

 آزاد ثابت باشند.

  Mean Squar of Erorr Method :روش کمترین توانهای دوم خطا  -10302

(𝛽̂= مثل قبل  = min {𝑦𝑖 − (𝛽̂1 + 𝛽̂1𝑥𝑖1 +⋯+ 𝛽̂𝑖𝑝𝑥𝑖𝑝)}
2(sRess min 

Min {y -   x𝛽̂)′(𝑦 − 𝑥𝛽̂)} 

                   (1.3.3)                                               }  .e′e{min}=)𝑦̂  -y’()𝑦̂   - min{(y=     

 

   Regression space :گرسیونره فحص
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و محدب است  پذیر(تابعی پیوسته نرم ) مشتق  𝛽̂)(sRessباقیمانده ست    εتعدیل شده و یک تابع  𝑦̂یعنی 

معکوس  x′xشود و ماتریس  فرض می ankr fullکامل  کدارای رن xشود و ماتریس  موم میکه براحتی می نی

 تحت این شرایط کافی است معادله زیر را حل کنیم  شود. فرض می پذیر

𝜕

𝜕𝛽̂
𝑠𝑠𝑅𝑒𝑠(𝛽̂) =

(

 
 
 

𝜕𝑠𝑠𝑅𝑒𝑠(𝛽̂)

𝜕𝛽̂0
⋮

𝜕𝑠𝑠𝑅𝑒𝑠(𝛽̂)

𝜕𝛽̂𝑝′ )

 
 
 
= 𝟎 

= 
𝜕

𝜕𝛽̂
{(𝑦 − 𝑥𝛽̂)′(𝑦 − 𝑥𝛽̂)} 

=
𝜕

𝜕𝛽̂
{𝑦′𝑦 − 2𝛽̂𝑥′𝑦 + 𝛽̂′ 𝑥′𝑥𝛽̂} 

= 0 -   2𝑥′𝑦 + 2𝑥′𝑥𝛽̂ = 0 

⇒ 2𝑋′𝑋𝛽̂ = 2𝑥′𝑦 ⟹ 𝛽̂ = (𝑥′𝑥)−1𝑥′𝑦                                     (1.3.4) 
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 بروش هندسی: 𝜷برآورد 

 که در نظر بگیرید:شکل زیرا

 

 

 

 

 

 

 

span(x)        (1.302) 
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(x𝛽̂ )′𝑒̂ = (𝑥𝛽̂ )′(𝑦 − 𝑥𝛽̂ ) = 0                        (1.3.5) 

=𝛽̂ ′(𝑥′𝑦 − 𝑥′𝑥𝛽̂ ) = 0 ⟹ {
𝛽̂ =0

𝑥′𝑦 − 𝑥′𝑥𝛽̂  = 0
}  →  𝛽̂  = (𝑥′𝑥)−1𝑥′𝑦 

 

 

 

 :برآورد واریانس عبارت خطا

                                                                 ′x 1-x)′(x x = nnH 

 :Hخواص ماتریس 

                                     ′ H = H  .1 

     H = 2H = HH.2 

         HX=X.3ماتریس همانی
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 H   ، 1p+ = ′ p = (H)racet .4ماتریس اثر اصلی( قطر)جمع 

 و

                                ′ )H -(I= H-I.  1 

2.(I-H)(I-H) =(I-H) 2 =I-H             

3.  (I-H)X=0 

 

H  وگویند  تبدیل ماتریسرا 

=> 𝑒̂ =(Y- 𝑋𝛽̂) = (𝑌 − 𝑋(𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌) = (𝑌 − 𝐻𝑌) = (I- H)Y = (I-  H)𝜀 

        ;  𝒀 = 𝑿𝜷 + 𝜺 

 نقش مهمی را بازی می کند که در زیر ملاحظه خواهید کرد. Hماتریس 

 :عبارت خطا استفاده می کنیماز    واریانس𝜎2برای بر آورد  H در اینجا از

 دهد: معادله بر آورد واریانس را مین آخری

𝑆2 =
𝑠𝑠𝑟𝑒𝑠(𝛽̂)

𝑛 − 𝑝′
=

𝑒′𝑒

𝑛 − 𝑝′
=
∑ (𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖)

2𝑛
1

𝑛 − 𝑝 − 1
       (1.3.6) 

 شود با برآورد واریانس در رگرسیون خطی ساده مطابقت دارد چون  ملاحظه می

 ⟹ 𝑠2 = ∑(𝑦𝑖 − 𝛽̂0 − 𝛽̂1𝑥𝑖)
2/(𝑛 − 2)2=′p, P=1 
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 مثال :

= y´ (10.7, 13.1, 7.5, 12.9, 12.2, 10.8, 8.9, 12.0, 9.55, 10.0) 

= 𝑥´=(
1
9.96

  
1
7.98

  
1
11.8

  
1
7.23

  
1
9.06

  
1
8.39

  
1
11.8

  
1
7.69

  
1
10.2

  
1
10.5

) 

=𝑥´𝑥  = (
10.0
94.62

  
94.62
919.8

  )  ,  (𝑥´𝑥  ) −1= (
3.749
−0.386

  
−0.386
0.0408

  ) 

=𝑥´𝑦  = (
107.7
994.3

)  ,    β
˄ =(𝑥´𝑥  ) −1𝑥´𝑦  =(

20.3
−1.01

) 

 𝑠2 =
4.612

10−2
= 0.577  ,    ∑ (𝑦𝑖 −  β0

˄ −  β1
˄ 𝑥𝑖)

2 = 4.612
10

1
=sReSS 

 Maximum Likelihood Method    روش درستنمایی ماگزیمم 1.3.3

)پیوسته( مشاهدات ماگزیمم شوند.بدین  شود که تابع چگالی توام در این روش پارامترها طوری برآورد می

 منظور باید )در رگرسیون( یک توزیع برای عبارت خطا در نظر گرفته شود.

 

غیر تصادفی  متغیرهایتحت فرض نرمال بودن رگرسیون خطی ساده چگالی متغیر تصادفی پاسخ به ازای 

 نرمال هستند. ،آزاد

 :رگرسیون خطی ساده داریم تحت فرض های اولیه روی خطاها در

I)  E(ei)=0       E(yi|xi) = β0+β1xi 

II)  V(𝜀 i)= 𝜎2   ;  i=1,....,n 
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III) COV(𝜀 i , 𝜀 j)=0   ;   i≠ j 

IV)  𝜀 i ~ N(0 , 𝜎2)   ;   i=1,...,n 

  yi|xi ~ N(β0+β1xi ; 𝜎2)   ;  i=1,...,n 
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f(y1,...,yn ; x1,.....,xn) = L(β0,β1, 𝜎2)=  ∏
1

√2𝜋𝜎

𝑛
𝑖=1   exp{− 

1

2𝜎2
 ( 𝑦𝑖  -    yi

˄  )2}  

=(2𝜋 𝜎2)-  n/2  exp{− 
1

2𝜎2
 ∑( yi -   β0-  β1xi)2} 

(1.3.7) 

L(β0,β1, 𝜎2)=
 
-   

𝑛

2
  ln(2𝜋𝜎2) −

1

2𝜎2
 ∑( yi -   β0-  β1xi)2                                      

(1.3.8) 
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⇒

{
 
 
 

 
 
 
∂L(𝛽0̂, 𝛽1̂, 𝜎

2
 ̂)

𝜕𝛽0̂
= 0                                                                               (1.3.9)

 

∂L(𝛽0̂, 𝛽1̂, 𝜎
2
 ̂)

𝜕𝛽1̂
= 0                                                                                 (1.3.10)

∂L(𝛽0̂, 𝛽1̂, 𝜎
2
 ̂)

𝜕𝜎2 ̂
= 0                                                                                  (1.3.11)

 

𝛽1̂ =
∑𝑦𝑖(𝑥𝑖−𝑥̅)

∑(𝑥𝑖−𝑥̅) 
2
=

𝑆𝑥𝑦

𝑆𝑥𝑥
                                                           (1.3.12) 

𝛽0̂ = 𝑦𝑛̅̅ ̅ − 𝛽1̂𝑥̅                                                                      (1.3.13) 

𝜎2 ̂ =
∑( 𝑦𝑖 – 𝛽̂0−𝛽̂1𝑥𝑖) 

2

𝑛
=

𝑆𝑆𝑅𝑒𝑆(𝛽̂0,𝛽̂1)

𝑛
                                  (1.3.14) 

چند متغیره : خطی گرسیونر  

 ( داریم4نرمال بودن )خاصیت  فرضبا توجه به 

 ) 

𝒚~𝑵𝒏(𝒙𝜷, 𝝈
𝟐𝑰𝒏) 

𝑓(𝑦; 𝑥) = 𝑙(𝛽, 𝜎2) =
1

√(2𝜋) 𝑛||𝜎2𝐼||
exp {−

1

2
(𝑦 − 𝑥𝛽) (́𝜎2𝐼) −1(𝑦 − 𝑥𝛽)} 

= (2𝜋𝜎2) − 
𝑛
2  exp {−

1

2

(𝑦 − 𝑥𝛽) (́𝑦 − 𝑥𝛽)

𝜎2
} 

(1.3.15) 

 لگاریتم تابع درستنمایی ماگزیمم:
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𝑙(𝛽, 𝜎2) = −
𝑛

2
ln(2𝜋) −

𝑛

2
𝑙𝑛𝜎2 −

1

2𝜎2
(𝑦 − 𝑥𝛽) (́𝑦 − 𝑥𝛽)                  (1.3.16) 

 
⇒

{
 
 

 
 
∂L(𝛽 ̂, 𝜎

2
 ̂)

𝜕𝛽 ̂
= 0                                                                                       (1.3.17)

∂L(𝛽 ̂, 𝜎
2
 ̂)

𝜕𝜎2 ̂
= 0                                                                                        (1.3.18)

 

 
⇒𝜷 ̂ = (𝒙 ́𝒙) −𝟏𝒙 ́𝒚                                                                                    (1.3.19) 

(1.3.20)           𝜎2 ̂ =
(𝑦−𝑥𝛽 ̂) (́𝑦−𝑥𝛽 ̂)

𝑛
=

𝑒  ́𝑒

𝑛
=

𝑆𝑆𝑅𝑒𝑆(𝛽̂ )

𝑛
 

با استفاده از  𝜎2برآوردگر  لیاست و MSEمثل روش  MLدر روش  βملاحظه می شود که برآوردگرهای   

ML متفاوت( n  )مخرج کسر می باشد. در n  بجایn-  𝑝′ .جایگزین شده است 

  Properties of Estimatorsخواص برآوردگرها :  -1.3.4

 چندگانه را در نظر می گیریم.رگرسیون خطی فرم ماتریسی ، بدلیل سادگی محاسبات 

  𝐼تحت فرض  Y=Xβ+ Eفرض کنید مدل رگرسیون    -1.2قضیه 

E(ε)=0   ,  (II-  III)  :  V(ε)=𝜎2 𝐼 nn 

1. 𝛽̂      .نااریب است 

2. 𝑉(𝛽) ̂ = 𝜎2 (𝑥  ́𝑥) −1  

𝑉مانند  yتمام برآوردگرهای خطی  -3  ́𝛽̂  برآوردگرهای نا اریب برای𝑉  ́ 𝛽  برای  می نیمالبا واریانس

 است. Vبردار ثابت 
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4- 2S =𝜎̂2  .نا اریب است 

5-         𝑉(𝜎̂2) =
2𝜎4

(𝑛−𝑝 ́)
 

,        𝜀~𝑁𝑛داریم :  IVبا افزودن فرض   𝛽̂~𝑁𝑝́(𝛽, 𝜎
2(𝑥  ́𝑥) −1) 

 اثبات :

1-  𝐸(𝛽 ̂) = 𝐸 ((𝑥
 ́𝑥) −1𝑥  ́𝑦) = (𝑥  ́𝑥) −1𝑥  ́𝐸(𝑦) = (𝑥  ́𝑥) −1𝑥  ́𝑥𝛽 = 𝛽 

2-   𝑉(𝛽 ̂) = 𝑉 ((𝑥
 ́𝑥) −1𝑥  ́𝑦) = (𝑥  ́𝑥) −1𝑥  ́𝑉(𝑦)𝑥[(𝑥  ́𝑥) −1]  ́

= (𝑥  ́𝑥) −1𝑥  ́𝑥(𝑥  ́𝑥) −1𝜎2 = 𝜎2(𝑥  ́𝑥) −1 

       Gauss Markov Theorem  مارکف -قضیه گوس -2

3- 𝛽̂      در بین تمام برآوردگرهای نااریب 𝛽 که تابعی خطی از𝑦1, … , 𝑦𝑛  هستند دارای کمترین 

 هستند.  𝐵𝐿𝑈𝐸 ،   𝛽برای    𝛽̂بنابراین   س می باشند. نواریا 

 (Best Linear  Unbiased Estimator). 

 

 

 I-  H استفاده از تمرین با

4-  𝑋2 =
(𝑛−𝑝′)𝑆2

𝜎2
~𝑋𝑛−𝑝′

2  
⇒{

𝐸𝑋2 = 𝑛 − 𝑝′ 

𝑉(𝑋2) = 2(𝑛 − 𝑝′)
           

 اگر : ؟بدست آورید 1βبرای  یدرصد 95یک فاصله اطمینان    -1.2  -مثال 
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𝐶𝐼1−𝛼(𝛽1) 

Confidence  Interval for: 𝛽1 

 

[𝛽̂1 ∓ 
𝑆

√𝑆𝑥𝑥
𝑡
(𝑛−2),1−

𝛼
2
] 

𝛽1̂ = −1.01       ,   𝑆2 = 0.577    ,     (𝑥´𝑥  ) −1 = (
3.749
−0.386

  
−0.386
0.0408

  ) 

 t                                                        2.306=)2  -10,  .0250( tبا استفاده از جدول 

CI0.95 (β1)=[-  1.364  , -  0.656] 

   

 زیر را انجام داد:  فاصله اطمینان یا آزمون فرض نیز می توان 1.4ستفاده از لم  با ا

{

𝐻0 ∶  𝛽𝑗 = 𝛽𝑗,0

𝐻1 ∶  {
𝛽𝑗 < 𝛽𝑗,0

>
≠

 

 فرض می شود. 0است که در عمل معمولا  𝛽𝑗یک مقدار انتخابی )جایگزین( برای  𝛽𝑗,0که در آن 

     ه آزمون عبارتست از :      رآما

𝑡 =
𝛽𝑗̂−𝛽𝑗,0

√𝑆2(𝑥 ́𝑥) 𝑗𝑗
−1

                           (1.32)                   

𝐻0جهت سادگی کار جدول زیر را فراهم می کنیم که در آن  ∶  𝛽𝑗 = 𝛽𝑗,0 است و فرض های جایگزین 

  عبارتند از:
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 کوچک خواهد بود. 𝑉 (𝛽̂1)بزرگ باشد آنگاه  xxSحال اگر  

 مراجعه کنید. 86  -89صفحه   Draper & smith (1998)برای مطالعه بیشتر به 

 :yبرای متغیر پاسخ     Box-  Coxتبدیل   -1.5

   

 

 –مثال 

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 + 𝛽2𝑥𝑖2 + 𝛽3𝑥 
2
𝑖3 + 𝜀𝑖 

 که

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 + 𝛽2𝑥𝑖2 + 𝛽3𝑥 
∗
𝑖3 + 𝜀𝑖 

 اشد.ها ب    iy حتی این تبدیل می تواند برای 

یکی از ،  نرمال بودن یا یکنواختی واریانس داشته باشیم این تبدیل معمولا برای وقتی که اشکال در فرض

 می باشد. Box-  Coxروش های معمولی و کار آمد روش 
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 .endogene   {y}   این روش بهترین تبدیل ممکن را جستجو می کند برای متغیر تصادفی

 در حالت کلی فرمول تبدیل به صورت زیر تعریف می شود و الگوریتم زیر انجام می شود.

  𝑔(𝑦;  ) = {
𝑦 −1


 ;   ≠ 0

ln(𝑦) ;    ≠ 0

  -1 

 . (∗ 𝜆) را تعیین می کنیم  مقدار   -2

3-   𝑦

∗ = 𝑔(𝑦; 𝜆 ∗)  

 .مدل را برآزش می دهیم را بدست آورده  

)تابع لگاریتم ماگزیمم درستنمایی را حساب می کنیم )برای مدل جدید( :   -4 ( ))l 
   

 

 

 

 

 

 

)  4 (for number of  values of  -Repeat step  1  -5 



  

52 
 

 تکرار می کنیم. 1.0( با گام -2  ,2مثل ) را برای چندین مقدار از  4تا  1مراحل 

 

 

 

)باشد که  برآورد مقدار  فرض کنید    -6 ( ))l 
   را ماگزیمم می کند. لذا براحتی می توان از

 کرد. استفاده برای  %95فاصله اطمینان 

 : : 2{ ( ( )) ( ( )) :3.841l l 
       

اگر این روش را برای مثال مصرف بنزین بکار ببریم همانطور که شما در شکل فوق ملاحظه می    -1.3مثال 

با  Cox  -Box محاسبه و رسم شده است( )لگاریتم تابع درستنمایی ماگزیمم برای چندین مقدار  کنید

 توجه به فاصله اطمینان داده شده در فوق می توان پیشنهاد کرد که 

*

ln( )yy   0معادل   یا  
* 1

y
y    1معادل    و یا

* 1

y
y    معادل

0.5   . 

 Forecastingپیش بینی   -1.6

 نتایج آنالیز رگرسیون معمولا برای حل مشکل پیش بینی استفاده می شود.

Li
ke

li 
h

o
o

d
 

-  1.4 -  1 0 0.15 

Lower=-  1.4 

95 

Upper =0.15 
95 

Power ( ) 



  

53 
 

,𝑥1  ا یکی از متغیرهای آزاد مثلی E(y)یا  yپیش بینی متغیر پاسخ  … , 𝑥𝑝     . 

 در کل پیش بینی به صورت نقطه ای یا فاصله های اطمینان حاصل می شود.

 : E(y|x)یر فست  -1.6.1

 مانند  خاصفرض کنید می خواهیم مقدار متوسط متغیر پاسخ را برای یک ترکیب 

= (1, 𝑥1
∗, … , 𝑥𝑝

∗)´*  𝑥  .ازمتغیرهای غیرتصادفی آزاد بدست آوریم 

𝛽´*𝑥)=  𝛽 + 𝜀´* 𝑥( E=  )* 𝑥;  E (y 

*عبارتست از  برای عبارت فوق مارکف بهترین برآوردگر خطی  -ضیه گوسبنا به ق ˆx 
  و 

2* * * * *1ˆ ˆ( ) ( ) ( )Var V x xx x x x x  
  

   

 1.4lemeدر نتیجه داریم :

 𝑥∗´𝛽 ̂− 𝑥∗´β

√𝑠2 𝑥∗´(𝑥´𝑥)
−1
 𝑥∗ 

 ~𝑡𝑛−𝑝′                                                                 (1.33) 

فاصله اطمینان%   100 1    برای*( ; )E y x  

 𝐶𝐼1−𝛼(𝐸(𝑦; 𝑥
∗)) = 𝑥∗´𝛽 ̂ ± 𝑡𝛼

2
,𝑛−𝑝′  √𝑠

2 𝑥∗´(𝑋´𝑋)−1 𝑥∗               (1.34) 

 برای رگرسیون خطی ساده داریم :  -1.6.1نتیجه 
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(1.35)  

𝐶𝐼(𝐸(𝑌; 𝑥∗)) =  𝛽0̂ + 𝛽1̂𝑥
∗ ± 𝑡𝛼

2
,𝑛−2√𝑠

2 (
1

𝑛
+
(𝑥∗−  𝑥̅𝑛 )

2

𝑠𝑥𝑥
)  

 مقدار. xبه شرط  yاستنباط روی یک مقدار   -1.6.2

در  هیچ تغییری بوجود نمی آید. x*به ازای  yیک بردار ثابت باشد از نظر برآورد نقطه ای  x*فرض کنید 

 رتی تغییر حاصل می شود که واریانس بزرگ داشته باشیم و در سطح فاصله اطمینان مورد نظر باشد.صو

*در عمل می خواهیم 
y x  


   مارکف برآورد   -کنیم. با توجه به قضیه گوسرا برآورد*

x 
   

*عبارتست از  ˆx 
  0. مثل)=εE(  برای  0یعنی بهترین آوردگر برآورد می کندε. 

با  x*به ازای  yپس بهترین برآورد نقطه ای 
* *ˆ ˆ0x x 
 

  .داده می شود 

 آوردن تابع توزیع برآوردگر :برای بدست 

 

 

 ؟

 در نتیجه 
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 𝑥∗´𝛽 ̂ −( 𝑥∗´β+ε)

√𝑠2[1+ 𝑥∗´(𝑋´𝑋)
−1
 𝑥∗] 

 ~𝑡𝑛−𝑝′                              (1.36)   

 

 

 

 

 

𝐶𝐼1−𝛼(𝑦; 𝑥
∗): 

𝑥∗´𝛽 ̂ ± 𝑡𝛼
2
,𝑛−𝑝 √𝑠2[1 + 𝑥∗´(𝑋´𝑋)−1 𝑥∗] 

 : در رگرسیون خطی ساده  -1.7.1نتیجه 

𝐶𝐼1−𝛼(𝑦; 𝑥
∗): 𝛽0̂ + 𝛽1̂𝑥

∗ ± 𝑡𝛼
2
,𝑛−2√𝑠

2 (1 + 1

𝑛
+ (𝑥∗−  𝑥̅𝑛 )

2

𝑠𝑥𝑥
)                       

(1.38)              

 فاصله های پیش بینی نیز نامیده می شوند.     1.38  و  1.37   : فاصله های اطمینان  1تذکر 

0در مثال مصرف بنزین   -1.3مثال  1 1 4 4.....i i i iy x x         
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 یعنی

*
* (1,8,604,5ˆˆ 622

ˆ (377.29, 34.79,13.36, 66.59, 2.43)

y xx 



 
  

   
     

  

 

𝐶𝐼95(𝐸(𝑦; 𝑥
∗)) =  622 ± 2.02√4396.51 𝑥∗´(𝑋´𝑋)−1 𝑥∗ 

                  622 2.02 4396.51 0.0407    

                                          (595,649)  

 فوق عبارتست از : در شرایط yو نیز فاصله اطمینان برای یک مقدار پیش بینی از 

  

𝐶𝐼95(𝑦; 𝑥
∗) =  622 ± 2.02√4396.51 (1 + 0.047) = (485,759) 

 

 :پیش بینی یک مقدار برای متغیر پاسخ تبدیل یافته   -1.6.3

اگر بخواهیم یک پیش بینی نقطه ای یا فاصله ای  باشد. yفته یک مقدار تبدیل یا g(y)*y=فرض کنید 

 )اطمینان( یا برآورد برای متغیر تصادفی تبدیل یافته پیدا کنیم چکار باید کرد؟
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 موجود باشد. g-  1).( یکتا و معکوس پذیر باشد یعنی  g).(فرض کنید تابع تبدیل 

چون  باشد. (a,b)بدست آورد و فرض کنید این فاصله  yبنابراین براحتی می توان یک فاصله اطمینان برای 

* 1 *( ) ( )y g y g y y    

    .;    
*( ( )) ( ( ), ( ))

1

CI y g y g a g b



 


   

;       
*( ( )) ( ( ), ( ))

1

CI y g y g b g a



 


  

( ) ( , )

1

CI y a b






 

 چنین کاری ممکن نیست چون در حالت کلی داریم : E(g(y))اما متاسفانه برای 

)  ;                  Con Vexمحدب یا  g).(اگر  ( )) ( ( ))E g y g E y  

)  ;               Con Caveمقعر یا  g).(اگر  ( )) ( ( ))E g y g E y  

)حالت  این چون در  ( )) ( )E g y g Ey  لذا نمی توان از یک مقدار پیش بینی نقطه ای برای*y  یا

)*E(y  به پیش بینی نقطه ای برایy  یاE(y) .در حالتهای خاص این کار ممکن است مثلا اگر  رسید

* *ln( ) exp( )y y y y    

و بنابراین 
** *( ; ) ( ; )?yE y x E e x  
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+ 

= 

گ نرمال خواهد بود یا با استفاده از تابع مولد گشتاور در حالتی این امید یک ل ،ض نرمال بودن داریمتحت فر

1t=          : است داریم
2

* *( ; ) exp( )
2

E y x x


   

̂ exp( 𝑥∗𝛽بود :  که برآورد آن خواهد  +
𝑠2

2
 ) 

  Hypathesis Testing and Analysis of Varianceو آنالیز واریانس : یهآزمون فرض  -1.7

بیان می شود مطرح  (Covariables)متغیرهای آزاد چندین سوال درمورد تغییرات متغیر پاسخ که توسط 

 است.

 و آزمون فرضها را مورد بررسی قرار می دهیم.آنالیز واریانس  وتادراین بخش روشهای متف

   Analysis of Varianceآنالیز واریانس :  -1.7.1

بررسی بخش از  ،آنالیز رگرسیونیکی از هدفهای مهم  ومتفاوت هستند که  n,....,y1yدر کل مقدار های 

 ( 1.38را بتوان به صورت ) yاز طرفی اگر تغییرات  بیان می شود. Xاست که توسط  yتغییرات 

                    

2 2ˆ ˆ( ) ( )i n i i i ny y y y y y     

2 2ˆ ˆ ˆ( ) 2 ( )( ) ( )i i i i i n i ny y y y y y y y                                    

)1.39(                           
2 2ˆ ˆ( ) ( )i n i iy y y y                                
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 فرم ماتریسی بنویسیم داریم :اگر به 

 

 

 

 ؟

 بنویسیم داریم : 1.39اگر به فرم 

𝐹𝑜 MS SS DF Source 

𝐹𝑝,𝑛−𝑝′ =
𝑀𝑆𝑅𝑒𝑔

𝑀𝑆𝑅𝑒𝑠
 

𝑆𝑆𝑅𝑒𝑔

𝑝
 

𝑆𝑆𝑅𝑒𝑔 p Reg 

 𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠
𝑛 − 𝑝′

 
𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠 n−𝑝′ Res 

  𝑆𝑆𝑇𝑜𝑡 n-1 Tot(corrected) 

 

 

 

 

  :𝛽0   جدول آنالیز واریانس شامل
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𝐹𝑜 MS SS d.l Source 

𝐹1,𝑛−𝑝′ =
𝑛 𝑌̅𝑛

2

𝑀𝑆𝑅𝑒𝑠
 

𝑛 𝑌̅𝑛
2

 𝑛 𝑌̅𝑛
2

 1 𝛽0 

𝐹𝑝,𝑛−𝑝′ =
𝑀𝑆𝑅𝑒𝑔

𝑀𝑆𝑅𝑒𝑠
 

𝑆𝑆𝑅𝑒𝑔

𝑝
 

𝑆𝑆𝑅𝑒𝑔 p Reg 

 𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠
𝑛 − 𝑝′

 
𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠 n−𝑝′ Res 

  𝑆𝑆𝑇𝑜𝑡 + 𝑛 𝑌̅𝑛
2
 n Tot 

 

 به صورت زیر می باشد: در مثال مصرف بنزین جدول آنالیز واریانس

Re

2 2

588366 189050 399316

16556267

g

i Tot n

SS

y SS ny

  

  
  

 𝐹𝑜 MS SS d.l Source 

22.70 99829 399316 4 Reg 

 4397 189050 43 Res 

  588366 47 Tot(corrected) 
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 :𝛽0   جدول آنالیز واریانس شامل

𝐹𝑜 MS SS d.l Source 

3631 15967901

4397
 

15967901 1 0β 

22.70 99829 399316 4 Reg 

 4397 189050 43 Res 

  16556267 48 Total 

 

1.7.2-  Test F-   : برای آزمون رگرسیون چند متغیره کلی 

Hypothesis Testing In Multiple Linear Regression Model 

 yیک آزمون فرض مهم در آنالیز رگرسیون شامل حداقل یکی از متغیرهای آزاد است که بخشی از تغییرات 

یا )( موثر نیستند Var  -Co) یعنی هیچ کدام از متغیرهای آزاد  , 0Hدر این آزمون فرض  را بیان می کند.
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یعنی حداقل یکی از متغیرهای   alternativeو فرض جانشین  (را بیان نمی کنند yاز تغییرات  بخش مهمی

 را بیان می کند. yتغییرات از  بخش مهمییا   دشموثر می باآزاد 

چنانچه 

Re

Re

( )

g

s

SS

p
F

SS

n p






𝐹یا    =
𝑠𝑠𝑅𝑒𝑔

𝑝´𝑠2
  yتغییرات بخش بزرگی از کوچک باشد یعنی مدل نمی تواند   

 

 

 ؟

)4,43است که  0F=22.7در مثال مصرف بنزین  22.7) 0P F    0در نتیجه فرضH  1رد و فرضH 

را بیان کند یا به بیان دیگر  y تغییرات جایگزین آن می شود یعنی حداقل یکی از متغیرهای آزاد می تواند

 ها مخالف صفر است. iβحداقل یکی از 

 اصل مجموع مربعات باقیمانده های خطای اضافی:  -1.7.3

The Rule of sum Squar of Erorrs 

 نشود و مدل رگرسیون ناکارآمد باشد. رد 1.43آزمون کلی  0Hفرض اولیه   پیش می آید که به ندرت
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، می خواهیم بدانیم کدام زیر مجموعه از متغیرهای آزاد )از بین تمام متغیر  0Hشدن فرض  رد در صورت

سطح معنی داری آن چقدر  در نتیجه  را بیان کند و yها( می تواند به اندازه کافی بخش بزرگی از تغییرات 

 است؟

 یعنی بجای مدل کامل یا پیچیده تر
0 1 1 ...i i p ipy x x i          ،دل فرض کنید م

𝑘 لی با متغیرهای )رگرسیون چندگانه باشد و < 𝑝 باشد.(کمتری نسبت به اولیه فوق 

,...,1فقط متغیرهای  yاگر برای بیان تغییرات  kx x   لازم باشد و بقیه متغیرها یعنیk-p  متغیر دیگر

 غیر ضروری باشد آنگاه براحتی معلوم می شود که باید دو مدل زیر را باهم مقایسه کنیم.

  (1.44                            )0 0 1 i1 k ikH : x .... x i            مدل کاهش یافته 

1 0 1 i1 k ik k 1 ik 1 p ipH : x .... x x ..... x i                       مدل کامل 

 ؟

 

01همیشه این رابطه صحیح است که  و HH
Res ResSS SS    زمانی که اختلاف این دو زیاد باشد شرایط به

یعنی درستی مدل کاهش یافته خواهد  0Hد به نفع هاود و اگر این تفاضل کوچک باشد شوخواهد ب 1Hنفع 

 بود.

 :به صورت زیر خواهد بود اینجا آماره آزمون
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(1.45)                                                    ~ 𝐹∆𝑑𝑓,(𝑛−𝑝′)    𝐹 =
(𝑛−𝑝′)(𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠

𝐻0 −𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠
𝐻1 )

∆𝑑𝑓 𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠
𝐻1

                                                    

 

 

 :  𝑑𝑓∆روشهای محاسبه 

I. ∆𝑑𝑓 = 𝑑𝑓
𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠

𝐻0 − 𝑑𝑓𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠
𝐻1 

II. تعداد پارامترها{0تحت  یH }-   تعداد پارامترهای تحت{1H }∆𝑑𝑓 = 

III. {  اعمال شده روی پارامترها برای رسیدن به مدل کاهش یافته  محدودیتتعداد}∆𝑑𝑓 = 
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مجموع توانهای دوم خطای اضافی( یک  )آزمون 1.7.3اقیمانده ها اصل تحت فرض نرمال بودن ب   -2تذکر 

 آزمون نسبت درستنمایی است.

معتقد است که نرخ دارندگان اجازه رانندگی و طول مسیر  داان اقتصاد ،در مثال مصرف بنزین   -1.4مثال 

 لذا : .جاده های فدرال اثری بر مصرف بنزین ندارند

0 i 0 1 i1 3 i3H : y x x i         

 

 

 

 :و جدول آنالیز واریانس 

F MS SS d.l Source 

7.94 76739 153478 2 Reg 

 9664 434889 45 Res 

  588366 47 Tot 
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    𝐹0 =
𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠

𝐻0 −𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠
𝐻1

∆𝑑𝑙 𝑆2
=

434.889−189050

(45−43)4397
= 27.96  

 توسط اقتصاددان پیشنهاد شده است رد می شود.  یعنی مدلی که 

0چون     0F 27.96 3.21 RH       0.05,2,43وF 3.21 

 تقسیم می کنیم. 1Hبرای استاندارد کردن مقدار تفاضل فوق ، آنرا بر واریانس تحت فرض 

 از پارامترها:خطی  روی ترکیب یهفرضآزمون 

1.46                                                                                     {
𝐻0: 𝐶𝛽 = 𝑑
𝐻1: 𝐶𝛽 ≠ 𝑑

 

 ؟ 

(1.47)            
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𝐹 =

(𝐶𝛽̂ − 𝑑)
´
[𝐶(𝑥´𝑥)

−1
𝐶 ´]

−1
(𝐶𝛽̂ − 𝑑)

𝑟
⁄

𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠
𝐻1

(𝑛 − 𝑝´)
⁄

=
"

𝑟𝑠𝐻1
2  

 

 

 )مصرف بنزین(  -1.4مثال 

درآمد روی   500$نرخ فروش روی میانگین مصرف بنزین برابر اثر کاهش  %1: اثر افزایش  کنید فرض

 میانگین مصرف بنزین خواهد بود.

 اولا اثر افزایش یک درصدی نرخ فروش در میانگین عبارتست از :

1 1 0 1 1 2 2 3 3 4 4 0 1 1 2 2 3 3 4 4 1E[y;x 1] E[y;x ] (x 1) x x x [ x x x x ]                 

روی میانگین مصرف  کاهش می یابد( 0.5به اندازه  3x) درآمدیا در حقوق  $500کاهش  اثر بطور مشابه 

30.5بنزین برابر   فرض ها عبارتند از خواهد بود. بنابراین  : 

0 1 3H : 0.5        0یا 1 3H : 0.5 0    

 یعنی     
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1

0

1.43 21.4 0

c (0,1,0,0.5,0),d 0

ˆc(x x) c 20.32 c d 68.1

( 68.1)(20.32)( 68.1)
F 21.4

1 4397

p(F ) 0.0001 RH

   ?





 

      

 
 



 

 

0 1

1

1

2 2 2

H H
Res Res

2 H 2
HRes

C (A )
(SS SS )dl dlF

dlSS

(n p) (n p )

 


   

  

 

   

𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 + 𝛽3𝑥𝑖3 + 𝜖𝑖 

 معادل آزمون زیر می باشد:

{
𝐻0: 𝛽2 = 0   , 𝛽4 = 0 
𝐻1:  𝛽2 ≠ 0   𝑜𝑟/𝑎𝑛𝑑  𝛽4 ≠ 0

 

𝐶 = (
0,0,1,0,0
0,0,0,0,1

)     ,     𝑑 = (
0
0
) 

0

1

H : Reduced mod

H : Complete mod

 

 




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Fig 1.9 

که بیانگر اختلاف توانهای دوم  Dرد می شود چون  0Hملاحظه می شود که احتمالا  aتوضیح : در شکل 

 خطا)باقیمانده ها(

D 

y 

Fig a 

y 

D 

Fig b 
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احتمالا این فرض  Dبه دلیل کوچک بودن  bاما در شکل  زیاد است. 1Hو  0Hمی باشد تحت فرض های 

 رد نشود. 0Hیعنی 

 : Methods of Model Selection  روشهای انتخاب مدل :1.8

 :  Classic Comparing Methodsروشهای مقایسه ای کلاسیک   -1.8.1

آزمون کرد  خوبرا کنیم که یک مدل رگرسیون  ما فکر می  Res+SSReg=SSTSSپس از تجزیه تغییرات کل 

 مگر اینکه کمی با استفاده از ابتکار و خلاقیت !

 اعتبار سنجی متقابل   Principal of Cross Validationاصول 

اعتبار سنجی متقابل توان یک مدل مفروض را برای پیش بینی مشاهدات جدید اندازه می گیرد و به اصل 

 صورت الگوریتم زیر بیان می شود:

 امین مشاهده از داده ها. iحذف   -1

 .و مدل را تشکیل می دهیم مشاهده باقیمانده برآورد می کنیم n-  1پارامترهای مدل را بااستفاده از   -2

 می نامیم. 𝑦̂𝑖,−𝑖آنرا  پیش بینی می کنیم و  ixرا با استفاده از  iyمشاهده  2با استفاده از مدل   -3

 تکرار می کنیم. i=1,…,nرای تمام ب را 1 -3گام های   -4

𝑃𝑅𝐸𝑆𝑆مجموع توانهای دوم خطای پیش بینی   -5 = ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖,−𝑖)
2 = ∑e2𝑖,−𝑖 محاسبه می 

 کنیم.
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Predicted Residual Error Sum of Squares 

 پیش بینیین می توان ضریب تع PRESSبراساس معیار 

 Of Prediction Determination Coefficient    .پیش بینی مدل را به صورت زیر تعریف کرد 

(1.50)           

n
2

i i, i
2 1
Pr ess 2

T i n

2
Pr ess

(y y )
Pr ess

R 1 1
SS ˆ(y y )

0 R 1                             



   


 




    

 ؟

 

 

 

از  (i,iیت )عقامین باقیمانده معمولی عضو موiرا می توان به کمک  PRESSامین باقیمانده  i:  1.8قضیه 

 به صورت زیر محاسبه کرد. H تبدیل ماتریس

i
i, i

ii

e
e

1 h
 


  

 ؟  
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:                                                               1.8.1نتیجه 
n

2i

iii 1

e
PRESS ( )

1 h




   

ii0طول فاصله پیش بینی می باشد و  )معادل(مبین iihدیدیم که  2در فصل  h 1   نزدیک بودنiih  به

 i  -i,eباشد  1نزدیک به  iihمی باشد هرگاه  واضحو این کاملا ن دهنده فاصله بزرگ پیش بینی است نشا 1

 بسیار مشکل خواهد بود. iyخیلی بزرگ و به سمت بی نهایت میل می کند و درنتیجه پیش بینی 

 PRESSتبدیل نیافته آماره  yدر مثال مصرف بنزین برای متغیر    -1.5مثال 

2
Pr ess

235401
PRESS 235401 R 1 0.60

588366
      

1.8.3-    pC (Mallows ) 

این معیار انتخاب مدل ، از بین دو مدل یکی با تعداد متغیرهای کم و دیگری با تعداد متغیرهای زیاد مدل 

فهمیدن و بررسی نتایج دو مدل با متغیرهای کم و  ،راآوردن این معیبرای بدست  بهتر را پیشنهاد می کند.

1 .پارامتر باشد mبدین منظور فرض کنید مدل درست با   .زیاد مهم است 1 2 2E(y) x x     که در

 .باشد (پارامترمولفه ) p  -mشامل  2βو  ( امترمولفه )پار pدارای  1βآن 

 را به داده ها برازش داده ایم. 1β1E(y)=xحال فرض کنید که ما مدل 

1:                                                                      در نتیجه
1 1 1 1

ˆ (x x ) x y    

 سوال این است که آیا این برآوردگر خوب است؟حال  می باشد. 1βبرآوردگر 
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 بررسی نااریبی :

                                                   

1 1
1 1 1 1 1 1 1

1
1 1 1 1 1 2 2

1
1 1 1 1 2 2 1 2

ˆE( ) E((x x ) x y) (x x ) x E(y)

(x x ) x (x x )

(x x ) x x A

         

         

 





     

    

        

  

 حال اثر این اریبی را روی پیش بینی ملاحظه می کنیم. اریب است. 1βبنابراین برآوردگر 

*اگر 
1 1

ˆx

  را به عنوان برآوردگر*E(y;x  استفاده کنیم داریم :  (

* * * * *
1 1 1 1 2 2 1 2 2

ˆE(x ) (x x ) (x A x )
    
       )=*

1 1
ˆx

(Bias  

2و بعدا استفاده می کنیم از  * * * *
2 1 2 1 2 2(Bias) (x A x ) (x A x )

          اگر
2
pS  برآوردگر𝜎2 

 : مداریآنگاه پارامتر بدست آمده باشد  pکه از مدل با باشد 

2 2 * 2
p i

1
ˆE(S ) [Bias(y(x ))]

n p
  


  

 می توان فهمید که هرگاه مدل شامل همه متغیرهای آزاد نباشد)متغیرهای موثر از مدل حذف شوند(.

𝑆𝑝پارامترهای مدل اریب خواهند بود و ثانیا  یاولا برآوردگرها
تخمین خواهد  𝜎2مقدار بیشتری را برای  2

 زد.

. 𝑆𝑝
2 is supper estimator  for  the  variance 𝜎2  
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رامتر را به داده ها برازش دهیم بنابراین اریبی نداریم ولی این ممکن است که ابرعکس اگر مدل با بیشترین پ

 واریانس برآوردگرهای پارامترها و پیش بینی از واریانس مدل واقعی بیشتر باشد.

 ؟

 

 

(1.51) 

                                       

 

 

  

ز آنجائیکه نمی دانیم چه ا م باشد.ی نیمپیش بینی م MSEمنطقی است مدلی را پیدا کنیم که دارای 

این   خوشبختانه تقریب زیرولی  ،غیر ممکن استتقریبا  کار اینو ساخت  خواهند مدل واقعی را یمتغیرهای

 یعنی  می سازدممکن  عمل را
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 می کنیم.استفاده  𝜎̂2مجهول است از برآورد آن  𝜎2 چون

)1.52( 
2 2
p Res;p

p 2 2

ˆ(s )(n p) SS
C p (n 2p)

ˆ ˆ

 
    

 
 چرا؟   

 میانگین توانهای دوم باقیمانده ها برای مدل کامل )بابیشترین متغیر آزاد( می باشد. 𝜎̂2در آن 

یا به بیان دیگر  P pC=  در عمل مدلی خوب است که در آن 
pC P 0   وبرای این کار فرض کنید

 مدل ممکن را برازش داد. 1k+2پارامتر باشد یعنی باید  kمدل دارای 

 باشد. P  -pCمدلی را انتخاب کرد که دارای کوچکترین  و از این بین

حول  P  -pC دارای و قانع کننده هستند در نظر گرفت و از بین آنها که نطقییعنی باید مدل هایی را که م

2 و PRESS( را برگزید و سپس با استفاده از معیارهایی چون کوچک صفر هستند )مثبت یا منفی
aR   ....

 مدل مطلوب را برگزید.

با استفاده از معیارهای  yمثال مصرف بنزین را در نظر بگیرید.برای متغیر تبدیل نیافته )اولیه(   -1.5مثال 

pC  2وR  2و
aR  وPRESS : مدل های 

i(          4مدل کامل )با تمام متغیرها  -1 0 1 i1 2 i2 3 i3 4 i4y x x x x i          

.                               (3x)و درآمد (  1x)فروش )مالیات(سمدل شامل تک  -2

i 0 1 i1 3 i3y x x i      

 .(3x)و درآمد ( 2x)نرخ مجاز رانندگی  -(1x)مدل شامل فروش  -3
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i 0 1 i1 2 i2 3 i3y x x x i        

 در حالت اول )مدل کامل( داریم : 

p

2

2
a

PRESS 235401,C P ?

I R 0.679

R 0.649

 

                            

                            

 







  

 در حالت دوم :

Res;p

p 2

2 2
a

SS 434880
C (n 2p) (48 2 3) 56.9

ˆ 4397II

R 0.261,R 0.228,PRESS 490323


       


   

  

 در حالت سوم :

2 2
p aC 3.512,R 0.675,R 0.653

III
PRESS 229999

   




  

را  IIIمدل سوم  pCپس معیار  باشد این معیار به نفع مدل مورد نظر رای می دهد. P≈pCیر : در حالتی فست

2پیشنهاد می کند و همچنین معیار 
aR   وPRESS  نیز مدلIII .را توصیه می کنند 

 را توصیه می کند. )I(مدل کامل  2Rمعیار خوبی نیست چون  2Rدر این مثال به خوبی نشان می دهد که 

 محاسبه و باهم مقایسه کنید. را تبدیل یافته معیارهای فوق   y*تمرین : برای این مثال و 
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 روشهای الگوریتمی :  -1.8.4

2روش های الگوریتمی در مقایسه با معیارهای 
aR  وPRESS  وpC  کمتر توصیه می شوند اما بعضی وقتها

 متغیر باشد. kشامل  لنیست وقتی که مدممکن  مدلها مدل( 1k+2)امکان محاسبه تمام 

2معیار وقتی که با نوع دیگری از رگرسیون کار می کنیم از طرف دیگر 
aR  وPRESS  وpC  لزوما ممکن

 نیستند ولی روشهای الگوریتمی همیشه قابل استفاده هستند.

  Forward Selection Methodروش پیشرو   -1

ها  jxو سپس  می گیریمدر نظر را سطح معنی داری  inαدر این روش با مدل بدون متغیر شروع می کنیم 

 به مدل اضافه کرد را یدیگر نتوان متغیرزمانیکه به مدل اضافه و سپس آزمون می کنیم تا یکی یکیرا 

               معنی دار نباشد(. اضافه کردن متغیر جدید )
0 i 0

1 i 0 1 ij

H : y i

H : y x i

   


    
  

آزمون می بررسی و و اصل مجموع توانهای دوم باقیمانده های اضافی هر مرحله را  Fآزمون  آماره به کمک

فرض می  .داشته باشد Fبه مدل اضافه می کنیم که بیشترین اثر را در افزایش آماره  یعنی متغیری را کنیم.

این کار را باشد  inαکمتر از  Fآماره شده باشد مادامیکه سطح معنی داری مشاهده  1i(x(کنیم این متغیر 

 نیز خواهد بود. 2Rادامه می دهیم. و این معادل افزایش 

0 i 0 1 i(1)

1 i 0 1 i(1) 2 ij

H : y x i

H : y x x i

    

     
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 دی این فرآیند را تا زمانی که همه متغیرها وارد مدل شوند یا اینکه از مرحله ای به بعد دیگر نتوان متغیری

 ادامه می دهیم. ،به مدل اضافه کرد را گری

 :(Backward Selection Method) روسروش پ  -2

 را مشخص می کنیم. outαاول 

سپس  را مشخص می کنیم. outαمی کنیم و  کار را با مدل کامل )شامل تمام متغیر های آزاد شروع(

 متغیر مورد نظر باشد. ijxفرض کنید  .از مدل حذف می کنیم می گذارد  2Rروی را اثر که کمترین متغیری 

0 i 0 1 i1 j 1 i, j 1 p ip

1 i 0 1 ij p ip

H : y x .... x .... x i

H : y x .... x i

  

 

        


      

 

 می کنیم.شود تکرار outαکمتر از  α*این عمل را تا زمانی که سطح معنی داری مشاهده شده 

تذکر مهم : یک اشتباه رایج در عمل این است که ابتدا مدل کامل در نظر گرفته می شود و پس از حذف 

 .نیستندهم که اصلا م )خودنمایی کنند( متغیرهای بروز کنند متغیر یا یک یا دومتغیر از مدل ممکن است

 : (Stepwise Selection Method)روش گام به گام   -3

 این روش در حقیقت اجرای تکرار همزمان روشهای پیشرو و پسرو تواماً می باشد.

 را مشخص می کنیم. outαو  inαابتدا 

 شروع می کنیم و 0βیر و فقط شامل با مدل بدون متغ



  

79 
 

0 i 0

1 i 0 1 i1

H : y i

H : y x i

   


    
 

*( در صورت معنی داری Fمحاسبه ) پس از آزمون کردن
in in     آنگاه 

0 i 0 1 i1

1 i 0

H : y x i

H : y i

     


   
 

*روش پسرو را اجرا می کنیم و اگر معنی دار بود یعنی 
out out  . 

دیگر نتوان  این روش )استراتژی( تا زمانی تکرار می شود که نتوان دیگر هیچ متغیری را به مدل اضافه کرد و

 حذف کرد. مدلهیچ متغیری را از

outدر حالت کلی  in(0.05,0.15) , (0.20,0.30)     می شود.در نظر گرفته 

 به صورت فوق در نظر می گیریم.خطاها را از مدل های ممکن  یبرای در نظر گرفتن تعدادی زیاد

 :  The Methods of Comparison Modelروشهای بررسی کردن مدل  -1.9

( مدل درست یا حداقل قابل i-  iv)اولیه شرایط که معتبر هستند وقتی سطوح معنی داری آزمون فرض ها 

 آوری می شود :ابتدا یاد .ن ها را بررسی می کنیمآزمو یدر این فصل شرایط درست قبول باشند.

𝐼     شرط خطی بودن −  𝐸(𝑌|𝑥) = 𝒙𝜷 ≡ 𝐸(𝜺) = 𝟎                                                 

 هم واریانسی وناهمبسته بودن خطاها:
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2
i jII V( ) I, III Cov( , ) 0;i j         

 ( Identity matrix)قطر اصلی()می باشد)همانی(  یک ماتریس واحد 𝐼𝑛×𝑛که درآن 

 (𝐼𝑉) − 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦     ≡        𝜀~𝑁𝑛(0, 𝜎
2𝐼)                                                                   

 انواع باقیمانده ها :  -1.9.1

 انجام داد. 2ε,…,1εروی توزیع توان همه آزمون ها را می مانند یادداشت فوق

 Residualsو برآورد خطاها بود  دنخطاها استوار خواهروی  ق روی برآ روشن است که بررسی شرایط فو

 باقیمانده ها نامیده می شوند و به گونه های زیر تقسیم می شوند :که 

 باقیمانده های معمولی:  -1

 i i i i
ˆˆev y y y x

e (I H)y (I H)

    

    
  

 یا به شکل ماتریسی 

 داریم : IIوIII. تحت فرض های I  : E(e)=0تحت فرض 

2var(e) (I H)                                                     

2 2
i ii i j iiv(e ) (1 h ) , cov(e ,e ) h       

 : IVتحت فرض 

(I-  IV) 

Commented [T2]: hjhjg 

Commented [T1]:  
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𝑒~𝑁𝑛(0, 𝜎
2(𝐼 − 𝐻)) 

 :  Studentized Residualsباقیمانده ها   -2

 identifyشناسایی کردن 

i
i

ii

e
S

S 1 h



                                 

های مدل را ی خواهیم کرد که بطور مستقیم فرضدر فصلهای بعدی  بررسها را باقیماندهانواع دیگری از 

مدل های پرتوان در پیش بینی و شناسایی داده های  )مشخص کردن( بررسی نمی کند اما برای شناسایی

 پرت و موثر بکار می رود.
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 :Residuals plotsگرافیک باقیمانده ها   -1.9.6

 دارای مشکل هستند. I-  IVفرض های ازکه کدامیک اغلب نشان می دهند نمودارهااین 

iها  iyمقابل برآورد رسم باقیمانده ها در  -1 i
ˆ(y ,e ) 5ab l 

  ieاگر فرض خطی بودن قابل  مدل استفاده می شود. )I(این نمودارمعمولا برای تشخیص خطی بودن فرض 

ها نزول یعنی  د.نده نشان می را =0yاطراف ابری از داده ها دربصورت ل است نمودار قبوiŷها نسبت به

 ها مستقل اند.iŷاز  ieبه بیان دیگر  یارشد نمی کنند

iها iŷباقیمانده های استودنت شده در مقابل   -2 i
ˆ(y ,s )   
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ها هم واریانس )همگن( نباشند  ieشکل غیر خطی بودن را بیان می کند و نیز اگر ل مباین گرافیک مانند ق

 )اگر واریانس باقیمانده ها ثابت نباشد( را نشان می دهد

 ( قرارگیرند.  -3و3ها باید بین ) isدر صورت عدم اشکال بعلاوه 

باشد بیان گر غیر نرمال بودن باقیمانده ها یا گویای داده  3ها بزرگتر از  isاگر مقدار قدر مطلق بعضی از 

 ( می باشد.Outliers or Extrem Values) های پرت

 (.ii,e)ات متناظر مشاهداندیس در مقاب ieنمودار باقیمانده های اولیه)معمولی(   -3

 نبودن باقیمانده ها را بررسی می کند.همبسته شکل همبسته بودن یا این گرافیک م

آنگاه مشکل  زرگ )کوچک( باشندمقادیر ب یمانده های باپیرو باق اگر باقیمانده های با مقادیر بزرگ)کوچک(

 همبستگی مثبت را بیان می کند. خود

 آنگاه مشکل خودکوچک)بزرگ( باشند های با مقادیر پیرو باقیمانده  بزرگ)کوچک( اگرباقیمانده ها با مقادیر

 همبستگی منفی را بیان می کند.

این نمودار مشکل نرمال نبودن  )i, s iu(باقیمانده های استودنت شده در مقابل چندکهای توزیع نرمال   -4

 را بیان می کند.

 استفاده می کند. Henryنرمال یا خط راست هنری  QQ-  Plotاز  منظور ینبد
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از  Henryو برای رسم خط راست  )rmQQ no(ها چندکهای توزیع نرمال استاندارد می باشد iuکه در آن 

 امید آماره های مرتب)ترتیبی( نرمال استاندارد استفاده  می شود.

. اگر نمودار در هردو حالت اگر فرض نرمال بودن قابل قبول باشد نمودار باید خط راست با شیب مثبت باشند

بنابراین اگر  باشند نشان دهنده این است که توزیع باقیمانده ها متقارن نیستند.محدب یا مقعر منحنی 

خوابیده باشد نشان می دهد که باقیمانده ها می توانند از توزیعی آمده باشند یا نمودار به شکل انتگرال چپه 

 از توزیع نرمال است. )ضخیمتر( تر که دمهای آن بسیار پهن

5-   Box-  Plot  ها :باقیمانده 

این نمودار نشان می دهد که باقیمانده ها )معمولی یا استودنت شده( داراری توزیع متقارن هستند یا نیستند 

 و داده پرت داریم یا نداریم.

 62نمودار متغیر اضافه شده : ص -6

  In Example 14   -    Data-Boxcox.txt بررسی فایل -مثال

iدر مثال  مصرف بنزین و مدل    -مثال 0 1 i1 2 i2 3 i3 4 i4y x x x x i         را در

 نظر بگیرید و پس از بررسی مدل نمودار های :

1-  i i
ˆ(y ,e )                3-  i(i,e )  

2-  i i
ˆ(y ,s )                4-  i i(u ,s )  
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iهمانطور که از نمودار  i
ˆ(y ,s ملاحظه می شود مشکل نرمال نبودن یا عدم واریانس ثابت را داریم . با  (

*تبدیل  Box Coxتوجه  1
y

y
   را انجام داده و سپس برای مدل جدید نمودار های فوق را رسم

 چه تفاوتی را ملاحظه می کنید؟ کنید.

 : Hypothesis Testing   Formalمعمولهای  یهآزمون فرض  -1.9.3

علارغم اینکه این گرافها وجود مشکلات در فرض های مدل را  در بخش قبل گرافهای مفید را بررسی کردیم.

لذا آزمون  بیان می کنند و نشان می دهند دور از انتظار نیست که به مواردی برخوریم که ابهام آمیز باشد.

 تا ابهام در گرافها برطرف شوند.های ذیل به ما کمک خواهند کرد 

 برای بررسی نرمال بودن باقیمانده ها  Shapiro-  wilkآزمون  -1

shapiro.test(x),    ks.test(x,"pgamma", 3, 2)#alternative: two-sided, g,l  

 

 Henryاین آزمون در عمل آزمون خط راست  .کندمی بررسی این آزمون عدم نرمال بودن باقیمانده ها را 

i)نرمال بودن باقیمانده ها( و  0Hدر این تست فرض  است. iE(e ) u  آن که درiu  امید آماره

 از یک توزیع نرمال استاندارد می باشد. nبی دریک نمونه تصادفی به حجم ترتی

ماتریس کواریانس آماره ترتیبی با عناصر  n×nVفرض کنید 
ij (i) ijv cov(u ,u )  

 و فرض کنید 
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n
2 2 2 T 1

i

i 1

T 1
2 T 1 1 2

T 1

T
(1) (n)

S (R R) , R u v u ,

(u v R)
C u v v u ,

(u v u)

u (u ,....,u )






 



  

  





 

تعریف می کنند :                                             wilkو  Shapiroکه 
2 2 2

2 2

ˆ( R )
w

C S


  

 0Hباقیمانده ها از توزیع نرمال پیروی می کنند : 

 کوچک باشد.  Wرد می شود هرگاه  0Hفرض 

 (Gas Consumaption)ین در مثال مصرف بنز

را روی باقیمانده های استودنت شده قبل از تبدیل داده ها انجام دهیم به  SWاگر آزمون 

p value 0.0165   0 به یعنیRH .می رسیم) Consummation گیری( نتیجه 

اگر پس از تبدیل داده ها این آزمون را روی خطاهای باقیمانده استودنت شده انجام دهیم به 

p value 0.99   0یعنیAH .یا نرمال بودن خطاها می رسیم 

 : Box-  Coxآزمون براساس تبدیل 

رستنمایی را ماگزیمم می کند فهمید که دکه تابع    توان از فاصله اطمینان برای مقداری از  براحتی می

 آیا تبدیل داده ها لازم است یا خیر ؟
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به این فاصله تعلق داشته باشد تبدیل لازم نیست و چنانچه  1یعنی اگر عدد 
1

1 CI( )


  نرمال  بیانگر عدم

 بودن خطاها یا واریانس غیر ثابت خواهد بود.

در مثال مصرف بنزین : قبل از تبدیل 
0.95

( 1.4,0.5)1 CI( )     پس از تبدیل)Cox  -Box(  داریم

1

* 2
1

y y
y



  : داریم 

0.95

[ 0.35,2.7]1 CI( )     

  لزومی برای تبدیل مجدد داده نیست : 

 فرض می شود( p=1)اساساً Test For Lack of Fit  آزمون عدم تناسب

 گروه تقسیم شوند. m به ( که=1pدر رگرسیون )خطی ساده  )n,yn x(….,),1y ,1x (داده های فرض کنید 

    یعنی                                                                   

                  𝑛 = ∑ 𝑛𝑖
𝑚
1  فراوانی      

به بیان دیگر 

1 m

1 2 n1 n m 1 n

1 1 1 m m

n n

y y ..... y , ...... , y , ..... , y

x x ..... x , ...... , x , ..... , x

 




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 (Lack Of  Fit Errors)            حفره  lackو خطای  Pure errorsخطای خالص )واقعی( 

j

j

n

j ji j

j i 1

nm
2

Pure ji j

j 1 i 1

m

Pure j

j 1

1
y y ; x x

n

Pure error : SS (y y )

d.f (SS ) (n 1) n m



 



 

 

   







  

 می توان نشان داد که :

∑∑(𝑦𝑗𝑖 − 𝑦̂𝑗𝑖)
2 =

𝑛𝑗

𝑖=1

𝑚

𝑗=1

∑∑(𝑦𝑗𝑖 − 𝑦𝑗̅)
2 +∑𝑛𝑗(𝑦̅̂𝑗 − 𝑦𝑗̅)

2

𝑚

𝑗=1

                                     

𝑛𝑗

𝑖=1

𝑚

𝑗=1

<=>𝑆𝑆𝑅𝑒𝑠 =𝑆𝑆𝑃𝑢𝑟𝑒 + 𝑆𝑆𝐿𝐹  
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 Page47  (Draper & Smith  -1998)اثبات 

 را بیان کنند. ResSSبخش بزرگی از  PureSSحال اگر مدل خوب است باید 

 

                                   mlfdf(SS=(-  2که             

LF

0
Pure

SS

(m 2)
F F ; m 2 , n m RH

SS

(n m)




    



 

 :  Table of Variance Analysisجدول آنالیز واریانس

F MS SS df منبع تغییرات 

Reg

2

SS

S

  RegSM RegSS 1 Regression 

 2S ResSS n-  2 Residuls 

2
P

LFMS

S
  LFMS LFSS m-  2 Lake Of  Fit 

  2
PS=PMS PureSS n-  m Pure Error 

  TSS n-  1 Total 

  

 Solve the problems with the Hypothesisرفع مشکلات عدم همخوانی با فرضیات  1.9.4

 0Hمدل خوب است  :  

 1Hمدل خوب نیست  :  
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 بین متغیر پاسخ و متغیرهای کمکی )آزاد( هستند.درست تشخیص فرم عدم در کل 

 :Solutions for the Caseشود  لکن است با یکی یا چندین گزینه زیر حماین مشکل م

متغیرهای خاصی از متغیرهای کمکی یا اضافه کردن  تغییر متغیر )تبدیل(  -1
3 2
ij ij...., x , x  

 افزودن متغیر یا متغیر های کمکی جدید به مدل .  -2

افزودن اثرات متقابل به مدل مثل    -3
jj ij ij( , x x )   

 تبدیل متغیر پاسخ  -4

 واریانس غیر ثابت

در غیر اینصورت  برای متغیر پاسخ جهت ثابت کردن واریانس استفاده می شود. Box-  Coxاغلب تبدیل 

 رگرسیون وزنی ممکن است به حل مسئله کمک کند.

 علاوه بر این مدل های مختلط )بعدا ارائه خواهد شد( به حل مسئله کمک خواهد کرد.

 : Autocorrelation in erorrsخود همبستگی خطاها 

حل است . بعضی وقتها افزودن یک متغیر توصیفی که بیان می کند چرا این خود  این مشکل به سختی قابل

، انتخاب مقادیر  Aبعنوان مثال ارائه دلایل انتخاب مقادیر اولیه توسط فرد  همبستگی وجود دارد مفید است.

 کند. می همبستگی کمک متغیری به حل مشکل خودافزودن چنین  و ....،که گاهاً Bبعدی توسط فرد 
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یا سری های زمانی حل خواهد  اما در کل این مشکل با مراجعه مدل های خطی مختلط )بعداً ارائه می شود(

 شد.

 : Non Normalityعدم نرمال بودن 

به حل مسئله کمک خواهد  Box-  Coxگفته شد تبدیل داده ها )متغیر پاسخ ( توسط همانطورکه قبلا نیز

در این رخ می دهد،  exterem data نرمال بودن داده ها به دلیل چند داده پرت غیر کرد . بعضی وقتها 

 Robust)تنومند(  یا روشهای دیگری مثل رگرسیون توانمند ،زیر استفاده می شود هایحالت از روش

Regression   یا رگرسیون نا پارامتریnon-parametric Reg .استفاده کرد 

 Outliers and influential Data داده های پرت یا موثر   -1.10

ممکن  موثر و مهم روی برآورد پارامترهای رگرسیون و واریانس آنها خواهند داشت.این داده ها اثرات بسیار

 نتیجه تشخیص این داده ها خیلی مهم هستند.ست این داده ها مضر نیز باشند درا

1.10.1-  everl داده یا مشاهده از مرکز آن متغیر کمکی مانند یا فاصله هرix  یعنی ، می باشد از میانگین

ix x  . 

ixو در نتیجه ر نظر می گیریم را د   iihیعنی  Hیکبار دیگر عناصر قطر اصلی ماتریس  x  هم به صورت

 .(را ملاحظه کنید Sen & Srivastavaو  .8.2.1sec)برای توضیح بیشتر به  می کند. تغییر iihبا ارز 

 به مفهوم یک فاصله واقعی است. iihنمی توان گفت که  لیو iin <h/1 >1 توجه داشته باشد که 



  

92 
 

 iihهر چه به این منظور که استفاده می شود  xاز  ixبه عنوان فاصله  iihها از  با این وجود بعضی وقت

 .تفسیر می شود دورتر است xاز   ixبزرگتر باشد یعنی 

  Outlier Dataداده های پرت   -1.10.2

 داده های پرت احتمالاً خیلی کم تحت فرضهای مدل مشاهده می شوند.

چنین داده هایی بکار می رود اگر چه چنین  نکرد برای شناسایی )i,yix(رگرسیون خطی ساده نمودار در

و خط راست هنری روی  )i,yis(نموداری برای رگرسیون چندمتغیره مفید نخواهد بود در عوض نمودار 

متناظر خطاهای داده های کار می رود یعنی بباقیمانده های استودنت شده برای شناسایی داده های پرت 

 .محسوب می شوندداده های پرت  ،قرار می گیرند [3,3 -]ز بازه )باقیمانده های(استودنت شده که خارج ا

که مانند  RStudentنوع دیگری از خطاهای مفید برای تشخیص داده های پرت یا موثر عبارتست از 

امین  iباقیمانده های استودنت شده تعریف می شوند فقط واریانس حاضر و مخرج کمی متفاوت است.یعنی 

 محاسبه می گردد. به صورت زیر دههشاامین م iواریانس بدون 

* i
i

i ii

2 2
i

2 ii
i

e
e

S 1 h

(n p)s e

(1 h )
S

n p 1








 




 

  

روی برآورد پارامترها یا  یکه به تنهایی اثری بزرگاتی عبارتست از مشاهدداده موثر :داده های موثر  -1.10.3

 .می گذاردپیش بینی 
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از یک  برای شناسایی و بررسی مفید هستند چون خطای حاصل پرت نباشند  لزوماًحتی اگر این داده ها 

 خواهد داشت. ف نتیجه گیریانحرازیادی در داده کاملاً اثر

 لزوماً مولفه های یک مشاهده دو اثر دارند :

I-  )فاصله از مرکز یا فاصله اهرمی )گشتاوری 

II-   یک مقدارمتغیر پاسخ(y)  خیلی بزرگ یا خیلی کوچک نسبت به بقیه مشاهدات با متغیرهای توصیفی

 مشابه.

 لذا پیشنهاد می شود که چگونه باید اثر داده های موثر یا پرت را اندازه بگیریم.

 اثر داده موثر روی پیش بینی :

1
i i, i * ii 2

i i

iii ii

ˆ ˆy y h
DFFITS e ( )

1 hS h






 


  

iDFFITSاگر  [ 2,2]   .نشان دهنده این است که داده مربوطه موثر است 

jبرآورد پارامترامین  jامین مشاهده روی  iاثر  :اثر روی مقدار برآورد پارامترها
ˆ( )  به صورت زیر اندازه

 گیری می شود.

j j, i

ij
1

i jj

ˆ ˆ
DFBETAS

S (x x)






 



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2از  ijDFBETASاگر قدر مطلق 
√𝑛
امین( اثر قابل توجهی روی برآورد  iاین مشاهده )باشد آنگاه بزرگتر ⁄

𝛽𝑗  . دارد 

پارامتر طولانی و خسته کننده  pتوجه: اگر مجموعه داده ها بزرگ باشد محاسبه اثر تک تک مشاهدات روی 

 خواهد بود.

, 𝛽̂اما می توان با توجه به فاصله استاندارد شده بین  𝛽̂−𝑖   یعنیiD  .را به صورت زیر بیان کرد 

𝐷𝑖 =
(𝛽̂− 𝛽̂−𝑖)

′
(𝑋′𝑋)(𝛽̂− 𝛽̂−𝑖)

𝑝𝑠2
  (فاصله کوک)                

اده موثردر برآوردپارامترها درنظر می به عنوان دیه باشند مشاهدات متناظر آنها رابقها جداشده ازiDمادامی که 

 را ملاحظه کنیم. DFBETASاست کهگیریم و شایان ذکر

 اثر روی واریانس برآوردگرها :

 اثر به صورت زیر داده می شود:اندازه 

𝐶𝑂𝑉𝑅𝐴𝑇𝐼𝑂𝑖 = 
‖𝑆−𝑖

2 (𝑋−𝑖
′ 𝑋−𝑖)

−1‖

‖𝑆2(𝑋′𝑋)‖
=

(𝑠−𝑖
2 )𝑝

(𝑆2)𝑝
(

1

1−ℎ𝑖𝑖
)  

 است.نشان دهنده ترمینان  II.IIآن که در

یا  اهده اثر کمی روی واریانس دارد واگر نزدیک صفرباشد یعنی این مش1نزدیک  COVRATIOاگر مقدار 

 مقداری بزرگ داشته باشد بیانگر اثر زیاد است.
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COVRATIO𝑖تی که   بیان دیگر مشاهدابه  ∉ (1 ±
3𝑝

𝑛⁄ ) 

 بعنوان مشاهدات موثر روی واریانس در نظر گرفته می شوند.

Residuals , rstudent , covratio, dffits , dfbetas (mod)diag hat  H? 

 با داده های موثر یا پرت چکار باید کرد؟ – 1. 10. 4

اغلب این داده با خطا و بر خلاف قاعده حاصل می شوند. که باید روی این مشاهدات اطلاعات کافی جمع 

 اینصورت آنرا حذف کرد.ح کرد درغیراصلاآوری کرد.درصورت امکان داده را

انحراف در تغییر و نتیجه گیری نشود آن  ا مشاهدات پیش می آید و تا جایی که موجبمتاسفانه این اعداد ی

 ها را از داده ها حذف نمی کنیم.

  Multicolinearهم خطی  چند گانه )چند هم خطی(      -1. 11

بستگی دارد. لذا لازم است قبل آنالیز رگرسیون وجود  Xچند هم خطی مشکلی است که به ساختار ماتریس 

دارای رنگ کامل است یعنی  Xه تا کنون فرض کردیم ماتریس هم خطی را بررسی کنیم. لازم به ذکر است ک

معکوس پذیر است و چند هم خطی وجود ندارد. گاهاً برای رفع این مشکل ممکن است متغیری  X’Xماتریس 

مجموع توان های  𝛽̂کامل باشد تضمین می کند که بردار یکتای  دارای رنک Xاضافه کرد. چون اگر  Xرا به 

 م می کند.را مینیم  sReSSیعنی دوم خطای رگرسیون 
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این نمی معکوس پذیر نبوده وبیشتر از X´Xتابعی خطی از بقیه باشد آنگاه ماتریس  Xاگر یکی از ستون های 

دقیقاً تابعی خطی از بقیه نباشد)ولی خیلی نزدیک باشد(  Xتوان جلو رفت. برعکس اگر بعضی از ستون های 

در بسیار بزرگ خواهد بود و  𝛽̂نیز پیدا کرد واریانس بعضی از مولفه های   𝛽̂حتی بتوان یک برآوردگر یکتایو

داشت و حتی می تواند باوجود مهم به همراه خواهدنتیجه پیش بینی های بسیار متغیر و دور از واقعیت را

 بودن یک متغیر آن را معنی دار در مدل تشخیص ندهد.

 تشخیص هم خطی بودن:   -1. 11.  1

 بستگی بین متغیرهای کمکی )آزاد( را محاسبه می کنیم.هماولاً ماتریس 

  فرض کنید :

𝑥𝑖𝑗
∗ ≔ (𝑥𝑖𝑗 − 𝑥̅𝑗) 𝑠𝑗⁄     ,   𝑥̅𝑗 =

1

𝑛
 ∑ 𝑥𝑖𝑗

𝑛
𝑖=1    

𝑠𝑗                                                                            باشد. 
2 =

1

𝑛−1
∑(𝑥𝑖𝑗 − 𝑥̅𝑗)

2 

 . X ’*X* :نمونه ای داده ها عبارتندآنگاه ماتریس ضرایب همبستگی 

 ( 1آنگاه ضریب همبستگی بین آنها بزرگ )نزدیک به  همبسته خطی باشند متغیر از متغیرهای آزاداگر دو

 با دو مشکل مواجه هستیم:صورت که دراین  .است

 چه مقدار از ضریب همبستگی را بزرگ تلقی کنیم . -1
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. برای ملاحظه این (خطی  هم)چند از دو متغیر رخ می دهدبین بیش  دراکثر حالتهای هم خطی ، هم خطی -2

ب همبستگی بین زوج حالی که ضرایتولیدکرد دررا  بسته خطی هستندکه کاملاً هم ،متغیر Pتوان  مشکل می

 .خواهند بود       ازمتغیر ها کمتر

را محاسبه غیرها با بقیه متاندازه گیری سطح همبستگی بین هرمتغیر توصیفی  یک روش که به نظر می آید

2بقیه متغیرهای توصیفی است. چنانچه  و jXامین  j، برقراری یک رگرسیون خطی بین کرد
jR  بزرگ باشد

متغیر  p-  1)تامین می شود. jXاز  ییرات رگرسیون توسط متغیرهای غیردهد که بخش بزرگی از تغ نشان می

 دیگر(

 کنیم. می( بصورت زیرارائه VIF)این معیارتشخیص هم خطی را در

Variance Inflation 

𝑉𝐼𝐹𝑗 =
1

1−𝑅𝑗
2  

𝑉𝑎𝑟 (𝛽𝑗̂) =
𝜎2

𝑥′𝑥𝑗𝑗
  𝑉𝐼𝐹𝑗  

2یعنی اگر 
jR نزدیک عدد یک باشد آنگاه 𝑉𝐼𝐹𝑗عددی بزرگ خواهد شد و در نتیجه واریانس  𝛽𝑗̂   نیز بزرگ

 خواهد شد.

 .باشد 𝑉𝐼𝐹𝑗 >10  و بقیه این است که jxیکی از پیشنهادها برای تشخیص هم خطی بین 

 یکی این است که چند هم خطی ستون : VIFاز نقاط ضعف 

 را نمی تواند تشخیص دهد. Xاز ماتریس  -1

 توان در تشخیص متغیرهای همبسته خطی است.نا -2
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 به عنوان چند هم خطی مشخص نمی کند. VIFمقدار دقیقی برای  -3

 بصورت: jTOLیا  Toleranceمعیار دیگری برای محاسبه تورم واریانس به عنوان 

𝑇𝑂𝐿𝑗 = 1 − 𝑅𝑗
2 =

1

𝑉𝐼𝐹𝑗
 

 تعریف می شود.

بخش یا درصدی از تغییرات را که توسط متغیرهای توصیفی دیگر بیان  jTOLهمانطور که ملاحظه می شود 

)معادل( این است که حداقل  jTOL< %10آنگاه  jVIF >10نمی شود را بیان می کند. پر واضح است که اگر

 یه متغیرهای توصیفی بیان می شود.% تغییرات توسط بق 90

بیان می شود بصورت زیر تعریف می  X ’*X*اساس خواص ماتریس چند هم خطی بررهیافت اندازه گیری اثر 

 گردد.

ه که همبطوری  pC,…, 1C خطی از ثابت هایچند هم خطی وقتی استفاده می شود که یک ترکیب  تعریف:

∑نیستند و همزمان صفر 𝑐𝑗𝑥𝑗
∗ ≈ 0

𝑝
𝑗=1 

∗tr (𝑋  داریم : X*  استاندارد به تعریف ماتریسبنا
′
𝑋) = 𝑝 = ∑ 𝜆𝑗

𝑝
𝑗=1 

 یا

 V′(𝑋∗
′
𝑋∗)𝑉 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜆1, … , 𝜆𝑝) 
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∗𝑋ها مقادیر ویژه ماتریس   𝜆𝑗که در آن 
′
𝑋∗  داشته باشد دترمینان  خطی وجود همیک چند اگربوده و

𝑋∗
′
𝑋∗ که برابر      𝑝 = ∑ 𝜆𝑗

𝑝
𝑗=1    ؟و ≅ ∏ 𝜆𝑗

𝑝
𝑗=1 

0با وجود چند هم خطی  تعداد متغیرهای آزاد می باشد. pکه در آن  ≅ ∏ 𝜆𝑗
𝑝
𝑗=1   یعنی بعضی از𝜆𝑗   ها

 تقریبا صفر خواهد بود.

∅𝑗 = √
𝜆𝑚𝑎𝑥
𝜆𝑗

   ;   𝑗 = 1,2, … , 𝑝 

𝑗∅اگر   > و بقیه متغیرهای توصیفی می   𝑋𝑗یک همبستگی خطی بین  باشدآنگاه نشان دهنده 30

بردار ویژه می توانند ما را در آنگاه عناصر   باشد  𝜆𝑗بردار ویژه متناظر با مقدار ویژه  jVفرض کنید      باشد.

همبستگی خطی دارندکمک کنند. می توان نسبت )احتمال( واریانس    Xامین jشناسایی متغیرهایی که با 

 آورد.امین همبستگی خطی بیان می شود را به صورت زیر بدست jکه بوسیله  𝛽̂𝑙براوردگر  

𝑃𝑙𝑗 =
𝑉𝑙𝑗

2/𝜆𝑗
𝐶𝑗𝑗

> 0.6 

𝐶𝑗𝑗:  به طوریکه = ∑
𝑉𝑙𝑗

2

𝜆𝑗
  

𝑝
𝑙=1 

 در نتیجه الگوریتم زیر برای شناسایی چند همخطی بکار می رود.

 بزرگتر هستند. 30هایی که مقدارشان از   𝑗∅شنساسایی یا مشخص کردن   .1

 را محاسبه کنید. l =1,…pها متناظر 𝑝𝑙𝑗هستند   30 ها که بزرگتراز Φ𝑗برای هرکدام از  .2
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چند هم خطی درگیر   ()معمولاً   0.60از های بزرگترp𝑙𝑗با متغیرهای توصیفی متناظر .3

 هستند.

 

نمی  Xماتریس 1بررسی کنید )توجه داشته باشید که برای ستون برای مسئله بنزین چند هم خطی را –مثال 

 (توان این موضوع را بررسی کرد.

                                                 VIF(mod) خطی:بررسی چند هم 

if  sqrt (vif(mod))>2⟹problem? 

 T   82ص  .انجام داد مشکل هم خطی پیش می آیداین آزمون را )بررسی( 1ا ستون چنانچه ب

∗𝑋ویژه ماتریسمشاهده می شود اما آنالیز مقادیرهای بزرگ VIFاگر در داده ها وجود تذکر :
′
𝑋∗  مشکلی

این بستگی خطی بین ستونها می باشد دردرگیر یک همXماتریس  1احتمال زیاد ستوندهد با نشان نمیرا

∗𝑋صورت از الگوریتم فوق می توان استفاده کرد اما بجای ماتریس
′
𝑋∗   از𝑋 ′̃𝑋̃ آن که در𝑋̃  همان ماتریس

Xشده ولی مرکزی نشده است . یعنی  است که استاندارد𝑋̃𝑖𝑗 =
𝑥𝑖𝑗

𝑆𝑗
⁄ 

 راه حل های ممکن: 

خطی  ترین راه حل حذف شبه همبستگی ها اولین و ساده ؟باید کردخطی پیش آید چکار اگر مشکل چند هم

 . Xاست یعنی کاهش ابعاد ماتریس 
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همبسته خطی باشند.   x5, x 6x ,1 فرض کنید نیز میتوان متغیرهای دارای چند هم خطی را جایگزین کرد.و

 به صورت های ذیل جایگزین کرد.جای سه متغیر میتوان دو متغیر رادر این صورت به 

مثلًا:                                                                       
𝑥1+𝑥6

2
  ,
𝑥1+𝑥5

2
 یا  

𝑥5+𝑥6

2
  , 𝑥1   یا 𝑥5  , 𝑥1   

 و یا...

این صورت لازم است یک دارند. که در صیفی در مدل نگه میکه بعضی از محققین خاص هم متغیرهای تو

از خطی دارند( یا یک روش برآورد غیرتبدیل غیر خطی روی متغیرهای توصیفی انجام دهیم)که مشکل هم 

یب تولید نمی شود اما وش ها به راحتی برآوردگرهای نااراین ران های دوم استفاده کنیم. اما درکمترین تو

 وجود چند هم خطی خواهند بود. برعکس واریانس آنها خیلی کم متاثر از

 این روش ها می تواند رگرسیون مولفه های اصلی یا رگرسیون ریج )پل( می باشد.نمونه هایی از

 

 رگرسیون ریج 

 توسط رامین خاورزاده/ در مدل سازی و رگرسیون/دیدگاه  ۰/فروردین ۶, 13۹۵

بار در مقاله ای در مجلۀ مهندسی شیمی، بیان کردند زمانی که در مدل هم خطی هارل و کنارد اولین  رگرسیون ریج

، می توان به جای برآوردگرهای کمترین مربعات باقیمانده از برآوردگر زیر   وجود داشته باشد، برای برآورد

 :استفاده کرد

 

توابع پاسخ درجه دوم دارند. به این به دست می آیند، شباهت های ریاضی زیادی با تعریف   برآوردهایی که با

 .انجام می شود رگرسیون ریج نامیده می شوند  دلیل، برآوردها و تحلیل هایی که با

 :رابطۀ برآورد ریج با برآورد کمترین مربعات باقیمانده، به شکل زیر است

http://sdata.ir/%d8%b1%da%af%d8%b1%d8%b3%db%8c%d9%88%d9%86-%d8%b1%db%8c%da%86/
http://sdata.ir/%d8%b1%da%af%d8%b1%d8%b3%db%8c%d9%88%d9%86-%d8%b1%db%8c%da%86/#respond
http://sdata.ir/category/%d9%85%d9%82%d8%a7%d9%84%d8%a7%d8%aa-%d8%a2%d9%85%d9%88%d8%b2%d8%b4%db%8c/%d9%85%d8%af%d9%84-%d8%b3%d8%a7%d8%b2%db%8c-%d9%88-%d8%b1%da%af%d8%b1%d8%b3%db%8c%d9%88%d9%86/
http://sdata.ir/author/r-khoutlook-com/


  

102 
 

 

، به طوری کهبه عبارتی برآوردگر ریج یک ترکیب خطی از برآوردگر کمترین مربعات باقیمانده است  

 

است و خاصیت گاوس مارکوف،   برآوردی نا اریب برای  در روش کمترین مربعات باقیمانده، فرض کردیم

 .مینیمم بودن واریانس این برآوردگر در کلاس برآوردگرهای خطی نا اریب را بیان می کند

یبی برایدر محاسبۀ برآوردگر ریج از فرض نااریب بودن چشم پوشی شده و برآوردگر ار به دست می آید که   

 .دارای واریانس کمتری نسبت به برآوردگر کمترین مربعات باقیمانده است

بنابراین مقدار برآورد در این حالت پایدارتر خواهد بود، یعنی با حذف یا افزودن یک متغیر پیشگوی جدید به مدل و یا 

ضرایب برآورد شدۀ مدل تغییر چندانی نخواهند کرد…  . 

حاسبۀ برآوردگر ریجدر م  ( استاندارد شده باشند، از حل معادلات نرمال  x ، با فرض اینکه ستون های ماتریس (

 :داریم

 

مقداری مثبت است که بایستی توسط تحلیل گر با توجه به یک سری معیارها تعیین شود. با توجه به  k که در آن مقدار

 این نکته که

برمی گزینیم که کاهش در واریانس برآوردگر اریب، بیش از افزایش مربع اریبی  مقداری را k بنابراین برای انتخاب

 .آن کمتر از واریانس برآوردگر نااریب خواهد بود MSE باشد. در نتیجه

 

 (گروهیمتغیرهای توصیفی) – 1. 12

 )کیفی(متغیرهای توصیفی دومقداری یاچندمقداری –1. 12. 1

گسسته عمل با متغیرهایی برخوردمیکنیم که بطورکه پیوسته بودند.ولی درتاکنون با متغیرهایی سروکارداشتیم 

 مقادیری را می پذیرند.

 مثال:                                                              
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𝑋1𝑖 = {
H ; اگر مرد باشد                    

𝐹; اگر زن باشد                        
 

𝑋1𝑖 = {
1 ; اگر  شهر   باشد                      

−1; اگر روستا باشد                        
  

𝑋1𝑖 = {
1 ; اگر روشن باشد                    

0; اگر خاموش باشد                   
 

 نظر گرفت)تعریف کرد(چنین در که همیشه می توان این

𝑋𝑖 = {
1 ; یتصف را دارد             اگر 

    0;                𝑆𝑖𝑛𝑜𝑛 , 𝑜. 𝜔.
 

𝛽0بنابراین مدل  + 𝛽1 + 𝑥𝑖 + 𝜀𝑖= iy :را در نظر می گیریم داریم 

𝑋𝑖 اگر = {
−5 ;  مرد                     

5;  زن                       
 بود و تغییر پارامترها مشکل می شود.فرض شود خیلی مفید نخواهد 

𝐸 (𝑦𝑖  ; (𝑖 مرد                = 𝛽0 − 5𝛽1
                                                                                                                                            ⟹ 𝛽1 = 0.1 𝑑1𝑓𝑓 𝑏𝑒𝑡𝑤𝑒𝑒𝑛 𝐻 𝑎𝑛𝑑 𝐹

𝐸 (𝑦𝑖 ; (𝑖 زن                = 𝛽0 − 5𝛽1

  

𝛽1 = 0.1 𝐷𝐻𝐹 

𝑋𝑖             ولی اگر = {
1 ;  مرد                     

0;  زن                         
 در نظر بگیریم داریم: 
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𝐸 [𝑦𝑖  ; [𝑖 مرد باشد   =  𝛽0 + 𝛽1  

𝐸 [𝑦𝑖  ; [𝑖 زن باشد   =  𝛽0 

 ؟

 

 . مثال:C ≥2مقدار که  Cاگر متغیری چند مقدار داشته باشد مثلاً 

𝑥𝑖 = {

1   ;   𝑖  𝑖𝑠 𝑏𝑙𝑢𝑒                                                 
2   ;   𝑖  𝑖𝑠 𝑟𝑒𝑑                              𝑝𝑜𝑙𝑦𝑡𝑜𝑚𝑖𝑐
3   ;   𝑖  𝑖𝑠 𝑦𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤                                            
4   ;   𝑖  𝑖𝑠 𝑔𝑟𝑒𝑒𝑛                                             

 

 مقداری برای آن تعریف می کنیم:متغیر دو C -   1این حالت در

𝑥𝑖𝐵 = {
1   ;   𝑖  𝑖𝑠 𝑏𝑙𝑢𝑒
0  ;            𝑜. 𝜔

 

𝑥𝑖𝑅 = {
1   ;   𝑖  𝑖𝑠 𝑟𝑒𝑑
0  ;            𝑜. 𝜔

      

𝑥𝑖𝑦 = {
1   ;   𝑖  𝑖𝑠 𝑦𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤
0  ;            𝑜. 𝜔

                 

𝑥1𝑖 = 𝑏𝑙𝑢𝑒 ⟹ (𝑥𝑖𝐵 , 𝑥𝑖𝑅 , 𝑥𝑖𝑦) = (1,0,0)             

𝑥1𝑖 = 𝑟𝑒𝑑 ⟹ (𝑥𝑖𝐵 , 𝑥𝑖𝑅 , 𝑥𝑖𝑦) = (0,1,0)      

𝑥1𝑖 = 𝑦𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤 ⟹ (𝑥𝑖𝐵 , 𝑥𝑖𝑅 , 𝑥𝑖𝑦) = (0,0,1)     
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𝑥1𝑖 = 𝑔𝑟𝑒𝑒𝑛 ⟹ (𝑥𝑖𝐵 , 𝑥𝑖𝑅 , 𝑥𝑖𝑦) = (0,0,0)                 

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽𝐵   𝑥𝑖𝐵 + 𝛽𝑅 𝑥𝑖𝑅 + β𝑦₲𝑥𝑖𝐺 + 𝜀𝑖       

𝐸[𝑦𝑖;    𝑖 = 𝐵𝑙𝑢𝑒] = 𝛽0 + 𝛽𝐵   

 𝐸[𝑦𝑖;    𝑖 = 𝑅𝑒𝑑] = 𝛽0 + 𝛽𝑅 

𝐸[𝑦𝑖;    𝑖 = 𝑌𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤] = 𝛽0 + 𝛽𝑌 

𝐸[𝑦𝑖;    𝑖 = 𝐺𝑟𝑒𝑒𝑛] = 𝛽0  

 

 نظر گرفت .نجا می توان آزمون های زیر را درایدر

 

 ؟

نشان دهنده کیفیت  iyام باشد و  iغلظت نمک در محصول  2ixانواع محصولات و  1ixفرض کنید    -1. 9مثال 

 iE(y({ می باشد به کمک نمودار 1,2,3,4چند مقداری شامل } 1ixپیوسته و متغیر  2ix و  iyباشد.  iمحصول 

 است می توان پارامترهای مدل را تغییر کرد. 2ixتابعی از 

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽11𝑥11𝑖 + 𝛽12𝑥12𝑖 + 𝛽13𝑥13𝑖 + 𝛽2𝑥2𝑖 + 𝜀𝑖  
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 بطوریکه

𝑥11𝑖 = {
1   ;    𝑥1𝑖 = 1
0   ;       𝑥1𝑖 ≠ 1

                                                                              

𝑥12𝑖 = {
1   ;    𝑥1𝑖 = 2
0   ;        𝑥1𝑖 ≠ 2

                                                𝑥13𝑖 = {
1   ;    𝑥1𝑖 = 3
0   ;      𝑥1𝑖 ≠ 3
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 .1xاست در هر گروه  2xتابعی از  yیعنی 

 :گانه )چند مقداری(آزمون اثر یک متغیر چند 

 همزمان صفر قرار داد.(پارامتر را C-  1)( بایدC)درکل برای آزمون یک متغیر چندمقداری

{
𝐻0:   𝛽11 = … = 𝛽1𝑐−1 = 0
𝐻1:     𝑜. 𝜔                               

                                                                        

در یک متغیر چند مقداری است یعنی اینکه همه  𝛽انتخاب مدل :قانون یا معیار انتخاب مدل متناظر 

پارامترها باید در مدل باشند یا هیچکدام در مدل نباشند مثال قبل را در نظر بگیرید. فرض کنید بهترین 

 مدل 

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽11𝑥11𝑖 + 𝛽13𝑥13𝑖 + 𝜀𝑖  

,𝛽11,𝛽12را اضافه کنیم چون  𝛽12𝑥12𝑖اگر بخواهیم 𝛽𝐵 به هم وابسته  "یا کلاس گروه"از طریق متغیری

 متغیرها می باشد. ههستند پس وجود یکی معادل وجود هم

یک متغیرتکی عمل می کنیم یعنی  توصیفی چند مقداری مانندآیند آزمون در مواجه با یک متغیرپس در فر

 می دهیم یا هیچکدام.یرهای نشانگر )چند مقداری(را درمدل یکی قرارمتغ ههمیا

 Interactionاثر متقابل:      

متقابل وقتی لحاظ می درنظر می گیریم.اثر β12x1ix2iبا را i1, x i2xمتغیر مثل برای نشان دادن اثرمتقابل دو

 داشته باشد. yشود که تاثیر روی میانگین 
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𝑦10فرض کنید    -L10  -مثال = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1𝑖 + 𝛽2𝑥2𝑖 + 𝛽12𝑥1𝑖𝑥2𝑖 + 𝜀𝑖 

 چقدر است؟ iyروی میانگین  i1xاثر افزایش یک واحد 

1 − 𝐸[𝑦𝑖;  𝑥1𝑖 + 1] =  𝛽0 + 𝛽1(𝑥1𝑖 + 1)𝛽2𝑥2𝑖 + 𝛽12(𝑥1𝑖 + 1)𝑥2𝑖  

2 − 𝐸[𝑦𝑖;  𝑥1𝑖] =  𝛽0 + 𝛽1𝑥1𝑖 + 𝛽2𝑥2𝑖 + 𝛽12𝑥1𝑖𝑥2𝑖  

⟹ 1− 2 = 𝛽1 + 𝛽2𝑥2𝑖  

 ؟

 

 دارای سه مقدار باشد بنابراین معادله رگرسیون: i1xفوق فرض در   -مثال

11 .1 – 

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽11𝑥11𝑖 + 𝛽12𝑥12𝑖 + 𝛽2𝑥2𝑖 + 𝛽112𝑥11𝑖𝑥2𝑖 + 𝛽122𝑥12𝑖𝑥2𝑖 + 𝜀𝑖  

𝑥11𝑖                                                                        بطوریکه  = {
1      ;      𝑖 = 1
0      ;         𝑜. 𝜔

 

𝑥12𝑖 = {
1             ;             𝑖 = 2
0           ;             𝑜. 𝜔
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مقداری جالب و مهم می یک متغیر پیوسته و یک متغیر چند که ملاحظه میشود اثرات متقابل بینهمانطور

 باشد .

یرهای کل میتوان اثرات متغتقل یا کمکی در مدل است آنگاه درمسانتخاب اول: اگر اثرمتقابل چندین متغیر

 :متناظر را در مدل قرار داد.مثال زیر را در نظر بگیرید

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1𝑖 + 𝛽2𝑥2𝑖 + 𝛽3𝑥3𝑖 + 𝛽12𝑥1𝑖 + 𝛽13𝑥1𝑖𝑥3𝑖 + 𝛽23𝑥2𝑖𝑥3𝑖 + 𝜀𝑖  

, 𝛽23   آزمون پارامترهایچنانچه پس از 𝛽1    به دلیل آنگاه (هم باشند)فقطم𝛽23  باید متغیرهای متناظر

𝛽3 , 𝛽2 نیز در مدل قرار گیرند. یعنی 

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1𝑖 + 𝛽2𝑥2𝑖 + 𝛽3𝑥3𝑖 + 𝛽23𝑥2𝑖𝑥3𝑖 + 𝜀𝑖  
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  i= ix ;1,…,4  محدود نیست یعنی اگر متغیرهای مستقل عبارتند ازاثرمتقابل )به دومتغیر(

 آنگاه مدل مناسب می تواند :

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1𝑖 + 𝛽2𝑥2𝑖 + 𝛽3𝑥3𝑖 + 𝛽4𝑥4𝑖 + 𝛽12𝑥1𝑖𝑥2𝑖 + 𝛽13𝑥1𝑖𝑥3𝑖 +⋯+

𝛽1234𝑥1𝑖𝑥2𝑖𝑥3𝑖𝑥4𝑖 + 𝜀𝑖  

متقابل بیش از دو متغیر مستقل اده ها کم است (به ندرت اثرنیست )حجم دها زیادذکر :وقتی که تعداد داده ت

 استفاده می شود . 

مدل  که آیا رابطه خطی مناسب است یا خیر ، می توان اثرات متقابل را بهآزمون خطی بدون : برای آزمون این

 .اضافه کرد و سپس آزمون نمود

 : 1.12مثال 

𝑦 𝑖  فرض کنید مدل  = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1𝑖 + 𝛽2𝑥2𝑖 + 𝜀𝑖بین (آیاخطی بودن)رابطه𝑥2𝑖  , 𝑥1𝑖  معتبر است؟

  آنها را به صورت زیر آزمون کرد: متقابلمیتوان اثر

{
𝐻0:  𝛽12 = 0
𝐻1:  𝛽12 ≠ 0

  

 مدلبرای 

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1𝑖 + 𝛽2𝑥2𝑖 + 𝛽12𝑥1𝑖𝑥2𝑖 + 𝜀𝑖 

 متقابل (مناسب نیست .آیا مدل قبلی )بدون اثر 0RHاگر  
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13 .1 

 دل رگرسیون پیشرفته:م

 مدل چند جمله ای: – 1. 13. 1

تقریب خوب از رابطه واقعی بین متغیرهای مستقل و یک یک مدل خطی  "رگرسیون خطی"آخرین ایده 

 پاسخ می باشد که :

𝑦 = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑘) + 𝜀 

,𝑓(𝑥1یک تقریب مناسب از « رگرسیون خطی»بیشتر حالات یک مدل خطی در … , 𝑥𝑘) بود. برعکس خواهد

,𝑓(𝑥1به اندازه کافی نزدیک به « رگرسیون خطی»حالات خاصی مدل خطی در … , 𝑥𝑘) این نخواهد بود. در

استفاده شود تا  جمله ایاز بسط چند« نرم»یک تابع هموار حالت اصولاً میتوان گفت که برای بدست آوردن 

,𝑓(𝑥1 حقیقی« رابطه»تابع برای براورد  … , 𝑥𝑘) جه برای د. امامشکل انتخاب بیشترین درمناسب شوix 

 هاست. یعنی حداکثر چه درجه ای مناسب خواهد بود.

 یعنی :

𝑦𝑖 = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑘) + 𝜀𝑖 

≈ 𝛽0 + 𝛽1𝑥1𝑖 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑖  

+𝛽11𝑥1𝑖
2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑘𝑥𝑘𝑖

2  

+𝛽111𝑥1𝑖
3 +⋯+ 𝛽𝑘𝑘𝑘𝑥𝑘𝑖

3  
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⋮ 

+𝛽1…1𝑥1𝑖
𝑑 +⋯+ 𝛽𝑘…𝑘𝑥𝑘𝑖

𝑑 +⋯+ 𝜀𝑖 

 بیشتر می شوند یعنی 2ها از  ix ندرت درجهعمل به در

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1𝑖 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑖 + 𝛽11𝑥1𝑖
2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑘𝑥𝑘𝑖

2 + 𝛽12𝑥1𝑖𝑥2𝑖 +⋯

+ 𝛽𝑘−1;𝑘𝑥𝑘−1,𝑖𝑥𝑘𝑖 + 𝜀𝑖 

ی یا چند هم خطی برخورد جمله ای استفاده می کنیم به شکل عدداین ممکن است که وقتی ازمدل چند

𝑥𝑗𝑖از  jixکنیم. یعنی بجای رمی شود که با متغیرهای مستقل استاندارد کا این حالتها توصیهکنیم. در
∗ =

(𝑥𝑗𝑖−𝑥̅𝑗)

𝑠𝑗
 آنکنیم که در استفاده 

𝑥̅𝑗 =
1

𝑛
 ∑𝑥𝑗𝑖        ,     𝑠𝑗

2 =
1

𝑛 − 1
∑(𝑥𝑗𝑖 − 𝑥̅𝑗)

2    

𝑛

𝑖=1

 

نیز  dاز درمدل است پس باید تمام درایج کمتر dدرجه دل:مانند حالت اثرات متقابل، اگرعبارتی باانتخاب م

 مدل قرار گیرد.در

ها xیا بعضی از  yتذکر : ترجیح داده می شود که برای گرفتن نتیجه خوب با کمترین پارامتر یک تبدیل برای 

 انجام داد بجای استفاده از یک مدل چند جمله ای .

ln مدل   -مثال 𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1𝑖 + 𝜀𝑖 

𝑦𝑖  یا = 𝛽0 + 𝛽1𝑒
𝑥1𝑖 + 𝜀𝑖 
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𝑦𝑖مدل ممکن است بر  = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1𝑖 + 𝛽2𝑥1𝑖
2 + 𝛽3𝑥1𝑖

3 + 𝜀𝑖 ورت این صجیح داده شود که درتر

با توجه به »معیارهای انتخاب مدل اغلب برای تعیین مدل مناسب کمک می کند آزمون باقیمانده ها یا مقدار

 «داده ها

 آزمون خط لیون:

ردازش یا بررسی یک مدل به آن اضافه عبارتهای بادرجه بیشتر ممکن است برای بد حالت اثرات متقابل مانن

 شود.

𝑦𝑖مدل  فرض کنید    -1. 13مثال  = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1𝑖 + 𝛽2𝑥2𝑖 + 𝜀𝑖   

 برای بررسی خطی بودن مدل فوق می توان برای مدل زیر:

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1𝑖 + 𝛽2𝑥2𝑖 + 𝛽11𝑥𝑖1
2 + 𝛽22𝑥2𝑖

2 + 𝛽12𝑥1𝑖𝑥2𝑖 + 𝜀𝑖 

}ی   فرض ها
𝐻0: 𝛽11 = 𝛽22 =  𝛽12 = 0
𝐻1: 𝑜. 𝑤                                  

   

 حداقل یکی از پارامترها صفر نباشد.

 آنگاه مدل اولیه مناسب نیست. 0RHاگر 

 با اثرات آمیختهرگرسیون خطی « کلی»ی عمومی فصل سوم: مدل ها

موارد انعطاف پذیر و مدلهای رگرسیون خطی دربسیاری ازحظه کردید فصول قبل ملا:همانطورکه در مقدمه

آمد که موارد زیادی هم پیش خواهد ا. اماسب برای بررسی ارتباط بین متغیرپاسخ و متغیرهای آزاد بودندمن
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باشند و واریانس بسته می کردیم که متغیرهای پاسخ باید ناهمچه فرض ین مدل ها مناسب نیستند یعنی اگرا

 ی مسئله نیستند.که در این حالت مدلهای قبل جواب گوچنین نیستند  اینعمل ثابت ولی در

   -3. 1مثال 

 موش داریم. 2هر خانواده خانواده و از 3موش از  6فرض کنید 

می   iyپروتئین می دهیم و مقدار افزایش وزن این موش را  ix ام مقدار iه موش روز ب 10فرض کنید در مدت 

 نامیم.

(𝑦𝑖 , 𝑥𝑖);    𝑖 = 1,2, … ,10 

 ل قبل آموختیم پیشنهاد می کنیم. وفصدرنگاه اول مدل خطی ساده راکه در

𝑦𝑖 مانند = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝜀𝑖    ; 𝑖 = 1,… نظر می گیریم یا فصل قبل را درو روشهای استنباط  10,

 اعمال می کنیم.

هر خانواده نسبت به پروتئین اسب نیستند. چون واکنش موش ها دراینجا منما به احتمال زیاد این روش ها درا

د که همبستگی داخل به نظر می آید ولی مناسب خواهد بو .استده شده از همگنی بیشتری برخورداراضافه دا

 بیان می کند باشد.صیفی که تفاوت بین خانواده ها راشامل متغیرهای تودرنظر داشته باشد یا نیزخانواده ها را
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رادارد بطوریکه بیشترین  Bو  Aدو نوع درخت از نوع  متقاضی فرض کنید یک کمپانی جنگلبانی   -2.2مثال

نتخاب ا Bنهال ازنوع 4و  Aنهال ازنوع  4رشد قدی را در اسرع وقت دراین سرزمین داشته باشد.بدین منظور ما 

 می گیریم.را اندازه سال و هرسال یکبار قد آنها 3و بصورت تصادفی می کاریم وسپس به مدت 

𝑦𝑖𝑗 در نتیجه مدل = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝛽2𝑡𝑗 + 𝛽3𝑥𝑖𝑡𝑗 + 𝜀𝑖𝑗    

 Aام از نوع iاگر درخت  ix=1و  jtام در زمان iاندازه قد درخت  ijyدرختان و زمان اندازه گیری قد jtآن که در

 است. Bیعنی درخت از نوع  ix =0 باشد در غیر اینصورت

𝛽3 اگر > وجود این روش هستند اما با Bدارای نرخ رشد بیشتر نسبت به نوع  Aبنابراین درختان نوع  0

 ممکن است مشکلات زیر رخ دهد:

 «داردهای متفاوتی برای هردرخت وجود𝛽0یعنی »یکسان کاشته نمی شوند.ه درختان با قدهم -1

 «درخت متفاوت استبرای هر 𝛽2یعنی » .درختان نرخ رشد متفاوتی دارند -2

3- 𝜀𝑖𝑗باشند. ها ممکن است همبسته 

آب آن بررسی کنیم . بدین  PHمی خواهیم اثر درجه حرارات آب یک دریاچه را بر روی مقدار   -23  -مثال

آنرا اندازه می  PHجمع آوری کرده و بلافاصله درجه حرارت و مقدار نمونه هایی از آب سطح دریاچه را منظور

امین دستگاه jامین مشاهده توسط PH iاندازه  ijyامین مشاهده و iاندازه درجه حرارت  ixگیریم. فرض کنید 

 باشد. PHاندازه گیری 

 :بنا به فصل قبل مدل پیشنهادی عبارت است از
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𝑦𝑖,𝑗 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝜀𝑖𝑗  

سته باشند حتی برای مبممکن  است ه ´𝜀𝑖,𝑗و 𝜀𝑖,𝑗اینجا باید مواظب باشیم چون متغیرهای تصادفی اما در

 نمونه های یکسان.

2.2-   

 مختلط خطی تعمیم یافتهمدل 

 فرض کنید

𝑌𝑛×1           𝛽𝑝×1 

𝑋𝑛×𝑝´             𝜀𝑛×1 

𝑌قبلی و مدل رگرسیون خطی  = 𝑋𝛽 + 𝜀 بطوریکه 𝜀~𝑁𝑛(0, 𝜎𝐼
2) 

مترهای ، یک مدل رگرسیون خطی است که اجازه می دهد پاراسیون مختلط خطی تعمیم یافتهاما مدل رگر

 همبستگی بین متغیرهای پاسخ داشته باشیم که بصورت زیر تعریف می گردد:تصادفی ورگرسیون « ضرایب»

«1 .2»  𝑌 = 𝑋𝛽 + 𝑍𝛾 + 𝜀 

یک  γیک ماتریس معلوم و  Zرگرسیون خطی چند گانه دیدیم می باشند. و مانند آنچه در βو xو yکه در آن 

 نیستند.« اندازه گیری »بردار از متغیرهای تصادفی است که اثرات تصادفی نامیده می شود که قابل مشاهده 

 فرضهای مدل بصورت زیر مطرح می گردد:
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𝐼) 𝐸(𝛾) = 0 

𝐼𝐼) 𝐸(𝜀) = 0 

𝐼𝐼𝐼) 𝑉(𝜀) = 𝑉 

𝐼𝑉) 𝑉(𝛾) = 𝐷 

𝑉) 𝑉𝑎𝑟 (
𝜀

𝛾
) = (

𝑉 0
0 𝐷

) 

 

 فرضهای داده شده خواهیم داشت:ازمدل فوق با

«2.2»   𝐸(𝑌) = 𝑋𝛽  ,    𝑉𝑎𝑟(𝑌) = 𝑍𝐷𝑍´ + 𝑉 

ندارد. بعلاوه  yملاحظه می شود که اضافه کردن اثرات تصادفی داخل مدل خطی مختلط اثری روی میانگین 

 را مدل بندی کنیم به اشکال زیر: دهد که همبستگی بین متغیرهای پاسخ به ما اجازه می« 2.2»مدل فوق 

 «.Zو D»یا با تعیین ساختار اثرات تصادفی  vمستقیماً میتوان داخل تمرین 

 2.4انتخاب مان راهنمائی کنند. در بخش ساختار داده ها و نیازهای تغییرپذیری باید ما را در حالت کلیدر

 توضیحات بیشتری را خواهیم داد.

 «2. 1»  -2. 2.  1مثال 
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فرض می کنیم که همبستگی بین اعضای یک خانواده  .بدست آمده بودندخانواده  3موش که از  6در مثال قبل 

 وجود دارد.

 ijyام = iامین موش ازخانواده jاضافه وزن 

 ijxام = iام ازخانواده jمقداراضافی پروتئین موش 

 اضافی پروتئین برای تمام موشها یکسان هستند.فرض می کنیم که اثرات مقدار

 یعنی

𝑉(𝜀𝑖𝑗) = 𝜎
2 + 𝜎1

𝐸(𝑦𝑖𝑗)         و        2 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖𝑗 

 و

𝑐𝑜𝑣(𝜀𝑖𝑗 , 𝜀𝑖𝑗´) = 𝜎1
2  ;   𝑗 ≠ 𝑗´ 

 و

𝑐𝑜𝑣(𝜀𝑖𝑗 , 𝜀𝑖´𝑗´) = 0  ;   𝑖 ≠ 𝑖
´ 

 

 :و عناصر این مثال را به اشکال مختلف میتوان بیان کرد

𝑦´ = (𝑦11, 𝑦12, 𝑦21, 𝑦22, 𝑦31, 𝑦32) 

𝛽´ = (𝛽0, 𝛽1)   , 𝜀´ = (𝜀11, 𝜀12, 𝜀21, 𝜀22, 𝜀31, 𝜀32)  
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تصادفی اند و  کهرا برآورده می کند. بعلاوه میتوان اثرات خانواده را« 2. 1»مدل داده شده فوق شرایط مسئله 

 غیر قابل اندازه گیری به مدل بصورت زیر اضافه کرد.

𝑦𝑖𝑗 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖𝑗 + 𝛾0𝑗 + 𝜀𝑖𝑗 

𝑣2با = 𝜎
2𝐼   و ماتریسهایY  وX  و𝛽  وε  بدون تغییر و 

 

 

 

 

 براحتی ملاحظه می شود که
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𝐸 𝑦𝑖𝑗 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖𝑗  

 دقیقاً همان ماتریس فوق است:

𝑉(𝑦𝑖𝑗) = 𝑍𝐷𝑍
´ + 𝑣2 = 𝑣1 

 اگر مدل را اینطور بنویسیم:

𝑦𝑖𝑗 = (𝛽0 + 𝛾0𝑖) + 𝛽1𝑥𝑖𝑗 + 𝜀𝑖𝑗 

𝛽0آن که در + 𝛾0𝑖  یک متغیر تصادفی یا میانگین𝛽0 .و شامل اثر خانواده می باشد 

   -2.2مثال

 Aدرخت ازنوع  4

 Bدرخت ازنوع  4

𝑥𝑖 = {
1 ; ∋ درخت   𝐴

0 ;               𝑜. 𝑤
 

3,t 2, t 1t  های اندازه گیری است. زمان 

 در نتیجه داریم: ونرخ رشددرختان نیز متفاوت اند زمان کاشت متفاوت انداگر فرض کنید که قد درختان در

𝑦𝑖𝑗 = (𝛽0 + 𝛾0𝑖) + 𝛽1𝑥𝑖 + (𝛽2 + 𝛾2𝑖)𝑡𝑗 + 𝛽3𝑥𝑖𝑡𝑗 + 𝜀𝑖𝑗          (2.3) 

A ، 𝛽0و برای نوع  Bبرای نوع  𝛽0میانگینمتغیری تصادفی با oزمان توجه:قد درختان در + 𝛽1.است 



  

121 
 

𝛽2 و Bبرای نوع  𝛽2نرخ رشد قدی درختان نیز متغیر تضادفی با میانگین + 𝛽3   برای نوعA  . 

 

 به بیان دیگر می توان نوشت:
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. چنین عمل می کنیم D.Vآنجاییکه اثرات تصادفی دارای همبستگی هستند برای انتخاب ماتریس های از

𝑣را می توان  Vماتریس  = 𝜎2𝐼 انتخاب ساختار ماتریس  لیدر نظر گرفت وD  .بسیارمشکل خواهد بود

فرض کرد که دارای واریانس متفاوت یا مساوی هستند و نیز می توان  𝛾0𝑖 و𝛾2𝑖 کهمیتوان فرض کرد

𝑐𝑜𝑣(𝛾2𝑖 , 𝛾0𝑖) مخالف صفر هستند.صفر یا 

 حال حالت کلی زیر را می توان در نظر گرفت یعنی

𝑉(𝛾0𝑖) = 𝜎1
2 

𝑉(𝛾2𝑖) = 𝜎2
𝑐𝑜𝑣(𝛾2𝑖   و    2 , 𝛾0𝑖) = 𝜎02  

 

 خواهد بود:Dاین حالت ماتریس که در
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𝑎𝑘𝑙که در آن  = 𝜎1
2 + 𝜎02(𝑡𝑘 + 𝑡𝑙) + 𝜎2

2𝑡𝑘𝑡𝑙 

𝑦𝑖𝑗 مدل معادلکه این  = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝛽2𝑡𝑗 + 𝛽3𝑥𝑖𝑡𝑗 + 𝜀𝑖𝑗 

𝑉(𝑦𝑖𝑗) = 𝜎
2 + 𝑎𝑗𝑗     ,    𝐶𝑜𝑣(𝑦𝑖𝑗 , 𝑦𝑖𝑘) = 𝑎𝑗𝑘 

( د یک دارای همبستگی )خودبه بیان دیگر واریانس قد درختان با تغییر زمان تغییر می کند و اندازه های ق

 همبستگی می باشد.

 آن اگر فرض کنیم که: phدر مثال درجه حرارت آب و    -2. 3مثال 
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𝑦𝑖𝑗 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝜀𝑖𝑗  

میتوان یک ساختار همبستگی بین مقادیر اندازه گیری شده توسط یک دستگاه در نظر گرفت یا میتوان این 

 طور فرض کرد.

𝑦𝑖𝑗 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝛾0𝑖 + 𝜀𝑖𝑗  

 

همبستگی بین اندازه های گرفته شده توسط یک یک بیانگر  𝛾0𝑖تصادفیناهمبسته اند و متغیر 𝜀𝑖𝑗 آنه درک

 دستگاه می باشد.

 فرمهای ممکن ماتریس واریانس:  -2. 2. 1

 D,Vماتریس های  ازدوعنصر مهم درمدل مختلط وجود دارد که عبارتند

ه بلوک متناظر همبستگی های مشاهدات آن گرورقطری هستند. که ه–درکل این ماتریس ها بصورت بلوکی

 بین اعضاء آن گروه می باشند.

آب phیک بلوک و در مثال  Bیا  Aخانواده یک بلوک ،در مثال درختان نوع هربعنوان مثال: در نمونه موشها 

 هر دستگاه یک بلوک می باشد.

 نظر می گیریم باید فرم بلوک ماتریس را نیز مشخص کنیم؟هرگاه یک مدل مختلط را در

 نظر گرفته می شود.یسها بصورت زیر درممکن برای ماترکه چندین مدل 
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 :واریانس و همبستگی وجود نداشته باشد مولفه های واریانس: هرگاه مشاهدات هم

 

 نیز به همین فرم هستند. 2. 1در مثال  D و 2V ماتریس های

 ماتریس اثرات تصادفی بسیار بکار می رود.و Vاین فرم برای ماتریس بلوک باقیمانده های 

,𝛽0 ندرت ضرایبعمل به در 𝛽1 ,  هم واحد هستند. .…

 مبدأ و ضریب زاویه هم واریانس باشند. مثل: ترکیب متقارنیتوان فرض کرد که تغییرات عرض ازاما م

(Compound Symmetry) 

در  1Vاین حالت فرض می شود که تمام عناصر هم واریانس و کواریانسها مساوی هستند که فرم ماتریس در

 میباشند. 2. 1مثال
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 بسیاری از حالتهای این فصل اتفاق می افتد.که این فرم در

 Vها هم کواریانس باشند این ساختار برای ماتریس بلوک yها هم واریانس و yیادآوری می کنیم که هرگاه 

 .Dخیلی مناسبتر است تا ماتریس بلوک 

 AR«1» :1مرتبه اتورگرسیو 

 کواریانس هندسی است.هم واریانس و دارای 
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