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C�E�� AB�  !5

��4;� �
� M �#� \V/� 1��P A��#�7 A�0DGH �7 �hD ? � �# �H / �-��4)�� ��	-
K�'H/� ~ �*� �T # A��#�7 A�BD �7 �� π−�(p) A�-��� .� M �- ���$H �- �# +$<��#
FGH M �H K�'H/� ��
 K- �7 A��<�L �7 �� $ $
 A��#�7 A�-�BD ? � �	- e�� �
��� /��T'- ���O ? �� E#�� +$'-# ��
;� /%"C � �V A�BD J�	- A�� �7 A��#�7
V ∗ �H K �@/� ��Z#� +K�'H R�g V ∗ [<�L�# �7 �� FGH V A�-��� .� M �- �H
� $"� f : V → W �L� +��� λ : V → R �
@ �7 />) 67��� �	- A��#�7 A�BD
f∗(λ)(v) := λ(f(v)) �>7�Y �7 f∗ : W ∗ → V ∗ />) � $"� E�T<Z $@�7 />)
J�	- Id∗

V E�T<Z �$@�7 /<�	- IdV : V → V �L� �H ��� ?@�� +#�	< � �*� J���/�
$'-#/� J�;< E#�� ��
O� ? � +(f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗ E�T<Z g : U → V �L� � ��� V ∗

(f−� ◦ f)∗ = Id∗
V �� . +�N- 9�< f∗ E�T<Z �$@�7 KN�D����9 � f : V → W �L� �H

+(f ◦ f−�)∗ = Id∗
W �

{v�, · · · , vn} �L� �6C�� �# +$<�7��7 V � V ∗ $*7 �$@�7 /-�'4� $*7 �7 V �s<�'�
V ∗ A��7 A�� �V v∗i (vj) = δij � �*� �7 v∗i ∈ V ∗ �P�'g E�T<Z �$@�7 V A��7 A�� �V
�7 c:D �< �#��# /T4N7 {v�, · · · , vn} ��g�	d� �H �7 v∗i />) 67�� +$'-#/� ��
;�
^�n4<� .� �#�@/� �P�O v∗i �7 vi J#�4��D .� �H V ∗ �7 V .� KN�D����9 � � m�0'� vi
�T # A�� .� +_$ ��T7 �]< �# �� �v� �7 v� ����� ��x��� ��� /D�Ha �N�< �:4N� � �V
� �*� � . 1��P �7 �� v∗∗ ∈ V ∗∗ := (V ∗)∗ K�<���/� / ���V }�- /7 �v ∈ V �L�
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�K�'H

v∗∗(λ) := λ(v) A� λ ∈ V ∗ �- A�.� �7

�H λ(v) = � A� λ ∈ V ∗�- Ǳ�.� �7 E�T<Z V ∗∗(λ) = � A� λ ∈ V ∗ �- Ǳ�.� �7 �L�
V ∗∗ �7 V .� /	N�D����9 h→ v∗∗ �@�T< �? ��7�'7 v = � K ��L/� �d�4< JZ .�
.� E#�&4�� � ���N�a K���</� V ∗∗ �7 V .� /*�"t KN�D����9 � �� �@�T< ? � +���
KN�D����9 � }�- G	g �H ��� ? � JZ ���# M +#.��/� ?@�� �� /*�"t �&P

+#��$< #�
� �7 V .� /*�"t
� E′ :=

⋃
p∈B{π−�}∗ K ��L +��� A��#�7 /DGH ξ : E → B K�'H R�D Q�O

� U ⊂ B �L� +#��T'7 p �7 �� {π−�}∗ �H K�'H � �*� A��t �� ξ′ : E′ → B �@�T<
�
@ �7 /4@�T< E�T<Z �$@�7 /*Y�� A.�� /0 $7 t : π−�(U) → U × Rn

t′ : π′−�(U) → U × (Rn)∗

KN�D����9 � π−�(p) ��� �- �7 t �@�T< $ $=� J�� �#�	< � �*� J���/� /*�"t ��>7
�
@ �7 /	N�D����9 � ����

(t∗p)
−� : {π−�(p)}∗ → {p} × (Rn)∗

A.�� /0 $7 / �- t′ ?�'� �	- �
' � ?4���) �7 �S���� ? � �7 +K�'H � �*� K�<���/�
J�L�# FGH �K�'H � $"� A��#�7 /DGH �7 �� π′ : E′ → B K�<���/� �$'@�7 /*Y��
�7 (Rn)∗ .� /	N�D����9 � A�-��� �	- A��7 ��7 M ��� �.X �$47� �#a ξ FGH ξ∗

_+K ��T7 �]< �# Rn

F����9 � π−�(p) �7 A� π−�(p) �- �� . ξ∗ � ξ �H $��/� �]< �7 ?�'� ��$47�
$*7 M �7 A��#�7 A�BD �# �- �� . ���� ���# 9�< A#�$O �� ? � ��4"�� +���
K- K�<��47 /4O�� �7 �� #�@/� 6<�� V ∗ �7 V .� /*�"t KN�D����9 � J�$:D +$'4N-
S��r �# �$ # K�-��) �j$*7 �H ��t J�	- ��:�:O �# +K�'H � �*� ξ∗� ξ ?�7 A.��
�7�:� �# +$'H �
&� #��� ? � �# $<���/� #�) E$'<��) m��� . �� K- ξ �7 ξ∗ 1X�O
��� �7 ξ .� p �# V ��� J#�H � �h� �7 +��� . �� K- ξ �7 E���	- ξ∗∗ := (ξ∗)∗ FGH
ξ .� ξ∗ ?4)�� W �t �s<�'� +K�7� /� ��# /*�"t KN�D����9 � �7 ξ∗∗ .� p �# V ∗∗

+��� A. �� K- M Gj 	g �@�T< ? � �H K �7/� /V �K ����7 #��7 ��
�7��7 TM �7 ξ �H /4C� ��]<a #�	< KNd� /�$'- �
@ �7 �� ξ J��47 �L� /4O
�	g ξ �7 ξ∗ c:D ��
%7 +#�# ��$7 ξ∗ .� /�$'- /	Nd� J���/� 1�$'7 �_���
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p → ��>7�Y �7 R �7 B .� /7�� E�T<Z �$@�7 ξ∗ .� /@�7 σ � ξ .� /@�7 s �L� �$'H
+σ(p) ∈ π′−�(p) = π−�(p)∗ � s(p) ∈ π−�(p)�� . +#�	< � �*� J���/� ω(p)(s(p))

+K�-#/� [ �	< σ(s) �7 /L#�� �7 �� 67�� ? �
�7 �� �P�O FGH �#�@/� ��d<� Ǳ �7 TM ��	� FGH #��� �# �)�� ? � /4C�
���# p A�� T ∗M ��� +K�8�L/� M �<�f�4'H FGH JZ �7 � E#�# J�;< T ∗M #�	<
���� A���	- A��#�7 FGH M TM ��"@ 9�< T ∗M �<�k<�4H FGH +��� (Mp)∗

/'*� �7 ���# �TM A��7 y∗ � x∗ /*Y�� A.�� /0 $7 �# J#�7 c"���−C∞ �� .
+_y′∗ ◦ (x′∗) = y∗ ◦ (x∗)−−� ��:�:O �#a ��� y′∗ � x′∗ (�h) �# �7�@ K
O

+K�'H � �*� K�<���/� �� T ∗M .� ���	- A�0@�7 � � �4���V / �0@�7 ? ��7�'7
E�T<Z �$@�7 M �7 A���	- A��#�7 J�$�� X � T ∗M .� ���	- o�7 M ω �L�

+��� p⇒ ω(p)(X(p)) ���	- 67�� ω(X)

,-�� F� G�H2����� &!5

1��P �7 �� T ∗M .� df ���	- o�7 �$@�7 ���	- /*7�� f : M → R �L�

∀ X ∈ TpM : df(p)(X) := X(f)

�7 X �H $�'H R�D �(�hn7 +K���</� f ��N<��& # �� o�7 ? � +K�'H/� � �*�
�H K �@/� ��Z#� +c(t�) = p �H �$@�7 �7��7 dcdt

∣∣∣
t�

dc

dt
|t� = c∗

( d
dt
|t�
)

�H ��� /'*� J�$7 ? �

df
(dc
dt t�

)
= c∗

( d
dt
|t�
)
(f)

=
d

dt

∣∣∣
t�

(f ◦ c)

= (f ◦ c)′(t�) � d(f(c(t)))
dt

∣∣∣
t�

��@�< J���/� � . ��
 � 6	
 �
@ �7 �� ��#�*� ? �

df(
dc

dt
) =

d(f(c(t)))
dt
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T ∗M .� o�7 M �- dxi .� M �- E�T<Z �$@�7 /��h4n� /-�T4�# (x, U) �L�
�H K�'H/� �]OG� �� �*� ? � Q�	g� �7 +$'4N- U A��

dxi(p)
( ∂

∂xi

∣∣∣
p

)
= δij

��  �V J�L�# �H $'-#/� ��
;� T ∗
pM A��7 A�� �V dxn(p) � + + + �dx�(p) �? ��7�'7

�7 �� ω o�7 �- �H ��� /'*� J�$7 ? � +$@�7/� TpM A��7 ∂
∂n

∣∣∣
p

� + + + � ∂
∂x�

∣∣∣
p

1��P �7 U �7 �4
 /���P

ω(p) =
n∑
i=�

ωi(p)dxi(p)

/4C� �0'� � /4C� ω o�7 +$'4N- U �7 (�hn7 /*7��� �- ωi �H ��@�< J���/�
�?�'s	- +K ��# C∞ A��7 /07�;� K
O +$'@�7 �4���V ωi 67��� ��	- �H ��� �4���V
� 6	
 �/'* a K�'H � �*� /0 $7 �
@ �7 �� o�7 �# 67�� ^�Y � �0@�7 6	
 �L�

K�N �'7 K�<���/� _�>:< �7 �>:< ���
�� ^�Y

ω =
n∑
i=�

ωidx
i

�� � . �# p��;� M��GH Q���D �6C�� �# +$@�7 �4@�# [ �	< ?�'� $ �7 9�< df o�7
�K ��# ���#�

�7 E�T<Z �$@�7 ���	- /*7�� f � /��h4n� /-�T4�# (x, U) �L� ����� �����
K ��# U

df =
n∑
i=�

∂f

∂xi
dxi

ai = Xp(xi) = E�T<Z �$@�7 Xp =
∑n
i=� a

i∂/∂xi|p �
@ �7 Xp ∈Mp �L� 23�*4�
? ��7�'7 +dxi(p)(Xp)

df(p)(Xp) = Xp(f) =
n∑
i=�

ai
∂f

∂xi
(p) =

n∑
i=�

∂f

∂xi
(p)dxi(p)(Xp)

+� +��� ��	� J�-�7 �
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6��2 '�IB4J� 8��- F�+B� K���� )!5

pG>P� .� E#�&4�� .q _M��GH J�<�#9���<Z � �a M��GH ��N<��& # ��$'- J�hhn4�
/NH +$''H/	< A$ #�� ��4&L 94�'" X �H �<�T<Z xi 1�h4n� sxi M��H � �0'�7 �����
? � K�N:� .� /4��# ��
O� �H ��� ���� /'*� /7 pG>P� ? � �H $ �T7 $-��)/	<
Gj 	g +$ Z/� ��$7 _$' Z ��
7 ���# �H /t�@ �7 �4"��a M��H � �0'�7 ^��	H
/40
 J#�H �n;� �M��H � �0'�7 ����� ��P�� A��7 E�� M #9< �H #�7 E$@ ?@��

+��	� ��#�7 �/'* m#� \V/� 1��P �4��� JZ �# ����� ? � �H ���

� �0'�7 ����� M �7 �"N< f M��H � �0'�7 1������ J�9�� df #�@/� R�D J��
? � /'*� �7 ? � �H �$@�7 ����� ? � .� /*7�� df $ �7 eV ���� o���4� �# M��H
67�� 1��P �7 �- dxi #�) ? ��7�'7 +$@�7/� ��	� A�-��#�7 .� /*7�� df �H ���
+#�# 9�	� ∂/∂xi ��	� A�-��#�7 .� $ �7 �� �0<Z �H ��� ?@�� �\� � �$<�@/� �N�
?�7 W7�>� #�d � /'*� �7 Gj 	g �$ $
 � �*� �̀Y�� �K � \�7 �� 1�&�P�x ? � �s<�'�
�0<Z �# �H M��GH K�-�&� �j 	- ��
' � ?n� E���H +��� $ $
 � K $C 1�OG>P�
A�-��#�7�7 �7��� 1��P �7 J��7 �7�C �#�@/� �4D�L E�07 M��H � �0'�7 1��	H .�
p�>� �0
��H � �0'�7 �	NC ���) 1��P �7 �H / �0<Z �T� �df ��]< �$'4N- ��	�

+dc/dt ��]< �##�L/� ��"*� ��	� A�-��#�7 1��P �7 �H �$<�@/�

Gj 	g �K�'H /���7 $ $
 E�L$ # .� �� �0<Z � K�<97 � �� �� M��GH S4H �s<�'�
/	 $C J�<�# ��$'- A�-��H �# /4	NC � � /	H $ $
 /-�L$ # S%r� �H $ # K�-��)
Q�$
 �# J�$� � M��GH 1��P �# �7 �� df ��N<��& # ��0&� ���	��/D +��� �4&0<

? �< 1��P M��GH 1��P

����	
� x � M 
� ����� f ��
��
Ǳ��� �� ����
����� �
� M 
� ����	��
����� f̄ = f ◦ x−� ���� �Rn 
� f̄ �����

 !f = f̄ ◦ x

f = ��"�� xn, · · · , x� �� ����� f ��
��
 �
� f(x−�, · · ·xn)

mK �E#�H p�>� � q
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? �< 1��P M��GH 1��P

��  �
� ��#�� $� c : R → M ��
��
�% �f ◦ c : R → R &�'( ���

(f ◦ c)(t) = f(x� ◦ c(t), · · · , xn ◦ c(t))

����� �)��
� ��� ��

(f ◦ c)′(t) =

n∑
i=�

Dif̄(x(c(t))).(xi ◦ c)′(t)

=

i=�∑
n

∂f

∂xi
(c(t)).(xi ◦ c)′(t)

��

d(f(c(t)))

dt
=

n∑
i=�

∂f

∂xi
(c(t)).

dxi(c(t))

dt

hxi = ��"�� t �� ����'� �� xi ��
��
t �� ����� f &�'( ��� ��  �"xi(t)

 f(t) = (x�(t), · · · , xn(t)) *�'+��
����� ,'�%�

df

dt
=

i=�∑
n

∂f

∂xi

dxi

dt

�	-
� 
." �� c ,/ �� �% 0� 0��1���2"�
,�"��$�3�- 45��6	
� ��'� �� �'�� ��'+�2"

! �
�

? �< 1��P M��GH 1��P

�7	8�	"

df
(

dc

dt

)
=

n∑
i=�

∂f

∂xi
(c(t)) •dxi

(
dc

dt

)
dc
dt

9:+ �� c(t) �� ;�2� ���
� 
� ,'<
���
����  �
�

df =

n∑
i=�

∂f

∂xi
dxi

����� �dt �� =
> ��

df =

n∑
i=�

∂f

∂xi
dxi

�� �% �
� ,/ �� 0��1���2" ��� 45���-�
�
�� �:? $� �� ��� !dt �� ��-
@ ��AB�
xi(t) C��'� ��"'�< �� � ��'+�� �8�	"
0�
� D�� ��
�4��
 ���  ����" ��	A�
�� ����� df �% �
� )EF� ��� G�('�

 �
� ;�2� 0�����
�

���L A��L��H �� *��>� A��7 �.X 1��$:� A.�� E#��Z �7 �H A��%O�� �# ��j$*7
1��P �7 K ��4)�� Gj "C �H �� �s<Z ��	- �4���V ��>7 �K�'H/� 1�#�"� J�	 � 9�< �
.� $'%
;� /	H ��H ? � �H ##�L/� E$-�;� ?�7 ? � �# +K�'H/� �	
�� M��GH

�$@�7/� ���� /<�	�Z J�7. �H ���:� �P� ��	
��
A� p ∈ M �- Ǳ�.� �7 E�T<Z �$@�7 ���	- f : M → N �L� �H K �@/� ��Z#� 
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�
@ �7 �@�T< M �̀	d� �# � f∗p : TpM → Tf(p)N �
@ �7 />) �@�T< M 
A�-�BD ?�7 />) /4@�T< f∗p : TpM ⇒ Tf(p)N J�� �K ��# f∗ : TM → TN

#�	< �7 ��<Z �H ��� �)�� �7�C Tf(p)N
∗ → TpM

∗ �
@ �7 /4@�T< ���� A��#�7
��E#�� �
@ �7 ��<Z ��� �407 /�� �K�-#/� J�;< f∗

∗p

f∗
p : T ∗

f(p)N → T ∗
pM

T ∗M �7 T ∗N .� /<GH �@�T< �f∗
p A�04@�T< 6	d� .� �H #�@ �
�� +K�-# J�;<

�7 pi ∈ M M .� [�7 Ǳ�.� �7 A� q ∈ N M � ��# J�
�� �6C�� �# m$ Z/	< ��$7
A�� .� +$'@�7 /
 (f∗)pz � (f∗)px �H #��$< #�
� /%��# }�- � �$@�7 f(pi) �
@
K�'H R�D �N�< ?
	� ��	� FGH �7 �H #�H J���/� A��H �<�k<�4H FGH �7 ��T #
� �*� J���/� � . 1��P �7 T ∗M .� η /@�7 �1��P ? � �# +��� T ∗N .� /@�7 ω

�#�	<

η(p) := ω(f(p)) ◦ f∗p

�T # 1��"g �7

η(p)(Xp) = ω(f(p))(f∗pXp) (Xp ∈ TpM)

JZ $ �7 �$'H � ��� A��#�7 �7 η �
' � A��7 �#��# A�E#�� E�$ � �E$�s�V A��\L#�	< ? �a
�7 �� η ��)� o�7 _+#�# ��x�� JZ A�� �� ω e�� � #�H �:4'� N �7 f∗ c��� �� ��#�7

+K�-#/� J�;< f∗ω #�	<
J�$�� �7 M �7 X A��#�7 J�$�� J#�H �:4'� A��7 /07�;� o�� }�- �Q�O ? � �7

+#��$< #�
� N �7 A��#�7
f : M → N �@�T< �- �H �&L J���/� �H �# ���H\� � ��*� �7 �
�� �7
�<�k<�4H A�0DGH ?�7 ���n� �0
 �7 f∗ /4@�T< � ��	� A�0DGH ?�7 f �7 f∗ /4@�T<
�0
 �7 �H / �0<Z � J� ���H $'4N- �0d	- �H / �04@�T< �7 .���� +$'H/� $����
�7 A#�$O �� �H #��# #�
� M��GH /��gGt� +$'��</� J� �����4'H �� $'4N- e
g
T ∗
M A�0@�7 � J� �����4'H A��#�7 J�$�H �� A��#�7 J�$�� ���� �� pG>P� e
g

�\L�# pG]P� ? � ��>� ��N< ��%*� Q�O ? � �7 +$'��</� J� ���H A��#�7 J�$�� ��
���� J� ���H A��#�7 A�0<�$�� �̀< �H #��� �t�) �7 /4O��7 ��� E$@ e
g �7 J��.

+$'4N- e
g �7 �0
 �7 /:>'� �]< .� �H ��� / �0<Z J� ����4'H �̀< �
/>) /��h4n� / �0-�T4�# ?4D�L �]< �# �7 �� M��GH pG>P� ? � bY� W>'�
�x(vi) = ei �L� ����O ? � �# �#�# b�Y�� J���/� �$<�/>) 1G $"� �H Rn �7 x

�23
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. H�	AB K+��� &�5

E�T<Z

x(a�v� + · · ·+ anvn) = (a�, · · · , an)

�L� +�N�< S �� /���H# 1�h4n� E�T4�# M 9
 A9�� x /��h4n� /-�T4�# �\� �
/ �- aij ∈ R Ǳ�.� �7 x′j =

∑n
i=� aijx

i E�T<Z $@�7 A�T # /��h4n� /-�T4�# x′
+(�hn7

i
�+5 �
@

? ��7�'7 � �aij = ∂x′j/∂xi p�Y� �7

x′j =
n∑
i=�

∂x′j

∂xi
xi _�+5 a

D(x′ ◦ �7 � ��� �7�x (∂x′j/∂xi) e ���� �H S%>� ? � .� �j	�:4N� �� S��>� ? �
Q���D � _ZZ a ��N �:� �7 +�D�L �d�4< J���/� �$@�7/� J�N
 x−�)

dx′j =
n∑
j=�

∂xj

∂xi
dxi _!+5 a

����� /���P J�	- �7 ���# dxi A�0%�N<��& # �H K�'H/� �]OG� ����BC .�
�- ��j4d�4< +$<$���</� J� ���H �� �0<Z ���� ? � �7 � $''H/� ����� xi �H $''H/�

�
@ �7 S�H��

ω′
j =

n∑
i=�

ωi
∂xi

∂x′j

�2�
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K�@�7 �4@�# A��#�7 J�$�� M A��7 J�N	- 1��"g �# �L� ��T # F�t .�

X =
n∑
i=�

ai
∂

∂xi
=

n∑
i=�

a′i
∂

∂x′i

��>7�� �# a′j 67��� E�T<Z

a′j =
n∑
i=�

ai
∂x′j
∂xi

S���47 A�0@�7 ��T # 1��"g �7 �J� �����4'H � J� ���H A��#�7 A�0<�$�� +$''H/� �$P
+$'��</� 9�< M �� "��� .� J� �����4'H � J� ���H _A��N<�� J�$��a ��N<�� �� T ∗M � TM

+��� .��< �"
 /	H �7 pG>P� ? � K0D A��7

�4� 	
� ,-��� 5!5

�# �� T : V� × · · · × Vm → R 67�� +$'@�7 A��#�7 A�BD Vm � + + + �V� �L�
A� vm � + + + �vk+� �vk−� �v� ^�n4<� �- Ǳ�.� �7 �H K�8�L />) $'� /���P
��	- ��g�	d� �p�Y� �7 +$@�7 />) v → T (v�, · · · , vk−�, v, vk+� · · · vm) �@�T<
�7 �� A��#�7 A�BD ? � �V�, · · · , Vm = V �L� +��� A��#�7 A�BD �/ �- T ?�'�
/% $"� f : V → W �L� +T �(V ) = V ∗ �H #�@ �
�� +K�-#/� J�;< T m(V ) #�	<
�H #��# #�
� f∗ : T m(W ) → T m(V ) />) /% $"� �1��P ? � �# +$@�7 />)

���� � �*� �7�C m = � ���O ��"@ Gj ��H

f∗T (v�, · · · , vm) = T (f(v�), · · · , f(vm))

�� T ⊗ S ∈ T k+l(V ) A��N<�� ^�B%P�O E�T<Z �S ∈ T l(V ) � T ∈ T k(V ) �L�

T ⊕ S(v�, · · · , vk, uk+�, · · · , vk+�) = T (v�, · · · , vk).S(vk+�, · · · , uk+�)

(S ⊕ T ) ⊕ U = �T # A�� .� +$'���&4� T ⊕ S �H ��� ?@�� +K�'H/� � �*�
? � +#��# #�
� / ��−n A��N<�� A�07�B%P�O � �*� J�
�� �\� � S ⊕ (T ⊕ U)

(S�+S�)⊕T = S�⊕T + Gj �� �� . ���� />) $'� ���H#�) ��>7 A��N<�� ^�Y
J�L�# ��  �V {v∗

�
, · · · , v∗n} � V A��7 A�� �V {v�, · · · , vn} �L� �Ek � �7 +++ � S� ⊕ T

�P�'g E�T<Z �$@�7 T �(V ) = V ∗ A��7

v∗i� ⊕ · · · ⊕ v∗ik � ≤ i�, · · · , ik ≤ n

�2�
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+��� nk �BD ? � $*7 �\� � +$'-#/� ��
;� T k(V ) A��7 A�� �V �p�Y� �7
ξ = π : A��#�7 FGH �- .� � #�	< E#�&4�� J���/� $ $
 A�"
 �)�� ? � .�

K�'H R�D +#�	< $���� �� A$ $
 A��#�7 FGH �E → B

E′ =
⋃
p∈B

T k(π−�(p))

t : π−�(U) → � U ⊆ B �L� +#��T'7 p �7 �� T k(π−�(p)) A�BD �H π′ : E′ → B �
tp : π−�(p) → A�0	N�D����9 � 1��P ? � �# +$@�7 ξ A��7 A.�� /0 $7 U ×Rn

A�0	N�D����9 � � �*� ug�7 {p} × Rn

(t∗p)
−� : T k(π−�(p)) → {p} × T k(Rn)

.� �K�'H ^�n4<� �;�	- A��7 ��7 M �� T k(Rn) → Rnk KN�D���9 � �L� +$'��@/�
�# �7 +K���/� t′ : π′−�(U) → U ×Rnk �
@ �7 /4@�T< �7 (t∗p)−� A�04@�T< 6d�
M �7 �π′ : E′ → B /*Y�� A.�� /0 $7 J��'g �7 / �- t′ ?�'
 ��	- ?4D�L �]<

+��� k = � (�) ���O ξ∗ FGH +K�7� /� ��# T k(ξ) A��#�7 FGH

C��*�� ���
� � C��*��� *�H2�� ;!5

k �� "��� .� J� ���H A�-��N<�� FGH �� T k(TM) FGH �ξ = TM �H /4��O �#
(x, U) �L� +K���</� �� k �� "��� J� ���H A��N<�� J�$�� �� JZ A�0@�7 � �K���</�

E�T<Z �$@�7 /��h4n� /-�T4�#

dx�(p), · · · , dxn(p)

/ ��−k A��N<�� A�07�B%P�O � ��� (Mp)∗ A��7 A�� �V

dxi� (p)⊕ · · · ⊕ dxik(p) ∈ T k(TpM) � ≤ i�, · · · , ik ≤ n

.� A J� ���H A��N<�� J�$�� �- ��d�4< �# +$'-#/� ��
;� T k(TpM) A��7 A�� �V
1��P �7 �� ∪ �7 �� k �� "���

A(p) =
∑

i�,···,ik
Ai�,···ik(p)dxi� (p)⊕ · · · ⊕ dxik (p) (p ∈ U)

�5I
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1��P �7 ���E#�� �
@ �7 � �

A =
∑

i�,···,ik
Ai�,···ik dxi� ⊕ · · · ⊕ dxik

�?�'s	- +��� T k(TM) .� /@�7 dxi�⊕· · ·⊕dxik ��)� 1��"g �# �H ��@�< J���/�
�L�

A =
∑

i�,···,ik
A′
i�,···ikdx

′i� ⊕ · · · ⊕ dx′ik

E�T<Z

A′
α�,···αk

=
∑

i�,···,ik
Ai,···ik

∂xi�

∂x′α�
· · · ∂x

ik

∂x′αk

/D�H JZ 1�"x� A��7 +��� E$@ �-�� /��	*� 67��� .� /7�B%P�O � �̀	d� ? � �#
� �4���V A o�7 _+#�@ E#�&4�� ⊕ (��) � �I� ��=&P �# _!+5 a 1��"g .� ���

+$'@�7 ���	- � �4���V Ai�,···,ik 6"���� �� �%H �L� c:D � �L� ��� ���	-
J�$�� k �7 Ā A�T%	g 1��P �7 �� �� k �� "��� .� A J� ���H A��N<�� J�$�� �-

�
@ �7 67�� �H ��D�L �]< �# J���/� Xk, · · · , Xk A��#�7

Ā(X�, · · · , Xk)(p) = A(p)(X�(p), · · · , Xk(p))

A�-/ ��−k ��g�	d� �7 Ā �H #�@ �
�� +Ā : X (M)k → c∞(M,R) �$'H/� $���� ��
�H /'*� ? � �7 m��� />) $'� �X (M)k ���	- A��#�7 A�0<�$�� .�

Ā(X�, · · · , Xi +X ′
i, · · · , Xk) =

= Ā(X�, · · · , Xi, · · · , Xk) + Ā(X�, · · · , X ′
i, · · · , XK)

Ā(X�, · · · , aXi, · · · , Xk) = aĀ(X�, · · · , Xi, · · · , Xk)

/>) F ���	- 67��� .� S ��Y �7 Gj 	g �#�@/� � �*� �>:< �7 �>:< Ā J�� �E�G*7
1��P ? � �# �$@�7 ���	- f �L� �/'* +���

Ā(X�, · · · , fXi, · · ·Xk) = fĀ(X�, · · · , Xi, · · ·Xk)

A� p �- Ǳ�.� �7 ��� .

Ā(X�, · · · , fXi, · · · , Xk)(p) = A(p)(X�(p), · · · , f(p)Xi(p), · · ·Xk(p))

= f(p)A(p)(X�(p), · · · , Xi(p), · · · , Xk(p))

= f(p).Ā(X�, · · · , Xi, · · ·Xk)(p)

�5�
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+#��L/� ���C E#�&4�� #.�� 1�*D# �7 �j$*7 �H �K�4N- �T # A��BC p�t E�#��Z �E�)X�7

A : V×· · ·× �L� +F = C∞(M,R) � V = X (M) K�'H R�D ����� �����
�H #��# #�
� A� A #�&7 �h='� A��#�7 J�$�� E�T<Z �$@�7 />)−F /*7�� V → F

+A = Ā

J�$�� E�T<Z �$@�7 E��n�# ��	� ��#�7 M v ∈ TpM �L� �H $�'H �
�� �$47� 23�*4�
/��h4n� /-�T4�# (x, U) �L� �6C�� �# +X(p) = v �H #��# #�
� A� X ∈ V A��#�7

K�'H � �*� K�<���/� E�T<Z �v =
∑n
i=� a

i∂/∂i|p � $@�7

X =

⎧⎪⎨⎪⎩ f

n∑
i=�

ai
∂

∂xi
U �7

� U ���) �#

� f(p) = � �7 ���	- /*7�� f � �$<�@ �4D�L �]< �# �7�x /*7�� �- ai .� M �- �H
X�, · · · , Xk ∈ A��#�7 A�0<�$�� �7 v�, · · · vk ∈ TpM �L� Q�O +��� Supp(f) ⊆ U

K�'H � �*� ��� /D�H �H ��� ?@�� E�T<Z �$'7� 6���� TM

A(p)(v�, · · · , vk) := A(X�, · · · , Xk)(p)

Xi(p) = /� i �- Ǳ�.� �7 �L� ���� A /& �*4@�) 1�"x� �?
	� ���N� �0'� J�'H�
�H K�'H/� �g#� �Yi(p)

A(X�, · · · , Xk)(p) = A(Y�, · · · , Yk)(p)

? � +_��� �7�;� Gj ��H /%H ���Oa K ��L/� �]< �# �� k = � ���O /L#�� A��7
�7�x �%O�� �# �� X(p) = Y (p) #�@/� �d�4< A(X)(p) = A(y)(p) .� �H K



+K�'H/�
���	- /*7�� f K ��L +$<�7��7 p .� /T �N	- M �# Y � X K�'H R�D �$47� X�Y

? ��7�'7 � fX = fY 1��P ? � �# Supp(f) ⊆ U � f(p) �7

fA(X) = A(fX) = A(fY ) = fA(Y )

+A(X)(p) = A(Y )(p) K ��# �#�@ /7� ��$:� p �# �L� �H
X(p) = � �L� �H K�-# J�;< ��� /D�H K
O 1�"x� A��7 �H ��� ?@�� X�Y
/T �N	- �# �\� � ���� p #�L /��h4n� /-�T4�# (x, U) K ��L +A(X)(p) = � E�T<Z

�5!
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M �# g �L� +$<�&P �- bi(p) ��	- �H X =
∑n
i=� b

i∂/∂xi K�N �'7 K�<���/� U
E�T<Z �Supp(g) ⊆ U � $@�7 M �7��7 V $'<�� p .� /T �N	-

Y = g

i=�∑
n

bi
∂

∂xi
=

n∑
i=�

big
∂

∂xi

�# +��� �7��7 X �7 V �7 � ��� ���	- �E$@ � �*� M �H �7 �H ��� A��#�7 /<�$��
K ��# �bi(p) = � J�� J�'H� +A(X)(p) = A(y)(p) K ��# _�a �	NC �7 �'7 �d�4<

A(Y )(p) =
n∑
i=�

bi(p) •A(g
∂

∂xi
)(p) = �

� +$@ �7�x K
O �\� �

� �C /���&� Ā �T%	g � A A��N<�� A��#�7 J�$�� ?�7 Gj 	g �! �� �BC �7 �]<
+K�'H/	< E#�&4�� Gj P� Ā #�	< .� � �K �@/	<

#��� �# /'* +��� �	g �7�C k = � (�) ���O �# ! �� �BC �H $�'H �
��
/>)−C∞(M,R) �H X (M) → C∞(M,R) /*7�� �- : T �(TM) = T ∗M �<�k<�4H FGH
A��#�7 A�0<�$�� ��"@ ���# +��� E$@ �P�O ω J� ���H A��#�7 J�$�� M .� �$@�7
A�0<�$�� �H $'H/� Ǳ�:�� �� f∗ /4@�T< f : M → N ���	- �@�T< �- �J� ���H
�� k �� "��� f∗A J� ���H A��N<�� A�0<�$�� �7 �� N �7 �� k �� "��� A J� ���H A��N<��

�$'H/� � $"� M �7

f∗A(p)(X�p, · · · , Xkp) := A(f(p))(f∗X�p, · · · , f∗Xkp)

A��N<�� J�$�� E�T<Z �$@�7 � � k S���47 �� "��� .� A��N<�� A�0<�$�� B � A �L� �E�G*7
(A⊕B)(p) := A(p) ⊕ �K�'H � �*� K�<���/� k + � �� "��� .� A⊕B $ $
 J� ���H

+$'H �	g (TpM)k+� �7 �H B(p)

�0'� �#.��/� K-��D �� �� A�-.��< ��	- Gj 	g J� ���H A��N<�� A�0<�$�� �
' � �7
+K�'H/� � �*� 9�< �� J� �����4'H A��N<�� A�0<�$�� u=7 /%H p�t ��	
� �t�) �7
Ǳ�.� �7 eV +��� TM .� X /@�7 �J� �����4'H A��#�7 J�$�� �- �H K �@/� ��Z#� 
J��'g �7 �� V E��n�# A��#�7 A�BD .� v �Bg �- Q�O +Xp ∈ TpM A� p �-
1��P �7 �� v(λ) ��� /D�H ��D�L �]< �# J���/� v : V ∗ → R />) /44@�T<
/@�7 .� ��� 1��"g �j:�C# �� k �� "��� J� �����4'H A��N<�� J�$�� +K�'H � �*� λ(v)

.� �L� +��� TpM∗ �7 />) −k 67�� M A(p) �- �? ��7�'7 +T k(T ∗M) FGH .�
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A�d7 Tk(TM) #�	< .� �K�'H E#�&4�� V ∗ �7 />)−k 67��� ��	- ��g�	d� A��7 Tk(V )

�@�< J���/� /*Y�� 1�h4n� q# +#�H E#�&4�� J���/� T k(T ∗M)

A(p) =
∑

j�,···,jk
Aj�,···jk(p)

∂

∂xj�

∣∣∣
p
⊕ · · · ⊕ ∂

∂xjk

∣∣∣
p

�PG) ��>7 � �_$'H �	g TpM∗ �7 ∂/∂xi|p �H K�'H/� J�;< �t�)a

A(p) =
∑

j�,···,jk
Aj�,···jk(p)

∂

∂xj�

∣∣∣
p
⊕ · · · ⊕ ∂

∂xjk

∣∣∣
p

K�@�7 �4@�# A A��7 �A�T # 1��"g �L�

A(p) =
∑

j�,···,jk
A′j�,···jk(p)

∂

∂x′j�

∣∣∣
p
⊕ · · · ∂

∂x′jk

∣∣∣
p

�H #�H W�:=� J���/� /L#�� �7 1��P ? � �#

A′β�···βk(p) =
∑

j�,···,jk
Aj�,···jk

∂x′β�

∂xj�
⊕ · · · ⊕ ∂x′βk

∂xjk

�# J���/� Ā �T%	g 1��P �7 �� k �� "��� A J� �����4'H A��N<�� A��#�7 J�$�� �-
�d�4< �� /*7�� � $'H �	g ωk, · · · , ω� J� ���H A��#�7 J�$�� �� k �7 �H �D�L �]<

�$-#/�

Ā(ω�, · · · , ωk)(p) = A(p)(ω�(p), · · · , ωk(p))

�##�L/� 1�"x� 9�< W �t J�	- �7 �H �#��# #�
� ! �� �BC �7�;� A���BC �/*�"t ��>7
J� �����4'H A��N<�� J�$�� �- S���� ? � �7 � m��� .�d� Ā #�	< .� E#�&4�� JZ ���� �7 �
Q�$� �7 �H ��D�L /
 J���/� J� ���H A��#�7 J�$�� k �7 A�T%	g �7 �� k �� "��� .�

+��� />) F ���	- 67���

L��02� � M��� *�H2�� =!5
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