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 1- 1صفحه 

   مقدمه1

  

 به حساب برتريدر يك وسيله را  وجود آن ، كه در بسياري از مواردندا چنان با زندگي ما عجين شدهخودكار هاي كنترل  سيستمامروزه 

 سادگي و پيش پا افتادگي يك فلاش تانك از: نددار اي بسيار گستردهتنوع ها  اين سيستم. پردازيم مي يبيشترة هزينآورده و برايش 

دست يك  به تعداد بيش از انگشتان  حداقلهاي سواري خودرو در بعنوان نمونه،. يك خودرو پيچيدگي انژكتور الكترونيكي اتتوالت 

 وجود دارد كه براي ما و از طرف ما مواردي از موتور گرفته تا جابجايي، جذب شوك و )ريزپردازنده(سيستم كنترل كامپيوتري 

الكترونيكي حتما يك ة در هر وسيلعلاوه بر اين، . كنند  را كنترل مي…ها، درجه حرارت و  ندههاي شديد، ترمزها، انتشار آلاي تكان

  .توان يافت  آن مي فعاليتريزپردازنده براي كنترل

مواردي   از دارندواحدهاي مختلف آن نقش بسيار مهمي در عملكرد و پايداري  نيزهاي فراوري و فرايندي در كارخانهها  كننده كنترل

 را در نظر 1-1بعنوان نمونه بيوراكتور شكل . جداسازي و راكتورهاي شيميايية  مثل پر شدن يك تانك تا فرايندهاي پيچيدساده

  :بگيريد

  :ندبه دقت تحت كنترل قرار گيرموارد زير بايد  كند براي اينكه مشخص شود كه بيوراكتور در وضعيت مناسبي كار مي

، اكسيژن محلول، ارتفاع مايع، دبي pHدما،  •

  ؛راك و سرعت همزنخو

• Biomass در مايع  و غلظت مواد شيميايي خاص

   ؛و يا گاز

بجهت مطمئن بودن از درون راكتور ارتفاع كف  •

  ؛اينكه زياد نباشد

  .دبي و فشار بخار مراحل استريليزه كردن •

زيرا باشد   بسيار ناقص مي1- 1شكل توجه شود كه دياگرام 

 تمامي اطلاعات لازم براي كنترل به آن اضافه گردد اگر

تشخيص بيوراكتور قابل در دياگرام فرايند ن است ديگر ممك

  .شناسايي نباشدو 

ترساندن شما ترسناكي از كنترل و ة نشان دادن چهربدنبال 

 نيستيم ولي اين همان موضوعي است كه كنترل را مهيج

  .كند ميتبديل يك چالش به  و كرده

 )ها كميت(مشخصات مربوط به محصولات ة مهآنكه براي 

ه و محصولات داراي كيفيت دوبمقدار مشخصي داراي 

در  بيوراكتور د كهشوبايد اطمينان حاصل مناسبي باشند، 

 pH ،براي روشن شدن مطلب. كند شرايط مطلوب كار مي

كنترل علم  محاسباتي در مباحث. را در نظر بگيريدراكتور 

 همانند 1اي نمودار جعبه بهتر مسئله از شفاف سازيجهت 

ما در آينده ياد خواهيم گرفت . شود  استفاده مي2-1شكل 

ها استفاده كنيم  كه چگونه از رياضيات براي توصيف بلوك

در حال حاضر ما بيشتر روي ). پس عجله نكنيد لطفا(

   .يمكن اصطلاحات معمول در كنترل تكيه مي

 در نظر گرفته 2متغير كنترل شونده بعنوان pHنانچه چ

. گيرد  مورد استفاده قرار ميكننده كنترل جهت ارسال اين مقدار به 3فرستندهگيري مقدار آن و يك   براي اندازهpHشود، يك الكترود 

 مقدار كننده كنترل.  يك كامپيوتر باشدو يا) دستگاهي كه از درون آن بي اطلاع هستيم(سياه ة تواند يك جعب  ميكننده كنترلاين 

اگر اين مقادير . نمايد شود مقايسه مي  ناميده مي5مرجع و يا 4مقدار مقرررا گرفته و با مقدار مطلوب كه ) pH(متغير كنترل شونده 

 
سيستم بخار . نماي شماتيك ابزار دقيق مرتبط با تخمير كننده: 1- 1شكل 

ها براي جلوگيري از شلوغي  استريليزه كردن و تمام حسگرها و فرستنده

خطوط پر رنگ جريانهاي فرايندي و . اند دياگرام حذف شدهشكل از 

  .دهند خطوط باريك جريان اطلاعات را نشان مي

  
رودي، و- اي يك سيستم كنترل پسخور منفي تك نمودار جعبه: 2- 1شكل 

  .pHخروجي براي كنترل -تك
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 2- 1صفحه 

دبي  (7محركتغيير تنظيمات مناسبي را با بايد  كننده كنترل و رد وجود دا6خطا  بدين معناست كه در سيستم كنترلمساوي نباشند

 تر قوانين كنترل  و يا ساده8الگوريتم كنترل  به آنهاگيرد كه ي انجام ميتنظيمات بر مبناي محاسباتاين  .كنداعمال ) پمپ اسيد و باز

گيري  ه اندازpHمقدار (گيري شده  و مقدار اندازه) pHمقدار مطلوب ( از تفاضل مقدار مقرر 9جمع كنندهة خطا در نقطمقدار . دينوگ مي

  .شود  ناميده مي10پسخور منفي اين مكانيزم كنترل مكانيزم ،خطاة محاسبة بدليل نحو. آيد بدست مي) شده

مقدار به اين سيستم باشد؛ ورودي  مي) SISO (11خروجي-ورودي، تك- همان سيستم كنترل تك،pHكنترل ة اين سناريوي ساد

سيستم كنترل تك حلقه . شود  ناميده مي12 بستهحلقه ،كنترلة سادزم اين مكاني. استراكتور  pHمقدار آن  و خروجي pHمطلوب 

تر مدنظر  اگر ديدگاهي جامع. گيرد اين حقيقت كه ديناميك بيوراكتور شامل روابطي پيچيده بين متغيرهاي مختلف است را در نظر نمي

در تمام مواقعي كه از واژه .  شود در نظر گرفته14چند متغيرهيا ) MIMO (13خروجي-ورودي، چند- باشد، بايد يك سيستم چند

كه  (16فرايندشامل  ؛سازد مي )pH(  متغير كنترل شوندهما را قادر به كنترل ست كهاي ا  منظور مجموعه،كنيم  استفاده مي15سيستم

ند شيرهاي مان(ها  ها، و محرك  فرستنده،18حسگرها، و ديگر اجزاء ابزار دقيق مثل 17كننده كنترل، )در اينجا منظور بيوراكتور است

  ...). ها و  كنترل، پمپ

متغير مذكور دنبال گردد براي  بيوراكتور، بايد مقدار مقرر pH براي  داده شدههنگام تغيير شرايط عملياتي، بعنوان مثال شرايط خاص

به . مايدتغيير ن) شود  نيز ناميده مي21بار ناخواستهكه ( خارجي 20اغتشاشات ممكن است توسط pH. است 19سروو همان كنترل كه

از آنجا كه پياده سازي نامناسب عمليات . شود  گفته مي22تنظيم ةمسئل ،)pH(  متغير كنترل شونده رويعمل حذف اثرات اغتشاشات

.  آن باشد23پايداري ،تم كنترلسطراحي سي ه درتواند منجر به ناپايداري شود، لذا عجيب نخواهد بود كه مهمترين دغدغ كنترلي مي

  .  هم باشد24مقاوم سيستم كنترل بايد در مقابل تغييرات پارامترهاي فرايند پايداري،علاوه بر 

 خوب، در اولين قدم لازم است .چه مواردي هنگام طراحي سيستم كنترل لازم است مد نظر باشدآيد اين است كه  سوالي كه پيش مي

ده شود، تغيير دابايد يزي براي اين منظور مثلا اينكه قرار است چه چيزي كنترل شود، چه چ. نقش متغيرهاي مختلف مشخص شود

هنگام تبيين و كمي سازي پاسخ مناسب براي . پس از آن بايد اهداف و مشخصات طراحي بيان گردند.  اغتشاشات كجاست و غيرهمنشأ

براي رسيدن به اين اهداف، .  در نظر گرفته شوند تنظيم قطعا تفاوتهايي وجود دارد كه بايدة سيستم كنترل، بين كنترل سروو و مسئل

براي بكارگيري استراتژي كنترل، انتخاب حسگر، فرستنده و بعلاوه . كنترل ضروري استمناسب  براي  و استراتژي كننده كنترلانتخاب 

  . استنندهك كنترلتنظيم ة باقيمانده نحوة اين مراحل، تنها مسئلة بعد از انجام هم.  لازم است نيزمحرك مناسب

 25كنترل بر مبناي مدلكه تر  ي پيشرفتهها سيستمدر . روند طراحي بستگي زيادي به مدل ديناميكي فرايندي دارد كه بايد كنترل شود

در شرايطي كه مدلي مناسب وجود نداشته باشد، تحليل بر مبناي مدل .  كاملا به مدل بستگي داردكننده كنترل، رفتار شود انجام مي

 فيزيكي  و دركبينش. باشد مي»  سيستمشناساييتخمين پارامترها و  «اي به نام  يند انجام خواهد شد كه اساس رشتهتقريبي فرا

  . خواهد بودمندبسيار ارزشكنترل ة بدست آمده هنگام مدلسازي براي حل مسئل

 معادلات قانون بقاي جرم و انرژي و  هنگام بحث در مورد مدلسازي ديناميكي، مباحث مقدماتي در اين درس،در نظر داشته باشيد كه

، تمام فرايندهايي كه در بحث كنترل مطرح خواهند شد مثل بيوراكتور، برج تقطير، جريان داخل يك لوله. د شدنمومنتم تكرار نخواه

هاي  ازنهمعادلات مدل شامل مو. شوند  و غيره، همان فرايندهايي هستند كه در ديگر مباحث مهندسي آموزش داده ميتانك گرمكن

در دستگاههاي مكانيكي تعادل نيرو و در مهندسي برق، آناليز شبكه براي اين منظور در نظر گرفته . باشد  انرژي و مومنتم ميجرم،

، !)و توجه نماييد كه كاملا جديد است (تفاوت ديدگاه كنترلي و ديدگاهي كه در ديگر دروس قبلا به آن پرداخته شده است. شود مي

  .وجود داردنيز ) انباشتگي(جملاتي شامل مشتق زمان ) مدل(اي  از اين رو، در معادلات موازنه. استمسائل كنترل  رايگذطبيعت 

ها بر مبناي   تحليلكلاسيك در كنترل . كنترل كدام است تحليلهاي رياضي لازم براي استفاده درابزارسوال بعدي آن است كه 

اين مدلها . شود   انجام مي-شود  ناميده مي)LTI (26خطي غير متغير با زمانه ك–معادلات ديفرانسيل معمولي با ضرايب ثابت 

چنانچه در . گردد و نه نسبت به مكان شوند كه در آنها تغييرات فقط نسبت به زمان محاسبه مي  ناميده مي27متمركز- پارامترمدلهاي 

 28گسترده- پارامترشود كه مدل  اي بيان مي فرانسيل پارهمدلي تغييرات علاوه بر زمان در مكان هم اتفاق بيفتد مدل با معادلات دي

گردد و با بازآرايي مجدد معادلات جبري   استفاده مي29تبديل لاپلاسبراي حل معادلات ديفرانسيل خطي مدل، . شود ناميده مي

تقريبا . شود مايش داده مين) 2- 1همانند شكل (اي  توابع تبديل بصورت گرافيكي در نمودار جعبه. آيد  بدست مي30تابع تبديله حاصل

ة اي مشخص هاي چند جمله ها بر مبناي ريشه تحليلو اكثر د ونزمان حل شة معادلات در حوزافتد كه  اتفاق ميدر مبحث كنترل كمتر 

  .گيرد  شكل مي- شود  ناميده مي31قطبكه –  مدلديفرانسيله معادل
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 3- 1صفحه 

نياز به وص هنگامي كه مباحث پايداري و پاسخ فركانسي مطرح شوند، تحليل كنترل بخص: ي تذكر داده شودا در اينجا لازم است نكته

اگر بدون دانستن رياضي فهم كنترل بسيار مشكل است و . اند بهمين دليل اين مباحث در پايان آورده شده. قوي داردبسيار رياضي 

  .خواهد بوديك لطيفه بيشتر شبيه فهمد، گفتارش  داند در حالي كه رياضي را خوب نمي كسي مدعي شود كنترل مي

وجود دارند  خاصي يفرايندها. تر كنترل معمولا مطرح است خالي از لطف نيست در انتها هم ذكر چند مطلب كه در مباحث پيشرفته

مانند (آيند  هاي زماني مشخصي بدست مي ها در بازه  و دادهشتهها بصورت پيوسته وجود ندا امكان جمع آوري دادهكه در آنها 

 و اعمال سيستم كنترل توسط كامپيوتر تحليل.  گويند32برداري نمونهي ها سيستم، ها سيستم اين به ؛) در مباحث شيمياييتيتراسيون

 نوع  در اينتكنيكهاي رياضي .دشو ميناميده  34ديجيتال يا 33گسسته كنترل گردد كه  از مباحث كنترلي ميجديدية وارد محدود

zديل تب معادلات اختلافي و هاي كنترل، سيستم
 تحليل برايمعادلات ديفرانسيل و تبديل لاپلاس جايگزين  بترتيب كهبوده  35

بصورت خلاصه اي كنترل كلاسيك هروشبعنوان جايگزين  37فضاي حالت و 36چند متغيره كنترل ، علاوه بر اين.گردد مي ها سيستم

 و 41، كنترل تصادفي40، كنترل تطبيقي39ي، كنترل غيرخط38كنترل پيشرفته هم شامل كنترل بهينه. خواهد شدبحث  2در كنترل 

براي متبحر و بينيد  همان طور كه مي. پردازند ، كه در مقاطع تحصيلات تكميلي بيشتر به آنها ميباشد مي 42كنترل منطق فازي

 اول گاهدر نچند ر ه. اعتماد به نفس خود را بهر جهت از دست ندهيدمتخصص شدن در كنترل راه زيادي در پيش است و لازم است 

شد و آرام آرام  اين همان دري است كه بايد از آن وارد اما ،باشدبسيار پيش پا افتاده در دنياي كنترل رسد كنترل كلاسيك  به نظر مي

   .!)شوند كوچك آغاز مية هميشه كارهاي بزرگ با قدمهاي اولييادتان باشد كه  (خزش به سمت كنترل پيشرفته را آغاز كرد
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 4- 1صفحه 

  1 هاي فصل پانويس

                                                 
1 Block Diagram 
2 Controlled Variable 
3 Transmitter 
4 Set-Point 
5 Reference 
6 Error 
7 Actuator 
8 Control Algorithm 
9 Summing Point 
10 Negative Feedback 
11 Single-Input Single-Output 
12 Closed-loop 
13 Multi-Input Multi-Output 
14 Multivariable 
15 System 
16 Process or Plant 
17 Controller 
18 Sensors 
19 Servo 
20 Disturbances 
21 Loads 
22 Regulatory 
23 Stability 
24 Robust 
25 Model-based 
26 Linear Time Invariant 
27 Lumped-Parameters 
28 Distributed-Parameters 
29 Laplace Transform 
30 Transfer Function 
31 Pole 
32 Sampled-data 
33 Discrete-Time 
34 Digital 
35 z-Transform 
36 Multivariable 
37 State Space 
38 Optimal Control 
39 Nonlinear Control 
40 Adaptive Control 
41 Stochastic  Control 
42 Fuzzy Logic Control 
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 1- 2صفحه 

   مقدمات رياضي2

  

 بدون شك در تبديل لاپلاس. شود كنترل كلاسيك فرايند بر مبناي معادلات ديفرانسيل معمولي و تكنيك تبديل لاپلاس بنا نهاده مي

باعث  استفاده از اين روشها براحتي عدماست ولي يادآوري آن خالي از لطف نيست چرا كه  درس معادلات ديفرانسيل بررسي شده

مراحل و روشهاي ذكر ة  خواهد شد كه براي حل مسائل كنترل نياز است و از بقييادآوريدر اينجا فقط مباحثي . شود  ميهاي آنفراموش

براي آن دسته از مباحث مورد نياز كه گفتن آنها اولويت اين درس نيست به كتب مرجع و . شود شده در درس معادلات صرف نظر مي

  .جزوات اساتيد مربوطه مراجعه كنيد

  

   :عمده مباحث اين فصل

• ��� ����	��� 
 ��� �	����� �� ������� ���� ����� ���� ��  � .���" #�$%� ��������	 �& �
�' (� 

���	� ��� �	% ����� )*+�� ,�. 

• ���"��� �
�' ,� ������� 	��� ��� �"��� 	��� ����� (� +�� #,� -��.�� �	 �� (� ��. �� ����/ (� �

�� �
�'�	��0 (�1.0 ���� ��'
 ��� � .� (�	 ����/ )�������� ��� (��2 3 ��0 . �� ��.�� ����

��� 4��$� 5��, �,�6	���� ��.�� �3, ��� �7��� ���8 +��� ����/ 	��� ��	 ��� �	9� �:;�/ <3 

�3 �0��. 

• %��, =�� >�?@A�3 	
� ,� ��� <" ���� �7" 58  B� 5��7 (�	(A �7"(;�'��   �"���17 (?@A� B 

� +���3 8	� .�	�
�
 ,� >�?@A� )"(�.% 5����� 
 ���� �C�1�  �";� *�";D� (� �
�
 ,� ��E *�� ����� �	 �

2 ���E �F% ��*��. 

• ��� GD�� ,� ���	 -��� �	� (H���� <	1%���*I�� ,� �.A�� �*�7�"J��D%� 3 5����� 	�
�
 ��� <"B

'
��3��� * (;��� ��������� 5�A% �0 �7��� �� .K;/ L�����3� *��� ����� )	��� �* (;���� � !�"#  � 

��%	� ���� M3 ��0. 

• ��� ����� �� �
�/	����12 ��9� -� �" +H�6 ��N� ,� 	%��, +��O 
 +����.3;D� �� *� �0 �7��� ������� �7. 

• ��� (� �$%8 ,�	��� PCJ ��� �"� *Q�1 �7"9� 3 -���� ������ �$�%�& �'��� R >��*9� �3 ,� ��E 

;D� (����*�
�S ����� �"+��  .
�	9� (3,�� "���� �� "� P1� ,� ������� *� ����� �
� (���� ��;3 �0��.  

  

  

   يك مدل معادله ديفرانسيل ساده2-1

  

 جرمة موازنروع بحث، براي ش. شود گفته مي )دگرد آنطور كه در تحليل كنترل منحصرا استفاده مي(حل معادلات ديفرانسيل دليل ابتدا 

  : را در نظر بگيريدودش اي بصورت زير تعريف مي با معادلهكه  يك تانك كاملا مخلوط در

( ),
in

dC
C C C C

dt
τ = − =

�
�  

 غلظت يك جزء در تانك،  Cكه در آن 
in

C ،غلظت آن جزء در جريان ورودي C
�

 زمان پر شدن تانك τآن جزء، و ة  غلطت اولي

  :ودش اين معادله بصورت زير نوشته ميدر مسائل كنترل كلاسيك، . باشد مي

)2-1(  
in

dC
C C

dt
τ + =    

C 6متغيرهاي انحرافي با تعريف ،علاوه بر اين C C= −
�

 و 
in in

C C C= −
�

tكه مقدار انحراف از مقادير اوليه در  ( =  را نشان �

   :)دهند مي
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 2- 2صفحه 

)2-2(  ( ),
in

dC
C C C

dt
τ + = =� �    

   :زمان بصورت زير استة حل اين معادله در حوز. صفر استة دقت كنيد كه اين معادله داراي مقدار اولي

)2-3(  ( ) ( )
( )1 t
t z

in
C t C z e dz

τ

τ

− −

= ∫
�

    

اگر 
in

C صفر باشد، جواب اين معادله جواب بديهي C = براي . براحتي اين جواب قابل حصول است) 2-2(ة از معادل.  خواهد بود�

Cة  از شرايط اوليC غير صفر باشد و يا Cبخواهيم ه وضعيتي ك
�

 منحرف گردد، 
in

C بايد غير صفر و يا بعبارت ديگر 
in

C بايد 

Cمتفاوت از 
�

 ناميده ورودي يكنترلة نام واژه و در تابع محرك ،يلمعادلات ديفرانسة نام واژه در ،)2-2(ة سمت راست معادل . باشد

مقدار . شود مي
in

C  غير صفر است بلكه در بسياري از موارد تابعي از زمان است كه بصورت نه تنها( )in in
C C t=شود  نوشته مي.  

 از Cسواي تأثير پذيري 
in

C آيد، باعث تابعيت  بدست مي) 2-2(ة كه از سمت چپ معادل) 3- 2(در ، ترم نماييCدر .  از زمان است

  .دآي  ميبدست) اي مشخصه يا چند جمله(مشخصه ة  معادل،)2-2(ة سمت چپ معادلاز دانيد،  حقيقت، همانطور كه مي

در آينده بيشتر نگران نباشيد چرا كه  معادله مشخصه در اين درس تكرار خواهد شد لذا اگر با اين مفاهيم مشكل داريد بارها استفاده از

ايم كه يك  در درس معادلات ديفرانسيل ياد گرفته. استفاده از اين مثال فقط جهت شروع بحث است. به اين موضوع خواهيم پرداخت

 حل كرده و سرانجام با ،s،  تبديل كرده، بر حسب متغير تبديل شدهلاپلاسة حوز در جبرية دلرا به يك معا خطيمعادله ديفرانسيل 

  . را بدست آوريمزمانة حوزتبديل معكوس حل 

 ن تحليل در ايكليدية نكت. گيرد در كنترل كلاسيك، تبديل لاپلاس بطور وسيع در تحليل ديناميك سيستم مورد استفاده قرار مي

هاي معادله مشخصه بستگي  پاسخ به ريشهمشخصات خواهيم ديد كه .  استفاده از تبديل معكوس استبدونپيشگويي پاسخ زماني 

هدف . بنابر اين مرور تبديل لاپلاس براي فهم بهتر كنترل مفيد خواهد بود. هاي كنترل كلاسيك است اين حقيقت مبناي تحليل. دارد

  .مسائل كنترل استفاده كنيمتحليل هاي رياضي است كه ما را قادر سازد از آنها در  تكنيكآن دسته از   متبحر شدن در،اين بخش

  

   تبديل لاپلاس 2-2

  

هاي تبديل لاپلاس در حل  ابتدا چند مورد از استفادهدر 

دانيم كه  يم). 1- 2شكل (شود  معادلات ديفرانسيل بررسي مي

 خطيپس از فرمول بندي مدل بصورت يك معادله ديفرانسيل 

)، خطي شدهيا  )dy dt f t=توان آنرا براي بدست  ، مي

)آوردن  )y tكه بصورت ( كرده توان معادله ديفرانسيل را تبديل به يك مسئله جبري  بعنوان جايگزين، مي. حل كرد( )G sة  در حوز

) براي  سپسو) شود لاپلاس تعريف مي )Y sزمان ة حل حوزپس از آن، .  حل كرد( )y tآيد   با استفاده از تبديل معكوس بدست مي

  .دگير ميقرار استفاده مورد در تحليل كنترل كه بندرت 

)لاپلاس ة است اين است كه تابع حوز) لبته درستو ا(آنچه قابل بحث  )Y s بايد همان اطلاعات ( )y tمشابها تابع.  را داشته باشد 

( )G sتابع اگر شرايط اوليه صفر باشند، .  تابع ديفرانسيل اوليه دارد اطلاعات ديناميكي مشابه( )G s  دشخواهد بيان  ي سادهشكلبه .

  . كنيمرور را ميايم كه تعاريف ماده آاكنون. شود اين يكي از دلايلي است كه در مسائل كنترل از متغيرهاي انحرافي استفاده مي

)تبديل لاپلاس تابع  )f tشود  بصورت زير تعريف مي:   

)2-4(  ( ){ } ( ) ( )
st

L f t F s f t e dt
∞

−

= = ∫
�

    

   :شود جهت تكميل تعريف، تبديل معكوس بصورت زير تعريف مي.  متغير تبديل استsكه در آن 

)2-5(  ( ){ } ( ) ( )
j

st

j

L F s f t F s e ds
j

γ

γπ

+ ∞
−

− ∞

= = ∫
1 1

2
    

  
  لاپلاسة زمان و حوزة  ارتباط بين حوز1- 2شكل 
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 3- 2صفحه 

γكنترل به هيچ عنوان از اين تعريف براي تبديل معكوس اما در مباحث . شود كه انتگرال داده شده همگرا شود  طوري تعريف مي

از آنجا كه هر تابعي تبديل منحصر بفردي دارد و تناظر يك به يك بين تابع و . روش معكوس گيري كاملا ساده است. شود استفاده نمي

  نيزجدول براي تبديل معكوسشود و از اين  جدولي از تبديل لاپلاس توابع شناخته شده ساخته ميتبديل لاپلاس آن وجود دارد، 

  .گردد استفاده مي

   ):اصل بر هم نهي(شود   آثار همه ترمها با هم جمع ميكه بودن آن است خطييك خاصيت مهم تبديل لاپلاس 

)2-6(  ( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ) ( )L af t bf t aL f t bL f t aF s bF s+ = + = +1 2 1 2 1 2    

  

   :نكته

  H�* ���*1��N� T � U'�� (�3 V$� W
� ,� ��0	��� �
�' ,� ������� 
 �7�1� (	���� 5���� ��� "��� 	 �

��� ������� ��.��-X�� *9� +3 ��� �	��� 5���+��  .� �
���	H� 5��7 )*;3� (� +�� 3 � 5���*Q�1 �7" 

*Y*�� 9� ��3;D� �� *���% � .�% >��;� �� (  �23 � 5���	X�� )*�X >��?� �� +	� Z*��� ����� �� -��� 5�* <

�	�E� ����/� 58 (� 3 ����.  

  

توابع محتمل بررسي ة هم.  بررسي خواهد شد- شود مسائل كنترل متناوبا استفاده ميدر كه –در اينجا تبديل لاپلاس چند تابع معمول 

اگر تبديل لاپلاس توابع زير بدون استفاده از جدول تبديل . توان در صورت لزوم آنها را در كتب مرجع يافت نخواهند شد چرا كه مي

  .بسيار مفيد خواهد بود ، براي درك آنهابراي مواردي نظير كسرهاي جزئي و خطي سازي يك تابع استفاده شوند و هدملاپلاس بدست آ

  

   ثابتتابع - 1

)2-7(  ( ) ( )
a

f t a F s
s

= → =    

  :اثبات

{ } [ ]
st sta a a

L a a e dt e
s s s

∞ ∞
− −

= = − = − − =∫ 1
��

�  

  

  تابع شيب -2

)2-8(  ( ) ( ), . ,
a

f t at a cons t F s
s

= = ≥ → =
2

�    

  :اثبات

{ }
st stt

L at a te dt a e
s

∞ ∞
− −

= = −∫
��

st st sta a a
e e dt e

s s s s

∞ ∞ ∞
− − −

 
+ = = − = 

 
∫ ∫ 2 2

1
�� �

  

  

  تابع نمايي - 3

)2-9(  ( ) ( ), ,at
f t e a t F s

s a

−

= > ≥ → =

+

1
� �    

  :اثبات

{ }
( ) ( )s a t s a tat at st

L e e e dt e dt e
s a s a

∞∞ ∞
− + − +− − −

= = = − =

+ +
∫ ∫

1 1
� � �
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  توابع سينوسي - 4

)2-10(  ( ) ( )sinf t t F s
s

ω
ω

ω

= → =

+
2 2

    

)2-11(  ( ) ( )cos
s

f t t F s
s

ω

ω

= → =

+
2 2

    

   :اثبات

{ }
( ) ( )s j t s j tj t j t st s

L e e e dt e dt e j
s j s j s s

ω ωω ω
ω

ω ω ω ω

∞∞ ∞
− − − −−

= = = − = = +

− − + +
∫ ∫ 2 2 2 2

1 1
� � �

  

{ } { } { } { }

{ } { }

cos sin cos sin

cos , sin

j t
L e L t j t L t jL t

s
L t L t

s s

ω

ω ω ω ω

ω
ω ω

ω ω

= + = +

→ = =

+ +
2 2 2 2

  

  

  )انتقال تبديل (توابع با كاهش نمايي -5

)2-12(  ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) , ,at
L f t F s L e f t F s a a t

−

= → = + > ≥� �    

  :اثبات

( ){ } ( ) ( )
( )

( )
s a tat at st

L e f t e f t e dt f t e dt F s a
∞ ∞

− +− − −

= = = +∫ ∫
� �

  

  

sinat تبديل لاپلاس تابع :مثال����
e tω

  . را بدست آوريد−

  :حل

( ) ( )

( ){ } ( )

{ }
( )

sin
sinat

at

f t t F s
s L e t

s a
L e f t F s a

ω
ω

ω
ω ω

ω

−

−


= → = 

+ → =
+ += + 

2 2

2 2
  

  

   مشتقات توابع- 6

)2-13(  ( ){ } ( )
( )

( ) ( )
df t

L f t F s L sF s f
dt

 
= → = − 

 
�    

)2-14(  
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
1 2 11 2

n

n nn n n

n

d f t
L s F s s f s f sf f

dt

− −− −
  

= − − − − − 
  

� � � � �    

  استفاده از انتگرال جزء به جزء: اثبات

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

st st st
df t df t

L e dt f t e s f t e dt f sF s
dt dt

∞ ∞∞
− − −

 
= = + = − + 

 
∫ ∫

�� �

�  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( )

( )

d f t df t df td
L L sL f s sF s f f

dt dt dt dt

d f t
L s F s sf f

dt

         
 = = − = − −        

         

  
= − − 

  

2
1 1

2

2
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2
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� �

  

  .آيد  بدست مي)14-2(روند فرمول ة با ادام
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   انتگرال تابع- 7

)2-15(  ( ){ } ( ) ( ){ } ( )
t

L f t F s L f d F s
s

τ τ= → =∫
1

�

    

  :اثبات

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ){ } ( )

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )

t

t

dg t
g t f d f t F s sL g t g

dt

g L g t F s L f d F s
s s

τ τ

τ τ

= → = → = −

= → = → =

∫

∫
1 1

�

�

�

� �

  

   

   مشتقات تبديل-8

)2-16(  ( ) ( ){ }
( )

( ){ }
dF s

F s L f t L tf t
ds

= → − =    

)2-17(  ( ) ( ){ } ( )
( )

( ){ }

n

n n

n

d F s
F s L f t L t f t

ds
= → − =1    

  :اثبات

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

st st st st
dF s d d

f t e dt f t e dt f t te dt tf t e dt L tf t
ds ds ds

∞ ∞ ∞ ∞
− − − −     = = = − = − = −    

∫ ∫ ∫ ∫
� � � �

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ){ }

n n n
n nst st st n st

n n n

n

n n

n

d F s d d
f t e dt f t e dt f t t e dt t f t e dt

ds ds ds

d F s
L t f t

ds

∞ ∞ ∞ ∞
− − − −

     = = = − = −     

= −

∫ ∫ ∫ ∫1

1

� � � �

 

   تبديل لاپلاس توابع معمول در كنترل2-3

  

در اين مبحث تبديل  

، 7پلهلاپلاس توابع 

ة ضرب ،8تأخير زماني

 10ضربان و 9مستطيلي

را بدست ) 2- 2شكل (

  .آوريم مي
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   تابع پله- 1

)2-18(  ( ) ( ) ( )
A

f t Au t F s
s

= → =    

  :واحد و تبديل لاپلاس آن بدست آيدة ابتدا لازم است تابع پل

( )
t

u t
t

<
= 

>1

� �

�

  

( ){ } ( )lim st st st
L u t u t e dt e dt e

s sεε
++

∞ ∞ ∞
− − −

→

= = = − =∫ ∫
1 1

���

  

  .آيد اي بدست مي واحد، تبديل لاپلاس هر تابع پلهة با استفاده از نتايج پل

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }
A

f t Au t L f t AL u t
s

= → = =  

هنگام گرفتن تبديل معكوس از . برابر است) 7- 2(تبديل لاپلاس يك تابع پله با تبديل لاپلاس عدد ثابت 
A

s
 كنترلي از  در مباحث

  .شود تابع پله استفاده مي

  

   تابع تأخير زماني-2

)2-19(  ( ){ } ( ) ( ){ } ( )
st

L f t F s L f t t e F s
−

= → − =
�

�
    

شود  اي تعريف مي اين تابع به گونه. شود اين تابع همچنين زمان مرده، تأخير انتقالي، انتقال تابع و يا تابع جابجا شده گفته ميبه : اثبات

)ة كه تابع اولي )f tة  به اندازt
�

)شود و مستقل از اينكه  در زمان منتقل مي  )f t چه باشد مقدار تابع تأخير براي t t<
�

 صفر قرار 

  :توان بفرم زير نيز نوشت تابع تأخير را مي. شود داده مي

( )
( )

( ) ( )

t t
f t t f t t u t t

f t t t t

<
− = = − −

− >

�

� � �

� �

�

  

)است نمايش بهتري براي تابع  شكل جديد كه در سمت راست معرفي شده )f t t−
�

t است كه در  t<
�

 با گرفتن تبديل . صفر است

  :لاپلاس خواهيم داشت

( ){ } ( ) ( ) ( )
st st

t

L f t t f t t u t t e dt f t t e dt
∞ ∞

− −

− = − − = −∫ ∫
�

� � � �
�

  

tو نهايتا با تغيير متغير  t t′ = −
�

:  

( ) ( )
( )

( ) ( )
s t t st stst st

t

f t t e dt f t e dt e f t e dt e F s
∞ ∞ ∞

′− + ′− −− −

′ ′ ′ ′− = = =∫ ∫ ∫� � �

�

�
� �

  

  

  مستطيلية  تابع ضرب- 3

)2-20(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 sT

t
A

f t A t T A u t u t T F s e
s

t T

−

<


 = < < = − − → = −  


>

� �

�

�

    

  :با استفاده از تعريف تبديل لاپلاس: اثبات

( ){ } ( ) 1
T T

st st st sTA A
L f t f t e dt A e dt e e

s s

−

+

∞
− − − − = = = − = − ∫ ∫

�� �

  

 از يك تابع پله بدست Tالي توان از تفريق يك تابع پله با تأخير انتق مستطيلي را مية از اين حقيقت كه يك تابع ضرب و يا با استفاده

  :آورد
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( ){ } ( ) ( ){ }
sT sTA A A

L f t L Au t Au t T e e
s s s

− − = − − = − = − 1  

  :برابر است بامستطيلي ة مساحت زير منحني اين ضرب

( )
T T

S f t dt A dt At AT

−

+

∞

−∞

= = = =∫ ∫ �
�

  

  

   تابع ضربان- 4

)2-21(  ( ){ } ( ){ },L t L A t Aδ δ= =1    

  واحد آن برابر سطح زير منحنيكهمستطيلي ة ابع لازم است تبديل لاپلاس يك ضربقبل از بدست آوردن تبديل لاپلاس اين ت: اثبات

Sمستطيلي ة گفتيم كه براي يك ضرب.  را بدست آوريماست AT= و چنانچه بخواهيم S A پس بايد 1= T=1و در نتيجه :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
sT

t

f t T t T u t u t T F s e
T sT

t T

−

<


 = < < = − − → = −  


>

1

1 1
1 1

� �

�

�

  

Tچنانچه حد اين تابع را وقتي  →   : ميل كند را بيابيم خواهيم داشت�

( ) ( ) ( ){ }lim lim sT

T T

t f t L t e
sT

δ δ
−

→ →

 = → = − = 1

1
1 1

� �

  

اگر يك سطل مايع سريعا در يك تانك بزرگ ريخته شود تابع مربوطه دلتا . شود ناميده مي) تر دلتا يا ساده (11ديراكاين تابع، تابع 

  :توان نوشت سطح زير منحني اين تابع برابر واحد است و بنابر اين مي. ودخواهد ب

( )t dtδ

∞

−∞

=∫ 1  

   :علاوه بر اين، تابع دلتا داراي خاصيت انتگرالي مفيدي است

)2-22(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t t t dt f t t t dt f tδ δ

∞ ∞

−∞ −∞

− = − =∫ ∫� � �
    

  

   قضاياي مقدار اوليه و نهايي2-4

  

توان مقادير حدي  تابعي، بدون نياز به معكوس گيري ميهر  كه در صورت داشتن تبديل لاپلاس كنيم در اينجا دو قضيه را مطرح مي

tآن تابع در  = t و � → ة مقدار نهايي خيلي مورد استفاده است در حالي كه از قضية در مباحث كنترل، قضي.  را بدست آورد∞

ة اين بدان دليل است كه در اكثر مسائل كنترل بدليل استفاده از متغيرهاي انحرافي، مقادير اولي. شود ر استفاده ميمقدار اوليه كمت

  .توابع پاسخ اكثرا برابر صفر است

   :مقدار اوليهة قضي

)2-23(  ( ) ( )lim
s

sF s f
→∞

  =  �    

   :مقدار نهايية قضي

)2-24(  ( ) ( )lim lim
s

t

sF s f t
→

→∞

  = 
�

    

تعريف تبديل لاپلاس . اثبات اين قضايا بسيار ساده است. مقدار نهايي در صورتي قابل اعمال است كه اين مقدار وجود داشته باشدة قضي

  .مشتق تابع را در نظر بگيريد

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )lim lim limst st

s s t

df t df t df t
e dt e dt dt f t f t f

dt dt dt

∞ ∞ ∞ ∞
− −

→ → →∞

   = = = = −
   ∫ ∫ ∫ �� � �� �

�  
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( ) ( )
lim limst st

s s

df t df t
e dt e dt

dt dt

∞ ∞
− −

→∞ →∞

 = =
 ∫ ∫

� �

�  

از طرفي 
( )

( ) ( )
df t

L sF s f
dt

 
= − 

 
  :، بنابر اين�

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim lim lim
s s t s t

sF s f sF s f f t f sF s f t
→ → →∞ → →∞

      − = − = − → =      � � �

� � �  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim
s s s

sF s f sF s f sF s f
→∞ →∞ →∞

     − = − = → =     � � � �  

  

)تبديل لاپلاس تابعي بصورت : 1-2مثال � )
( ) ( )

( ) ( )( )

s s
F s

s s s s

− +

=

+ + +

6 2 2

1 3 4
  مقدار نهايي اين تابع چقدر است؟. است  داده شده

( ) ( )
( )( )

( )( )( )

( )( )

( )( )( )
lim lim lim
t s s

s s
f t sF s

s s s→∞ → →

− + −

 = = = = − 
+ + +

6 2 2 6 2 2
2

1 3 4 1 3 4� �

  

  

)اگر تبديل لاپلاس تابعي : 2-2مثال � )F s
s

=

−

1

2
  .مقدار نهايي اين را بيابيد باشد، 

)شود  همانطور كه ديده مي )
t

f t e=
اگر اصرار . مقدار نهايي را اعمال نمودة توان قضي حد نهايي اين تابع وجود ندارد بنابر اين نمي. 2

  .دمعني خواهد بو مقدار نهايي باشد، مقدار صفر بدست خواهد آمد كه كاملا بية به استفاده از قضي

  

)تابع تبديل : 3-2مثال � )
( )

( )

s
F s

s s s s

−

=

+ − −

2

3 2

6 2

4 4
)مقدار نهايي .  را در نظر بگيريد )f tچقدر است؟   

  ! معني است بياساسا آيد اما   بدست مي3مقدار نهايي را استفاده كنيد مقدار ة اگر چشم بسته قضي! غلط انداز ديگرة يك مسئل

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )s s s s s s s s s s s+ − − = + − + = − + = + − +
3 2 2 24 4 1 4 1 4 1 2 2 1  

)بنابر اين . باشد  مي2 و - 2، -1هاي اين معادله  ريشه )f t داراي ترم t
e

  .باشد كه با افزايش زمان نامحدود خواهد شد  مي2

  

ها  عجالتا از اين مثال. آيد بدست مياي مخرج  هاي چند جمله مبحث ياد خواهيم گرفت كه چگونه ترمهاي نمايي زمان از ريشهة در ادام

قسمت حقيقي  داراي هاي مخرج بايد ريشه) كران محدودداراي  تابعبراي (توان دريافت كه براي داشتن يك مقدار نهايي با معني  مي

  .اين اصل، مبناي بحث پايداري است كه در آينده به آن خواهيم پرداخت.  باشندمنفي

  

   بسط كسرهاي جزئي 2-5

  

كنيم، بايد مهارت كاهش توابع پيچيده به توابع موجود در  براي گرفتن تبديل معكوس از جدول تبديل لاپلاس استفاده ميآنجا كه از  

چنانچه . »بشكنيم«تر   را به كسرهاي جزئي سادهsاي از  بعبارت ديگر، ما بايد قادر باشيم نسبت دو چند جمله. جدول را داشته باشيم

)اي مخرج،  چند جملهة مرتب )P sاي صورت،  چند جملهة ، از مرتب( )Q s ،كه در فرايندهاي طبيعي  (باشدبالاتر ) 25-2(ة  معادلدر

   :)كسرهاي جزئي (توان آن را بفرم زير نوشت  مي)صادق است

)2-25(  ( )
( )

( )

i n

i n

Q s
F s

P s s a s a s a s a

α α α α
= = + + + + +

+ + + +

1 2

1 2

� �    

) اي چند جملهدر اينجا  )P sة  از درجn و بوده 
i

aة هاي معادل  مقادير ريشهها( )P s = با معكوس گيري خواهيم . هستند �

   :داشت
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)2-26(  ( ){ }
i n

i n

L F s L L L L
s a s a s a s a

α α α α
− − − − −

       
= + + + + +       

+ + + +       

1 1 1 1 11 2

1 2

� �    

  .به دليل اينكه تبديل لاپلاس يك عملگر خطي است ما را به جواب مطلوب خواهد رسانداين روش 

روشي كاملا صريح كه  ي معمولها يكي از روشرا بدست آورد؟ ) 25- 2(ة ن است كه چگونه بايد كسرهاي جزئي معادلايسوال حال 

هاي  ريشه) 1: (اي مخرج ممكن است اتفاق بيفتد ههاي چند جمل سه حالت براي ريشه. شود  ناميده مي12سايد بسط هوي، جبري است

  برايحالتهااين در يك مسئله ممكن است تركيبي از ). چندگانه(هاي تكراري  ريشه) 3(هاي مزدوج مختلط و  ريشه) 2(حقيقي و مجزا، 

  .هر سه حالت بررسي شودلازم است كه بنابر اين . ها اتفاق بيفتد ريشه

  

): حالت اول �2-5-1 )P sهاي حقيقي و مجزا دارد  ريشه:  

  

)تابع : 4-2مثال � )f t را بيابيد اگر ( )
( )s

F s
s s s

−

=

+ − −

2

3 2

6 2

4 4
.  

)توان  مي. 2 و -2، -1 عبارتند از )شوند مقاديري كه بعدا قطب ناميده مي (اي مخرج هاي چند جمله  ريشه3- 2از مثال  )F s را 

  :بصورت زير نوشت

( ) ( )

( )( ) ( )

s s

s s s s s s s s s

α α α− −

= = + +

+ − − + + − + + −

2 2

1 2 3
3 2

6 2 6 2

4 4 1 2 2 1 2 2
  

)فوق در ة اگر هر دو طرف معادل. سايد بصورت زير است بسط هوي )s   : ضرب شود، خواهيم داشت1+

( )

( )( )
( ) ( )

s
s s

s s s s

α α
α

−

= + + + +

+ − + −

2

2 3
1

6 2
1 1

2 2 2 2
  

sه ازاي ، از جمله ب برقرار باشدsفوق بايد به ازاي جميع مقادير ة رابط = −1:  

( )

( )( )
( )

s

s

s
s s s

α
α

=−

−

= = + +

+ − +

2

2
1

1

6 2
2 1

2 2 2
( )s

s

α
+ +

−

3 1
2

α→ =1 2  

)توان  مشابها مي )F s را در ( )s ) و 2+ )s   : ضرب كرده و نوشت2−

( )

( ) ( )
s

s

s s
α

=−

−

= =

+ −

2

2

2

6 2
3

1 2
 و 

( )

( )( )
s

s

s s
α

=

−

= =

+ +

2

3

2

6 2
1

1 2
  

)بنابر اين،  )F s
s s s

= + +

+ + −

2 3 1

1 2 2
  : و با استفاده از جدول تبديل لاپلاس

( ) ( )
t t t

f t e e e u t
− − = + + 

2 22 3  

 بايد دقت شود كه نتايج بخوبي تفسير ®Matlabافزار  هنگام استفاده از نرم. توان براي اين منظور از كامپيوتر هم استفاده كرد مي

فقط . گردند در اينجا فقط دستورات كامپيوتري درج مي. خواهيم انجام دهيم قعي خوب است كه بدانيم چه ميكامپيوتر فقط مو. شوند

  : اجرا شودMatlabة كافيست فرمان زير در برنام
[alpha,a,k] = residue([6 0 -12],[1 1 -4 -4]) 

  

)تابع : 5-2مثال � )f t را بيابيد اگر ( )
s

F s
s s s

=

+ − −
3 2

6

4 4
.  

  :مجددا، بسط بصورت زير است

( )( ) ( )

s

s s s s s s

α α α
= + +

+ + − + + −

1 2 36

1 2 2 1 2 2
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بالا در مخرج كسر مزبور ضرب شده و مقدار تابع بدست ة هر كسر سمت راست، سمت چپ معادلضريب ة محاسبيك بار ديگر، براي 

  : ضرايب صورت را خواهد داد،آن كسرمخرج ة آمده در ريش

( )( ) ( )( ) ( )( )
, ,

s s s

s s s

s s s s s s
α α α

=− =− =

= = = = − = =

+ − + − + +
1 2 3

1 2 2

6 6 6
2 3 1

2 2 1 2 1 2
  

  :زمان عبارتست ازة تابع در حوز

( ) ( )
t t t

f t e e e u t
− − = − + 

2 22 3  

تنها .  به زمان براي هر دو تابع بدست آمده در اين مثالها شبيه به هم استهوابستتوابع نمايي توان گفت كه   مقايسه با مثال قبل ميدر

  .با هم متفاوتند) ها مانده(ضرايب 

  :ت بصورت زير اسMatlabافزار  فرمان نرم 
[alpha,a,k] = residue([6 0],[1 1 -4 -4]) 

  

)تابع : 6-2مثال � )f t را بيابيد اگر ( )
( ) ( )( )

F s
s s s

=

+ + +

6

1 2 3
.  

  :آيد ضرايب بصورت زير بدست مي

( )( ) ( )( ) ( )( )
, ,

s s s
s s s s s s

α α α

=− =− =−

= = = = − = =

+ + + + + +
1 2 3

1 2 3

6 6 6
3 6 3

2 3 1 3 1 2
  

  : در نتيجهو

( ) ( )
t t t

f t e e e u t
− − − = − + 

2 33 6 3  

tجملات 
e

t و 2−
e

t از 3−
e

t. شوند  سريعتر ميرا مي−
e

s و بعبارت ديگر قطب − =   . ماندگارتر است1−

  :شوند  بصورت زير تاييد ميMatlabهاي  اين نتايج توسط فرمان
p = poly([-1 -2 -3]); 
[alpha,a,k] = residue(6,p) 

  

   :نكته

  [( ����*%��, +3� (� ���� ��9� 5��, (���� �6 	(A �7"(;�' ��   �" ]�@� ) (� �N%� ,� (���� � 	 �7��� ��

�0 (:�1�3����  .(;�' ��  �"
� PCJ >��X "��S 	 U
i

αO_� *���� � .�7 (�*H� )*���� (� +�� �3,�� 	��3 

�*�3� =�� >�?@A� 	���*.3U9E (� ���� ��9�  �7"(;�' ��   �":�1� (?@A� 3����   . 

`( U9E �73	�V% P;�@� (D�X ���� (� (� 	���� �%��."��% ����� 3	�a���� "� (� ���17 	� ���*� ��3 �%�0 .

�	U9E ) �%����2�%�� �7. 

b( ���* Q	�7 P1� (�J�" ��	��� �"��S 5��
8 +��� 	 U
i

α, #��� 	0�� (�0�� �F% �� ��� +�� �* (� �

2��1� 58 ,� �������3��c�  �73	��� �6 ��E (� +�� 	Q: 

( )
( )

( )

( )

( )
i i

i i

s a s a

Q s Q s
s a

P s P s
α

=− =−

= + =

′

  

  

): حالت دوم �2-5-2 )P sهاي مزدوج مختلط دارد  ريشه:  

  

)تابع : 7-2مثال � )f t را بيابيد اگر ( )
s

F s
s s

+
=

+ +
2

5

4 13
.  
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در حالتي كه بخواهيم اين .  را درك كنيمMatlabكنيم كه بهتر بتوانيم نتايج حاصل از  ابتدا روشي نه چندان دلچسب را بررسي مي

اي  د جملههاي چن ريشه. شود بهتر خواهد بود  شرح داده مي8- 2معكوس گيري را با دست انجام دهيم روشي كه در مثال 

s s+ +
2 4 −j برابر است با 13 ±2   : و در نتيجه3

( )
( ) ( ) ( ) ( )

*
s s

F s
s s s j s js j s j

α α+ +
= = = +

+ + − − + − − −   − − + − − −   
2

5 5

4 13 2 3 2 32 3 2 3
  

  : را بدست آوريمαمقدار توانيم  ميسايد  اعمال بسط هويكه با 

( ) ( )

( )
( )

s j

js j
j

s j j j j
α

=− +

++ − + +
= = = = −

− − − − + − − −
2 3

3 15 2 3 5 1
1

2 3 2 3 2 3 6 2
  

  :و مزدوج مختلط آن

( )
*

jα = +
1

1
2

  

  :آيد و تبديل معكوس آن بصورت زير بدست مي

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
j t j t t j t j t

f t j e j e u t e j e j e u t
− + − − − −   

= − + + = − + +      

2 3 2 3 2 3 31 1 1 1
1 1 1 1

2 2 2 2
  

( ) ( ) [ ] ( )cos sin
j t j t j t j t

t te e e e
f t e u t e t t u t

j

− −

− −
 + −

→ = + = + 
 

3 3 3 3
2 2 3 3

2 2
  

  :كه بصورت زير بازنويسي خواهد شد

( ) ( ) ( ) ( )sin , tant
f t e t u t

π
φ φ

− −

= + = =
2 12 3 1

4
  

  :شود  براي اين مثال بدين صورت نگاشته ميMatlabفرمان 
[alpha,a,k] = residue([1 5],[1 4 13]) 

  

   :نكته

  [( ���� -���$�*%��, +3 ( )f tO_� +D� PCJ *� �	(A �7" ( )P s���� ���E  .���" 	���/ +H�6 �� U9E <3 

a jb− ±���0 5��, �,�6 ���� ->��'  at
e

− 
 ( )cos sinbt btα β+��� �7���  .(;�' ��  �" PCJ >��X 

��S ��	+�� �O�� +��O U. 

2(  #�J ,� >����( )cos sinbt btα β+� ������� 3 ��0 .�_� ������ ,� -e�/ ��*� �� ��0 ��f ,�J �	 ��c� 5�

` Bg� ������� 3 ����.  

  

  .ست آوريد را با استفاده از جدول تبديل لاپلاس بد7-2مثال : 8-2مثال �

اي  در عوض، با تغيير ساختار چند جمله. گردد هاي مختلط مزدوج كمتر از بسط كسرهاي جزئي استفاده مي در عمل براي جفت ريشه

( )P sتوان نوشت ها مي  با كامل كردن مربع:  

( )s s s+ + = + +
22 24 13 2 3  

  :و بنابر اين

( )

( ) ( )

s s
F s

s s s s

+ +
= = +

+ + + + + +
2 22 2 2

5 2 3

4 13 2 3 2 3
  

  :با استفاده از جدول تبديل لاپلاس

( ) ( )cos sint t
f t e t e t u t

− − = + 
2 23 3  

در مقايسه با كاري كه هنگام استفاده از بسط كسرهاي جزئي لازم است، اين . انجامد  مي7- 2كه با اندكي تغييرات به نتايج مشابه مثال 

  .دوم در نظر گرفته شودة مرتبة هاي مزدوج مختلط بهتر است بصورت يك جمل كند كه ريشه مثال همچنين پيشنهاد مي
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): حالت سوم �2-5-3 )P sتكراري استة  داراي ريش  

  

)تابع : 9-2مثال � )f t را بيابيد اگر ( )

( ) ( )

F s

s s

=

+ +
3

2

1 2
.  

)اي  چند جمله )P sبراي آنكه صورت كسرهاي . است  است كه سه مرتبه تكرار شده-1 تكراري ة ريش و-2غير تكراري ة  داراي ريش

  :شوند جزئي يك ضريب ثابت باشد، كسرهاي جزئي بصورت زير تعريف مي

( ) ( ) ( ) ( )s ss s s s

α α α α
= + + +

+ ++ + + +

1 2 3 4
3 2 3

2

1 21 2 1 1
  

  :هاي غير تكراري است  مطابق همان روش ريشهα4 و α3ة محاسب

( ) ( )

,

s s

s s

α α

=− =−

= = = = −

+ +

3 4 3

1 2

2 2
2 2

2 1
  

)چنانچه .  استα2 و α1ة مشكل محاسب )F s را در ( )s ) و يا 1+ )s +
2

s ضرب كنيم امكان قرار دادن 1 = .  وجود ندارد1−

)چنانچه  )F s را در ( )s +
3

  : ضرب شود1

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )s F s s s s
s s

α
α α α+ = = + + + + + +

+ +

3 2 34
1 2 3

2
1 1 1 1

2 2
  

  : مشتق بگيريمsو از دو طرف نسبت به 

( )

( ) ( )( )s s s

s

α α α
−

= + + + + Γ +

+

2

1 2 42

2
2 1 1

2
�  

)كه ترم ) ؟(مطمئن هستيم ) α4شامل (در مورد مشتق كسر جزئي چهارم  )s +
2

s در آن ضرب خواهد شد كه در 1 =  مقدار 1−

sپس با قرار دادن . كسر مربوطه صفر خواهد شد = α مقدار 1− = −2 ، مجددا مشتق گيري α1ة ببراي محاس.  بدست خواهد آمد2

  :دهيم را ادامه مي

( )

( )( )s s

s

α α= + + + Λ +

+

1 43

4
2 1

2
� �  

αكه البته مقدار  =1 s خواهد بود اگر 2 =   :تابع تبديل بصورت زير خواهد بودة پس تجزي. 1−

( ) ( ) ( ) ( )s ss s s s

− −
= + + +

+ ++ + + +
3 2 3

2 2 2 2 2

1 21 2 1 1
  

  : گيري منجر خواهد شد بهو معكوس

( ) ( )
t tt

f t t e e u t
− −

  
= − + +  

  

2
22 1

2
  

  :شوند  بصورت زير تاييد ميMatlabهاي  اين نتايج توسط فرمان
p = poly([-1 -1 -1 -2]); 
[alpha,a,k] = residue(2,p) 

 

   :نكته

  ;� +H�6 ��3��� -	� ��.�� �	(A �7"���.� ", >��?� 	+�� �:  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

! !
n atn n

n
L t t t e u t

s a ns a s a s a

α α α α α α
α α

− − −

    
+ + + + = + + + +  

+ −+ + +      

1 2 11 2 3 3
1 22 3 2 1

� �  

����% ��3	���� �� "� 	 (As a= − ��� +�� =���E�
 3� 	H�� U9E )*(;�' ��'
 � " ( )tα +2 �+�� ����� .  
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   تابع تبديل، قطب و صفر 2-6

  

با ) 2-2(ة تبديل لاپلاس معادل. پردازيم حالا كه قادر به استفاده از تبديل لاپلاس هستيم به مثال ديناميكي تانك مخلوط شده مي

)صفر ة شرايط اولي ) ( ) ( )in
s C s C sτ +    :نگارش خواهيم داشتة  است كه با تغيير در نحو1=

)2-27(  
( )

( )
( )

in

C s
G s

C s sτ

= =

+

1

1
    

)فوق كه بعنوان ة سمت راست معادل )G s ،ع تبديل، ارتباط تبديل لاپلاس خروجي تاب. شود  خوانده ميتابع تبديل معرفي شده است

 استفاده متغيرهاي انحرافي  ازشود كه ياد آوري مي. دهد با تبديل لاپلاس ورودي و يا بعبارت ديگر ارتباط خروجي با ورودي را نشان مي

)ورودي، جريان  در غلظت تغييرورودي . گرديده است )in
C t غلظت تانك، تغيير، و خروجي يا پاسخ، مقدار ( )C tاست ،.  

  

)زمان ة پاسخ حوز: 10- 2مثال � )C tواحد و ة تابع پل) را بدست آوريد چنانچه تغيير غلظت جريان ورودي الف) 27- 2(ة  در معادل

  .تابع ضربان باشد) ب

)فتد، غلظت جريان ورودي اتفاق بيپله در اگر تغيير ) الف ) ( )in
C t u t= و ( )in

C s
s

=
1

  :خواهيم داشت) 27- 2(با جايگذاري در . 

( )C s
s s s s

τ

τ τ

−
= = +

+ +

1 1 1

1 1
  

)بعد از گرفتن تبديل معكوس با استفاده از جدول تبديل لاپلاس، خواهيم داشت  ) ( )
t

C t e u t
τ− = − 1.  تغييرات غلظت تانك

  .يير غلظت جريان ورودي برابر خواهد شدنهايتا با تغ

)اگر تغيير ضربان در غلظت جريان ورودي اتفاق بيفتد، ) ب ) ( )in
C t tδ= و ( )in

C s   :خواهيم داشت) 27- 2(با جايگذاري در . 1=

( )C s
sτ

=

+

1

1
  

)و پاسخ زماني علظت تانك برابر  ) ( )
t

C t e u t
τ

τ

−

=
1

  .اثر ضربان نهايتا ميرا شده و حذف خواهد شد.  خواهد بود

  .نيز بدست آيد) 3-2(ة زمان گفته شده در معادلة  حوزتواند از حل در نظر داشته باشيد كه نتايج اين مثال مي

  

tزمان شامل تابع ة ، حل حوزصرف نظر از ورودياين مثال اين است كه در كليدي ة نكت
e

τ−اي  چند جملهة  است كه وابسته به ريش

  . مخرج تابع تبديل است

 به يديناميكرفتار بعبارت بهتر، . معادله ديفرانسيل نهفته استة اي مشخص خواص ديناميكي اصلي و ذاتي يك مدل در چند جمله

sτمشخصه ة ، معادل)27- 2(ة در معادل. اي مشخصه مرتبط است هاي چند جمله ريشه + =1 اين .  استτ−1آن ة  است كه ريش�

)بدان معني است كه بدون دانستن  )in
C t و بدون حل واقعي ( )C tتوان استنباط نمود كه  ، مي( )C t بايد شامل t

e
τ−به .  باشد

) تابع تبديل قطب τ−1ة ريش )G sشود  گفته مي.  

  براي يك معادله ديفرانسيل معمولي. تر بررسي كنيم اجازه دهيد مسئله را اكنون كلي

)2-28(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n m m

n n m m
a y a y a y a y b x b x b x b x

− −

− −
+ + + + = + + + +

1 1 1 1
1 1 1 1� �

� �    

n با  m> صفر ة و شرايط اولي)( ) ( ) ( )n n
y y y y

−

= = = = =
1 1
� t در � =    :بصورت زير خواهد بود، تابع تبديل )�

)2-29(  
( )

( )
( )

( )

( )

m m

m m

n n

n n

Y s Q sb s b s b s b
G s

X s a s a s a s a P s

−

−

−

−

+ + + +
= = =

+ + + +

1
1 1

1
1 1

�

�

�

�
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ها  اي ز مشخصات رياضي، اين چند جمله هنگام صحبت ا.شود  نوشته ميsاي از  در حالت كلي تابع تبديل بصورت نسبت دو چند جمله

)بصورت  )Q s و ( )P sكه هنگام تمركز بر مسائل كنترل و يا توابع تبديل از  شوند در حالي  نوشته مي( )Y s و ( )X s ) خروجي و

mها بصورت  اي چند جملهة  مرتب،در فرايندهاي واقعي. شود استفاده مي) ورودي n<است .  

)دانيم كه  مي )G sهمچنين . شود  حاوي همان اطلاعاتي از رفتار ديناميكي مدل است كه توسط معادلات ديفرانسيل نشان داده مي

)دانيم كه مخرج  مي )G sمشخصه، ة هاي معادل ريشه. معادله ديفرانسيل استة اي مشخص  همان چند جمله( )P s =  ، كه با�

, , ,
n

p p p1 2 )هاي  قطب شوند،  نمايش داده مي… )G sبت زماني توان از نماد ثا ند ميباشها حقيقي و منفي  وقتي كه قطب.  هستند

  :دنمواستفاده ها  براي قطب

, , ,
n

n

p p p
τ τ τ

= − = − = −1 2

1 2

1 1 1
…  

هاي  قطب" و "مشخصهة هاي معادل ريشه"هاي  عبارت. گذارند ها كيفيت رفتار ديناميكي معادله ديفرانسيل مدل را به نمايش مي قطب

  .  گيرند  در بسياري موارد بجاي هم مورد استفاده قرار مي"تابع تبديل

)هاي معادله  نشان داده شده است، ريشه) 29-2(بع تبديل عمومي همانطور كه در براي يك تا )Q s =  كه با نمادهاي �

, , ,
n

z z z1 2   :)حقيقيبراي صفرهاي  (در حالت استفاده از نماد ثابت زماني. هاي تابع تبديل نام دارندصفرشوند،   نمايش داده مي…

, , ,
m

a b m

z z z
τ τ τ

= − = − = −1 2

1 1 1
…  

   .بصورت زير نوشتتوان  را اكنون مي) 29-2( تبديل  تابع13صفر- قطبپيكره بندي

)2-30(  ( )
( )

( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

mm

n n

Q s s z s z s zb
G s

P s a s p s p s p

− − − 
= =  

− − − 

1 2

1 2

�

�

    

   :آيد  به صورت زير در مي14 ثابت زمانيپيكره بنديدر ) 29-2(اي حقيقي  باشند، تابع تبديل  هاي دو چند جمله اگر تمام ريشه

)2-31(  ( )
( )

( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

a b m

n

Q s s s sb
G s

P s a s s s

τ τ τ

τ τ τ

+ + + 
= =  

+ + +  1 2

1 1 1

1 1 1
�

�

�

�

    

پيكره اين . دهند ترسناك و دير فهم نيستند آنچنان كه نشان مي) 31- 2(و ) 30-2(همانطور كه در آينده خواهيم ديد معادلات 

  . هاي كنترل كلاسيك هستند گاه اصلي تحليل  تكيهها بندي

- 2(داراي معادله ديفرانسيل كه  بر اساس مدل عمومي .شود معرفي ميدر اينجا  كميت مهم ديگري است كه 15حالت يكنواختة بهر

) نهايي در تغيير حالت يكنواخت بصورتة ، بهر است)29-2(و تابع تبديل ) 28 )y t ورودي  درواحديك  تغيير به ازاي ( )x t ،

)واحد در ة حالت يكنواخت اعمال يك ورودي پلة بهربنابر اين يك راه ساده براي دست آوردن . گردد تعريف مي )x t و يا 

( )X s s=1مقدار نهايي ة  و محاسب( )y tاست .   

)2-32(  ( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim
t s s

b
y t sG s X s sG s

s a→∞ → →

 
 = = =    

1
�

� �

�

    

يك راه ساده . شود اين بهره فقط در توابع تبديل تعريف مي. ديل استحالت يكنواخت نسبت دو عدد ثابت در تابع تبة بعبارت ديگر، بهر

 ثابت پيكره بنديپيداست، نوشتن تابع تبديل بصورت ) 32-2(و ) 31- 2(حالت يكنواخت، همانطور كه از معادلات ة بهرة براي محاسب

  . زماني آن است

  

   :نكته

  [( U9E GD� �� �7" ( )G s (H���� �� )`B`h( -U9E  �7�
�
 (� �X�" ( )x t�% L���� 3 �0�� . =�� (��H�

( )y t �� �
�/ ( )G s (� ( )x t 
 	 �( )X s  V*%+�� (�1��
. 

`( �NH�c� ,�"�7�1� P1� "iV' 3 � �j�� (�*�
�	 (� �(A	�  k�7(;�' ��  �" ( )Q s 
 ->��X �� 	 -�7��X �
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� PCJ"��S 	 �6 U( )y tO_� *� �3 H
 ���l23
� �� "��% ����� 3	%��, 3O_� *�"����%  .�7 (�*H� )* +�� �

GD� �� (� �7"� *�3�_� -=�� *
� �� �"U9E  �� �7+. 

b( ���" 5��, �,�6 ���� (.%8 ( )y t��% (;�' ��  ,� (� -3	.A� *�VJ� �� -+�� ��0 �	� 5��, M* -��0 ��#��� 

U9E �7"��� ���� 	�� �	���� �"C6 +�1E *C3��� 3��0�� ) .�	� #�N�� (� (�.% )	���"��� 3  �� (� ���2

�� �D�	�0 �7��� GD� M(.  

  

  ها شخصات قطبمة  خلاص2-7

  

ها بطور كلي آشنا  براي آنكه با مشخصات قطب. نجا اكثر مطالب گفته شده در حد مصداقي با ذكر مثالهايي در هر مورد بوده استيتا ا

اي مشخصه را داشته باشيم، با پيدا كردن   فرض كنيد چند جمله.تر نشان دهيم شويم لازم است نتايج بدست آمده را با نمادهاي كلي

  :كنيم ها و تكميل بسط كسرهاي جزئي، با يك يا چند مورد از موارد ذيل برخورد مي هريش

  

  ، منفردهاي حقيقي قطب) الف

iاي بفرم  جمله

i

c

s p−

 كه قطب 
i

p يك عدد حقيقي است، منجر به تابع i
p t

i
c eهاي حقيقي منفي مانند  طباغلب با ق. شود  مي

i i
p a= i روبرو هستيم كه تابع زماني متناظر −

a t

i
c e

  .باشد  مي−

  

  تكرار شدهة  مرتبmقطب حقيقي، تكراري،) ب

  جملاتي به فرم 

( ) ( ) ( )

, , , ,i i i i m

m

i i i i

c c c c

s p s p s p s p

 
+ + + + 

− − − −  

1 2 3

2 3
�  

ة با ريش
i

p كه m مرتبه تكرار شده است متناظر با تابع زماني   

( )
( )

, ,

, ,
! !

i
i i m p tm

i i

c c
c c t t t e u t

m

−
 

+ + + + 
−  

3 2 1
1 2 2 1

�  

وقتي . است
i

pاين همان . غير تكراري كندتر استة داخل پرانتز در مقايسه با ريشة  منفي باشد، ميرايي زماني جواب بدليل وجود جمل

كندتر ) مثل تانكهاي سري كه در فصلهاي بعد بحث خواهد شد(هاي تكراري  شود پاسخ مدلهاي داراي ريشه دليلي است كه گفته مي

  .  است

  

  هاي مزدوج مختلط قطب) ج

جملاتي بفرم 
*

*
i i

i i

c c

s p s p
+

− −

 كه در آنها 
i

p jα β= * و +
i

p jα β= زمان ة هاي مختلط هستند، داراي تابع حوز  قطب−

متناظر 
**i i

p t p t

i i
c e c e+در عوض، با تغيير آرايش آن به فرم . شود  است كه تقريبا هيچوقت بدين شكل استفاده نمي

( )sint
Ae t

α

β φ+شود كه   نوشته ميA مقداري ثابت و φتأخير فاز است .  

هاي مزدوج مختلط، در اغلب موارد دو جمله با هم  با قطب. هاي مختلط كاري پر زحمت است نوشتن بسط كسرهاي جزئي براي قطب

  دوم به صورتة مرتبة گردند، جمل با نمادهايي كه در فصل بعد معرفي مي. شود دوم نوشته مية مرتبة ادغام شده و بصورت يك جمل

as b

s sτ ζτ

+

+ +
2 2 2 1
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>ζاگر . شود  نگاشته مي)شود  ضريب ميرايي خوانده ميζكه در آن ( . هاي مختلط خواهد بود ، مخرج عبارت فوق داراي ريشه�1>

هاي  در اين حالت قطب
i

p و *
i

pآيند  بفرم ذيل بدست مي:  

*, ,
i i

p p j
ζζ

ζ

τ τ

−

= − ± < <

21
1�  

  :كه تابع متناظر زماني پس از تجديد آرايش بصورت زير خواهد بود

sint
Ae t

ζ τ
ζ

φ

τ

−

 
−

 +

 
 

21
  

  . تأخير فاز استφ مقداري ثابت و Aمجددا، 

  

  )موهومي خالص(ور موهومي هاي روي مح قطب) د

,*اگر قسمت حقيقي قطب مختلط صفر باشد، 
i i

p p jω= چنانچه .  خواهد بودωپاسخ زماني متناظر سينوسي خالص با فركانس . ±

زمان با يك مقدار ثابت و يا يك ة در حوز. باشد  ميs1بوده و متناظر يك انتگرال گير، واقع در مبدا آن قطب قطب صفر باشد، مقدار 

  .متناظر خواهد شدپله تابع 

  

  غيرصفرقطب داراي قسمت حقيقي ) ه

برعكس، اگر قطبي . واقع است) LHP (16در قسمت چپ محور موهوميشود كه  گفته ميسمت حقيقي منفي باشد، قاگر قطبي داراي 

   . خواهد بود ناپايداره و تابع زماني متناظر قطعابود) RHP (17 در قسمت راست محور موهومي باشد،مثبتداراي قسمت حقيقي 

  

   : ساير موارد)و

  هاي فراگير قطب) 1- و

 وجود،هاي فراگير در صورت  فهم و توانايي شناسايي قطب

 بعدا در مبحث اين مهارت. اهميت بسيار زيادي دارد

به اين نكته قبلا در . مدل استفاده خواهد شدة كاهش مرتب

دو قطب همانطور كه در شكل .  اشاره شده بود6-2مثال 

 نشان داده شده است، را در نظر بگيريد 2-4

a a< <1 2� .  

( )
c c c c c p c p

Y s
s p s p s a s a s sτ τ

= + + = + + = + +

− − + + + +

1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 11 1
� � �  

  :زمان متناظر عبارتند ازة جملات حوز

( )
p t p t a t a t t t

y t c e c e c e c e c e c e
τ τ− − − −

= + + = + + = + +
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2� � �  

ار در نظر گرفته  بعنوان قطب ماندگτ1با ثابت زماني بزرگتر ة جمل. شود سريعتر ميرا مي) a2و يا  (τ2متناظر با ة با افرايش زمان، جمل

  .شود مي

  

  ضريب ميرايي) 2- و

>ζ(براي يك قطب مختلط نسبت ميرايي  قطب مزبور با ة با زاوي) �1>

با در نظر گرفتن مقادير ). 5-2شكل (محور حقيقي ارتباط مستقيم دارد 

   :مطلق ابعاد مثلث، خواهيم داشت

  
  هاي با ثابت زماني كوچك و بزرگ  نمايش قطب4- 2شكل 

  
  مختلطة اي قطب مختلط در صفح  موقعيت زاويه5- 2شكل 
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)2-33(  tan
ζ

θ

ζ

−

 
−

=  
  

2
1 1

    

    :تر و يا ساده

)2-34(  cosθ ζ
−

=
1    

  .شود  استفاده ميكننده كنترلها هنگام طراحي  در مبحث مكان هندسي ريشه) 34-2(ة معادل

  

   دو مثال مدل گذرا2-8

  

شود و تمامي مراحل تا رسيدن به جواب،   متغيرهاي انحرافي و حقيقي بررسي ميدر اينجا دو مثال براي مرور چگونگي ارتباط بين

  .مورد مطالعه قرار خواهد گرفت

   

   يك مثال پاسخ گذرا�2-8-1

ل شك( جريان پيوسته اردن هاي همز تانكدر بطور معمول براي آزمايش اختلاط 

اختلاط ة ا نحوشود ت  استفاده ميلا رنگ،از تزريق نوعي از ردياب خنثي، مث) 2-6

 خروجي ردياب بصورت كاملا تحت كنترل اضافه شده، .در آنها مشاهده گردد

 در مهندسي .شود تغيير غلظت ردياب با زمان تحليل مية ثبت شده و نحو

توزيع زمان اقامت ة كاري است كه براي مطالعة واكنش شيميايي اين عمل هم

  .گيرد انجام مي

Q/در اين مثال، جريان ورودي  m s=
32� اي خنثي با   كه شامل ماده�

غلظت
in

C gmol m=
V با حجم ن دارتانك همز به 31 m=

3
1 ة  دكم،كاملا هدفمندبصورت براي آزمايش اختلاط، . شود وارد مي 4

 �s1 در جريان ورودي را به مدت  رديابافزايش

  .داريم فشرده نگاه مي

اين كار غلظت ردياب در جريان ورودي را به 

gmol به �s1مدت  m
 دهد  افزايش مي36

اين اثر . بدون آنكه كل جريان ورودي تغيير كند

   ).7- 2شكل (ي است مستطيلة ورودي يك ضرب

  

   خروجي چيست؟ مستطيلية پاسخ ضرب) الف

   بناگاه ريخته شود، پاسخ ضربان چه خواهد بود؟�s1ردياب اضافي به جاي تزريق در ة اگر هم)ب

  :جريان پيوسته بدون واكنش شيميايي بصورت زير استة مدل يك تانك همزدة معادل

( )in

dC
V Q C C

dt
= −

1
1 1  

  :Qبا تقسيم طرفين معادله بر 

)2-35(  
/

,
in

dC V m
C C s

dt Q m s
τ τ= − = = =

3
1 1

1 1 1 3

4
2

2
� �

� �

    

)برابر است با ه شرايط اولي )
s

C C=1 s كه �1
C1غلظت جريان ورودي تابعي از زمان است، . باشد  مقدار حل حالت پايا مي

( )in in
C C t=در اينجا نتايج تحليلي نمايش داده خواهد شد. ، و مقدار ورودي خواهد بود.  

   :پايا در شرايط حالت ) 35-2(ة معادل

  
   يك مخزن همزن دار 6- 2شكل 

  حجم ثابت با جريان پيوسته

  
  تغيرهاي واقعي و انحرافيمستطيلي در مة  يك ضرب7- 2شكل 
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)2-36(  s s

in
C C= − 1�    

  :متغيرهاي انحرافيبا تعريف  پيشنهاد شد، 1- 2همانطور كه در بخش 

,s s

in in in
C C C C C C= − = −1 1 1  

  :خواهيم داشت )36-2(و ) 35- 2(ركيب معادلات و با ت

in

dC
C C

dt
τ = −

1
1 1  

)آن ة كه شرايط اولي )C =1 �   با آرايش مجدد اين معادله. �

)2-37(  
in

dC
C C

dt
τ + =

1
1 1    

كنيم كه  مجددا تأكيد مي
in

C بفرم زير است) 37- 2(گرفتن تبديل لاپلاس تابع تبديل با . است) تابع محرك( ورودي:  

)2-38(  
( )

( )in

C s

C s sτ

=

+

1

1

1

1
    

اين فرم مناسبي است كه به ازاء . كند در اينجا تابع تبديل تغييرات غلظت در جريان ورودي را به تغيير غلظت تانك مرتبط مي

  .توان بدست آورد هاي مختلف ورودي، خروجي را ميريوسنا

   :قبل از شروع حل بايد مقادير حالت پايا جايگزين شوند. قطعات جورچين اين مسئله كنار هم قرار گيردة ون بايد هماكن

)2-39(  s s

in
C C= =1 1    

  :مستطيلي يك آشفتگي در غلظت جريان ورودي استة بنابر اين ضرب) الف

in

t

C t

t

<


= < <


>

5 1

1

� �

� �

� �

  

  بفرمتواند اجمالا  ورودي مي

( ) ( )in
C u t u t = − − 5 1�  

  :توان از تبديل لاپلاس آن استفاده نمود علاوه بر اين مي. توان پاسخ را بدست آورد مي) 37- 2(ة نوشته شود كه با اعمال آن به معادل

( )
s

in
C s e

s

− = − 
15

1 �  

   :خواهيم داشت) 38-2(ة و با جايگزين كردن در معادل

)2-40(  ( )
s

C s e
s sτ

− = − 
+

1
1

1

1 5
1

1
�    

  :كنيم بصورت زير عمل مي) 40- 2(براي معكوس گيري از 

( ) ( ) ( )
* *,s

C s C s e C s
s sτ

− = − = 
+

1
1 1 1

1

1 1
5 1

1
�  

  :داريمواحد ة براي ورودي پل 10- 2از مثال 

( ) ( )
* t

C t e u t
τ− = − 
1

1 1  

  :و در نتيجه

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
* * tt

C t C t C t C t e u t e u t
ττ − −−    = − − → = − − − −     
11 1

1 1 1 15 1 5 1 5 1 1�

� �  

1t ،مهمترين تابعيت زماني
e

τ−،تقسيم كردزماني ة بازتوان به دو  اين پاسخ را مي. آيد بدست مي) 38- 2( تابع تبديل در  از قطب:  
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( )

t

t

e t

C t

e e t

τ

τ τ

−

−

  − <  
= 

 − >  

1

1 1
1 1

5 1 1

5 1 1�

�

�

  

  :توان نوشت پاسخ واقعي را مي

( )

t

t

e t

C t

e e t

τ

τ τ

−

−

  + − <  
= 

 + − >  

1

1 1
1 1

1 5 1 1

1 5 1 1�

�

�

  

 است ابتدا مقدار ردياب پس لازم. تمام ردياب استة مستطيلي پيش گفته معادل تزريق يك بارة  ضرب"شدت"ورودي ضربان با ) ب

  .تزريق شده بدست آيد

[ ]/

gmol m

sm
s gmol    =   

3

35 2 1 1� � �  

  پس . ورودي ضربان باشدة اين مقدار بايد برابر مقدار ردياب بوسيل

( ) ( ) ( )/ in in in
C t C t C sδ δ= → = → =2 5 5� � � �  

   :دهد بسادگي نتيجه مي) 38- 2(ة و براي اين ورودي، معادل

)2-41(  ( )C s
sτ

=

+
1

1

5

1

�

    

   از تبديل معكوس، پاسخ برابر است باو پس

( )
t

C t e
τ

τ

−

=
1

1

1

5 �
  

  :و پاسخ واقعي

( )
t

C t e
τ

τ

−

= +
1

1

1

5
1
�

  

حال سوال بعدي اين است كه اگر جريان خروجي از تانك اول 

Vبه تانك دومي با حجم  m=
3

2 ، )8-2شكل (ود  وارد ش3

شتن وپاسخ زماني تانك دوم چه خواهد بود؟ در تانك دوم با ن

  جرم ة موازنة رابط

/

,
dC V m

C C s
dt Q m s

τ τ= − = = =

3
2 2

2 1 2 2 3

3
15

2
�

� �

  و يا 

dC
C C

dt
τ + =

2
2 2 1  

   :براي تانك اول، براي تانك دوم) 37- 2(ة مشابه معادل. ندهاي اول و دوم هست هاي ردياب در تانك  بترتيب غلظت2C و 1Cكه 

)2-43(  dC
C C

dt
τ + =

2
2 2 1    

   :و با استفاده از تبديل لاپلاس

)2-44(  
( )

( )

C s

C s sτ

=

+

2

1 2

1

1
    

  : داشتخواهيم) 44- 2(در ) 40- 2(مستطيلي استفاده شود، با جايگزيني پاسخ ة براي ورودي تانك اول چنانچه از ضرب

( )
( )( )

s
e

C s
s s sτ τ

− − 
=

+ +

1

2

1 2

5 1

1 1

�

  

  
   دو مخزن همزن دار با جريان پيوسته8- 2شكل 
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  ):44- 2(در ) 41- 2(تانك اول ضربان باشد، با جايگذاري پاسخ ضربان براي و چنانچه ورودي 

( )
( ) ( )

C s
s sτ τ

=

+ +
2

1 2

5

1 1

�

  

  .شود به خواننده واگذار مي!) هر چند خسته كننده است ولي براي تمرين بد نيست(  وروديبدست آوردن پاسخ زماني اين دو

  

   يك تانك گرمكن همزن دار�2-8-2

-2شكل (كنترل درجه حرارت در يك تانك همزن دار يك مثال متعارف است 

عجالتا، براي اين . در طي مباحث كنترل بارها به اين مثال اشاره خواهد شد). 9

 از آن توابع تبديل را مرور مدل را نوشته و با استفادهة پاية فرايند معادل

  .كنيم مي

   :شود انرژي با نمادهاي استاندارد در انتقال حرارت بصورت زير نوشته مية موازن

)2-45(  ( ) ( )p p i H

dT
C V C Q T T UA T T

dt
ρ ρ= − + −    

 جرم مخصوص سيال، ρ سطح انتقال حرارت، A ضريب كلي انتقال حرارت، Uكه در آن 
p

C ظرفيت حرارتي، و V حجم تانك 

)دماي جريان ورودي . است )i i
T T t= و دماي كويل بخار ( )H H

T T t=شوند رض مي توابعي از زمان هستند و از قبل دانسته ف .

)ة شرايط اولي )
s

T T=همان مقدار حالت پايا است� .  

در ابتدا . انرژي نيست ولي با جبري متفاوتة آيد چيزي جز همين موازن بحث لازم است يادآوري شود كه آنچه در ادامه مية قبل از ادام

با تقسيم طرفين بر ) 45-2(ة معادل
p

C Qρشود  بازآرايي مي:  

( ) ( )i H

p

V dT UA
T T T T

Q dt C Qρ

  
= − + −       

  

Vقدم بعدي تعريف  Qτ  و =
p

UA C Qκ ρ=شود زير مية  است كه با باز نويسي منجر به معادل:   

)2-46(  ( ) i H

dT
T T T

dt
τ κ κ+ + = +1    

  در حالت پايا 

)2-47(  ( )
s s s

i H
T T Tκ κ+ = +1    

  :با تعريف متغيرهاي انحرافي داريم

, ,s s s

i i i H H H
T T T T T T T T T= − = − = −  

و در نتيجه 
( )

s
d T TdT dT

dt dt dt

−

=   :نتيجه خواهد داد كه) 46-2(گذرا در ة از معادل) 47-2(ة تفريق معادل. =

( )( ) ( ) ( )
s s s

i i H H

dT
T T T T T T

dt
κ κ+ + − = − + −1  

   و با استفاده از نماد متغيرهاي انحرافي

)2-48(  ( ) i H

dT
T T T

dt
τ κ κ+ + = +1    

دقيقا ) 46- 2(و ) 48- 2(ة گردد، معادل همانطور كه ملاحظه مي. باشد براي درجه حرارت تانك صفر مي) 48- 2(ة شرايط اوليه در معادل

توانيد از  مي) 48-2(به ) 46- 2(پس از درك مراحل رسيدن از .  تمام معادلات ديفرانسيل خطي صادق استبراياين . مثل هم هستند

  .  پرهيز كنيدميانيمراحل 

  
   يك تانك گرمكن همزن دار جريان پيوسته9- 2شكل 
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اين كار . حذف خواهيم كرددر تبديل لاپلاس متغيرهاي انحرافي را ) ي انحرافي متغيرهاخط بالاي نماد(از اينجا به بعد، ما نماد بار 

   : و يك بازآرايي ديگرτبا تقسيم طرفين بر . مشكلي در مراحل حل مسئله ايجاد نخواهد نمود

)  ) الف2-48( )
, , ,

i i H H i H

dT
aT K T K T a K K

dt

κ κ

τ τ τ

+

+ = + = = =

1 1
    

  :با گرفتن تبديل لاپلاس خواهيم داشت

( ) ( ) ( ) ( )i i H H
sT s aT s K T s K T s+ = +  

   :خواهد شد)  الف48-2(ة و معادل

)  ) الف2-49( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i H

i H d i p H

K K
T s T s T s G s T s G s T s

s a s a

   
= + = +  

+ +  
    

  كه در آن 

( ) ( ),i H

d p

K K
G s G s

s a s a
= =

+ +

  

)لازم بذكر نيست كه  )p
G sو  ( )d

G s شود كه با  تأكيد مي(!) يك با ديگر . باشند صفر مي- قطبپيكره بنديدر  توابع تبديل

اثر . شود  در دماي تانك ميتغيير منجر به كويل بخار در دماي جريان ورودي و دماي تغيير: تفسير آن. كنيم متغيرهاي انحرافي كار مي

  . آيد و اثر كلي حاصل جمع اثرات خواهد بود ابع تبديل مربوطه بدست ميهر ورودي بر روي فرايند با ت

) بر )48- 2(ة چنانچه طرفين معادل! بلهحرارت در اين مثال نوشت؟ ة توان فرمهاي ديگري از موازن آيا مي )1 κ+تقسيم گردد    

  ) ب2-48(
( ) ( ) ( )

, , ,
p d i p H p d p

dT
T K T K T K K

dt

τ κ
τ τ

κ κ κ

+ = + = = =

+ + +

1

1 1 1
    

   :شود مدل بفرم زير نوشته مية ل لاپلاس معادلبعد از گرفتن تبدي

)  )ب 2-49( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
pd

d i p H d p

p p

KK
T s G s T s G s T s G s G s

s sτ τ

= + = =

+ +1 1
    

 در اين آرايش، .اند  ثابت زماني نوشته شدهپيكره بنديباشد با اين تفاوت كه توابع تبديل در  مي)  الف49- 2(كه مشابه 
p

τ ثابت زماني 

و 
d

K و 
p

Kة معادل سمت چپ ضرايب كه ضرايب آن همانمخرج هر دو تابع تبديل مثل هم هستند . حالت يكنواخت هستندة  بهر

  . انرژي استة موازن

) بدون بار(نحرافي آن داشته شود، مقدار متغير ا اگر دماي جريان ورودي در مقدار حالت پايا ثابت نگه. يك حالت ساده را در نظر بگيريد

  برابر است با

( ) ( )i i
T t T s= → =� �  

C1 ناگهان كويل بخارخواهيم بدانيم اگر دماي  حال مي �

كند؟ اين تغيير   از مقدار حالت پايا افزايش يابد، دماي تانك چه تغييري مي�

  در متغيرهاي انحرافي برابر است با

( ) ( ) ( ),
H H

M
T t Mu t M T s

s
= = → =1�  

)با جايگذاري  )i
T s و ( )H

T s ب49- 2( در (   

)2-50(  ( )
p

p

K M
T s

s sτ

 
=   + 1

    

  و استفاده از بسط كسرهاي جزئي 

( )
p

p

p

T s MK
s s

τ

τ

 
= − 

+  

1

1
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   با استفاده از جدول تبديل لاپلاس و گرفتن تبديل معكوس

)2-51(  ( ) ( )
p

t

p
T t MK e u t

τ− = − 1    

اول، همانطور كه در شكل ة  سيستم مرتباينة شكل پاسخ پل

با افزايش . به خاطر بسپاريدرا است،   نشان داده شده2-10

نمايي زمان ميرا شده و دما به مقدار جديد ة زمان، جمل
p

MK 

ة  مهم سيستم مرتبمشخصههمچنين در شكل يك . رسد مي

 گذشتپس از : گويد  شده است كه مينشان دادهاول 
p

t τ= ،

، پاسخ نرمال شده
p

T MK، 2/63 %است.  

هاي مختلف   پيكره بنديبا اين عمليات متوجه فوايد استفاده از 

، صفر-  قطبپيكره بنديبا استفاده از . شويم تابع تبديل مي

ثابت  پيكره بندي با  در حالي كهشود ها مشخص مي محل قطب

تر بدست  حالت يكنواخت و ثابت زماني آسانة ، بهرزماني

مهم است كه بدانيم چگونه كيفيت پاسخ ديناميكي را از . آيد مي

تفسير كنيم و مختلط ة در صفحها  قطبروي محل قرار گرفتن 

 .متوضيح دهيحالت يكنواخت و ثابت زماني ة هايي نظير بهر  فيزيكي پاسخ را با استفاده از كميتتعبير

  

   خطي سازي معادلات غير خطي2-9

  

 از هدف.  شوند"تصحيح"ادلات ديفرانسيل خطي اعمال شود، معادلات غير خطي بايد عتواند به م ز آنجا كه تبديل لاپلاس فقط ميا

ر كنترل در اكثر مواقع، اگ). در حالت پايا( معين را تضمين كند ييك فرايند در شرايطة پيوست كنترل آن است كه  كار كردن اعمال

 بطوري كه ديناميك برگشت به حالت پايا يك ميرايي خواهد داشتخوبي داشته باشيم، سيستم فقط اندكي آشفتگي از حالت پايا 

  . اساس تئوري كنترل كلاسيك است، اين حقيقت).كه يك فرايند خطي است(ساده خواهد بود 

با . حالت پايا و فرمول كردن مجدد بر مبناي متغيرهاي انحرافي استة اول حول نقطة كه بايد انجام گيرد بسط تيلور مرتبتمام كاري 

 شود كه تحت نيروي جاذبه تخليه مي، Aبا سطح مقطع ثابت، براي تانكي . يك مثال ساده اين روش نمايش داده خواهد شد

)
out

Q hβ=
1 ، و دبي ورودي به تانك، hمايع داخل تانك، ، معادله ديفرانسيل ارتباط ارتفاع )2

in
Qآيد زير بدست مية ، از رابط:   

)2-52(  
out

V Ah

in out inQ h

dV dh
Q Q A Q h

dt dt
β

β
=

=

= − → = −1 2

1 2    

)شرايط اوليه برابر است با  ) s
h h=عي از دما بوده دبي جريان ورودي تاب.  يا همان مقدار حالت پايا�)( )in in

Q Q t= ( و دبي جريان

(خروجي هم تابعي غير خطي از ارتفاع مايع درون تانك است 
out

Q hβ=
1  مقادير ثابتي β، و ضريب Aسطح مقطع تانك، ). 2

  .هستند

طي حول مقدار حالت پاياي سطح مايع، غير خة با بسط جمل
s

hخواهيم داشت ،:   

)2-53(  ( )in s s s

dh
A Q h h h h

dt
β

− 
= − + −  

1 2 1 21

2
    

   :بصورت زير است) 52-2(ة در حالت پايا، معادل

)2-54(  s

in s
Q hβ= −

1 2
�    

كه 
s

h مقدار حالت پايا و s

in
Qبرابر است ) 54- 2(و ) 53- 2(ة حاصل تفريق دو معادل. دارد  مقداري است كه شرايط حالت پايا را نگه مي

   :با

  
نرمال شده با ) 51-2(اول ة مرتبة  نمايش پاسخ پل10- 2شكل 

p
MK.  

p/اين نمودار براي 
τ =1   . ترسيم شده است5

در 
p

t τ=  رسد مقدار نهايي خود مي% 2/63به نمودار.  
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)2-55(  , ,s

in in in in s

s

dh
A Q h Q Q Q h h h

dt h

β
= − = − = −

1 22
    

   :بعبارت ديگر

)2-56(  
in

s

dh
A h Q

dt h

β
+ =

1 22
    

)ة با شرايط اولي )h =� �.  

برابر ) 52-2(ن نكته مهم است كه شرايط اوليه در توجه به اي
s

hة در غير اينصورت، شاهد شرايط اولي. ، مقدار حالت پاياي اوليه، باشد

صفر، تابع محرك ة طرف ديگر بدليل شرايط اولياز . نخواهيم بود) 56-2(ة صفر در معادل
in

Q بماند تا پاسخي قابل قبول  بايد محدود

ة اي مشخص به چند جمله) 56-2(ة متفاوت اين عمليات را بيشمار تكرار كنيم، سمت چپ معادلة اگر براي شرايط اولي. داشته باشيم

كه در سمت راست (پاسخ ديناميكي به ديناميك سيستم و ورودي . نزديك خواهد شد) كند كه ديناميك سيستم را توصيف مي(واقعي 

  .خواهد داشتبستگي ) گيرد مزبور قرار مية دلمعا

  

   :نكته

  [( �7*9� ����� (A3�� *I�� mn� �*�7�"J��D%� 3��� �� 	1*�. 

`( � P1� ,� m*9� (H���� -�
� (���� ��;3+�� ��0  .��� �6��� #���";�/ *,�1�� >�"��' " �� +�� 

��0 >��'	� +H�6 P	I�� �� (H���� 
 ��0 ol6 �*�7�"J��D%� 3(� H
� ���C� *��� �%��� ��X (	���2 p.  

  

   :يك معادله ديفرانسيل معمولي را در نظر بگيريد. كنيم اكنون عمومي تر به مسئله نگاه مي

)2-57(  ( ) ( ); ,
s

dy
f y y y

dt
= =u �    

( )t=u u شامل تمام پارامترهاي ديگري بجز yاگر . مان متغيرند است كه با ز( ),f y u غير خطي باشد، با بسط تيلور آن حول 

   :شرايط اوليه داريم

)2-58(  ( ) ( ) ( )
;

;

;
s s

s s

T

s s s s
y

y

dy f
f y y y f

dt y

 ∂
 ≈ + − + ∇ −   

∂  u

u

u u u    

[ ]
;

s s
y

f∇
u

 است، u يك بردار ستوني از مشتقات جزئي تابع نسبت به عناصر 
i

f u∂ ، كه در ∂
s

y و 
s

uدر . شود  محاسبه مي

   :خواهد شد) 57-2(شرايط حالت پايا 

)2-59(  ( );
s s

f y= u�    

s
y حل حالت پايا و 

s
uخطي ة معادل) 58-2(از ) 59-2(تفريق . رهايي است كه براي نگه داشتن حالت پايا نياز است مقادير پارامت

   :صفر را نتيجه خواهد دادة شده با شرايط اولي

)2-60(  
;

;

, ,
s s

s s

T

s s
y

y

dy f
y f y y y

dt y

 ∂
 + − = ∇ = − = −   

∂  u

u

u u u u    

ي خواهند بود كه از جايگذاري مقادير فقط ضرايب ثابتاين  ،پس از خطي سازي. گيرند در داخل پرانتزها مقادير در حالت پايا قرار مي

  .آيند عددي بدست مي
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: ن دارمعادله ديفرانسيل غلظت در يك تانك همز: 11-2مثال �
( )

( ) ( ) ( )in in

dC t
V Q t C t C t

dt
 = − دبي .  را خطي كنيد

  .جريان ورودي و غلظت آن متغير با زمان است

  :اگر متغيرهاي زير تعريف شود

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ), , ;

in

in in

in

Q t
y C t f y Q t C t C t

C t

 
 = = = −   

 
u u  

  :ربوطه گرفته شودو مشتقات م

;
;

,
s s

s s

s T s s s s

in in in in
y

y

f
Q f C C Q Q

y

 ∂
     − = ∇ = − =       

∂  u

u

�  

  :داريم) 60-2(با جايگذاري در 

s s s s s

in in in in in in in

dC
V Q C C C Q Q C Q C

dt
       + = − + =         

صفر دارد، ة دهد كه شرايط اولي تغيير غلظت تانك با تغييرات دبي جريان ورودي و غلظت آن را نشان مية فرمول اخير نحو

( )C =�   : بدست خواهد آمدزير تابع تبديلپلاس با گرفتن تبديل لا. �

( )

( )
,

in s

in in

C sdC V
C C

dt C s s Q
τ τ

τ

+ = → = =

+

1

1
  

  

ydyمعادله ديفرانسيل : 12-2مثال �
xy y

dt
β γ

−

= − − −
2   . را خطي كنيد1

  :اگر متغيرهاي زير تعريف شود

[ ] ( ), ; y
x f y xy yβ γ

−

= = − − −u u
2 1  

  :و مشتقات مربوطه گرفته شود

( ) [ ]
;

;

ln ,s

s s

s s

y T

s s s
y

y

f
x y f y

y
β γ γ

−
 ∂

 − = + + ∇ = −   
∂  u

u

12  

  :داريم) 60-2(ري در با جايگذا

( ) [ ]ln s
y

s s s

dy
x y y y x

dt
β γ γ

− + + + = − 
12  

  

)شكل خطي سرعت واكنش : 13- 2مثال � )
E RT

A A A
r k T C k e C

−

= − = −
�

 و غلطت T را در صورتي كه دما 
A

C متغير با 

  .زمان باشند، بدست آوريد

( ) ( )
s s s

E RT E RT E RTs s s

A A A A A s

E
r k e C e C C e C T T

RT

− − −
  

≈ − + − + −  
  

2�
  

  :واهد بود باخغيرهاي انحرافي تقريب خطي برابر با مت

,s s
E RT E RTs s s

A A A A As

A

E
r r e C T r k e C

C RT

− −
  

= + + = −  
  

2

1
1

�
  

  

  اي  ساده سازي نمودار جعبه2-10
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ها براي نمايش تابع تبديل و خطوط براي انتقال  جعبه. شود اي استفاده مي ها از نمودارهاي جعبه براي نمايش ارتباط علل و معلول

در آينده ما از آنها به منظور . باشد ن روش مناسبي براي مجسم سازي روابط بين اجزاء مختلف مياي. روند اطلاعات يكطرفه بكار مي

  .ها استفاده زيادي خواهيم كرد ها و خروجي شناسايي متغيرهاي كنترل كننده و كنترل شونده، ورودي

  )ب)الف

  كنترلسيستم ة ساده شدة نمون) مثالي از يك سيستم كنترل پسخور، ب)  الف11- 2شكل 

-2ترين سيستم كنترل چيزي شبيه شكل  ساده. رسند هاي كنترلي پيچيده به نظر مي اي بسياري از سيستم  هاي جعبه نمودارها و شبكه

  ). ب11-2شكل (جعبه است -بسته و يا تك-حلقهة  الف است، در حالي كه بسياري از تئوريهاي كنترل بر مبناي يك ساختار ساد11

ممكن ة  آن به كوچكترين اندازساده سازياي و  خواندن نمودار جعبهة بنابر اين نحو

هاي واقعي مرتبط  اي به سيستم اينكه چگونه نمودارهاي جعبه. را بايد فرابگيريم

د عمليات جبري را انجام و آن را  در ابتدا چن.شوند، را در آينده فرا خواهيد گرفت مي

مهم است كه بدانيم تمام عمليات ساده سازي . دهيم بصورت گرافيكي نمايش مي

اعمال عمليات جبري بر روي توابع تبديل ة اي نتيج نمودارهاي جعبه) شماتيكي(

 از عمليات بنابر اين وقتي نتوانستيد بخشي از اين عمليات را به خاطر بياوريد. است

  .قعي استفاده كنيدجبري وا

 در .بين تمام عمليات گفته شده، مهمترين آنها ساده كردن يك حلقه پسخور است

  .كنيد اينجا ساده سازي آن و عمليات جبري مربوطه را مشاهده مي

   :داريم) 12- 2شكل (براي يك سيستم پسخور منفي 

)2-61(  E R HY= −    

  و

)2-62(  Y GE=    

  :داريم) 62- 2(در ) 61-2(با جايگذاري 

[ ]Y G R HY= −  

   :گردد زير تبديل مية  به معادلپسخور منفية كه با تغيير آرايش متغيرها براي يك حلق

)2-63(  
Y G

R GH
=

+1
    

  . شود  ناميده ميتابع تبديل حلقه بسته) 63- 2(ة سمت راست معادل

  

  :تهنك

   ($*�% QN� ��7�A� ��0,�� ���� ,�"� 	�E
 (� +�� )3 	 ��@1 (C;6 <��� 3»� (�1�3 ��0« ���� >��X -

���	��� ����� #��� s�t;X�6 (�1� (C;6 �	1� �* �*��� �7��� ��@A .��� ���� ]�@�	 (�1� (C;6 �) 5��7 (�

(;�' ��  �"� Q7 (�1� (C;6 3 �0�� (�� +�� ����� :[ �
���6 ��� ����� #��� s�t;X�	 (C;6 ���� �) ���0 (�

1�*�7�" *+�� ��@1 
 ��@A .(��� -+�c� ��@1 �� ]�@� +��/3��� �7��� .  

  )الف

  )ب

  پسخور ساده،ة يك حلق) الف 12- 2شكل 

  جعبه-ساده شده آن بصورت تك) و ب
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  .شود كه در آنها بر نوشتن روابط جبري مربوطه تأكيد شده است جهت روشن شدن بهتر موضوع چند مثال آورده مي

  

Cتابع تبديل حلقه بسته : 14-2مثال � R و L R بدست آوريدداده شده را براي سيستم .  

جمع كننده وجود دارد كه خروجي از آنها را ة اي داده شده دو نقط در نمودار جعبه

a و eجمع كننده زير ة براي نقط. ناميم  ميHداريم :  

a KR C= −  
  : خواهيم داشتa و جايگذاري Hبالاي ة جمع كنندة براي نقط

( )e R Ha R H KR C= + = + −  

  :e و جايگذاري Cبراي خروجي 

( )p p
C L G e L G R HKR HC= + = + + −  

  : منتج خواهد شد بهCاخير براي ة بازآرايي رابط

( )p

p p

G HK
C L R

G H G H

   +

= +   
+ +      

11

1 1
  

  

Cة تابع تبديل حلقه بست: 15-2مثال � R براي 

  : بدست آوريدسيستمي با سه حلقه كه همپوشاني دارند را 

  

ها  حلقههمپوشاني » باز كردن«كليد حل اين مسئله ابتدائا 

، a ،bبراي تشخيص بهتر چند موقعيت در نمودار با . است

d ،f و gگيريم  در نظر مي .  

  

  :نويسيم براي اين منظور مي.  استG4انشعاب به سمت راست ة انتقال نقط: اولة مرحل

a H b H
a C

C G b G

=  
→ =  

=   

1 1

4 4

  

  . تقسيم شودG4ديگر بايد بر ة ، شاخG4ة به پشت جعبانشعاب ة بعبارت ديگر، براي انتقال نقط

  

  :براي اين منظور.  استG1جمع كننده به سمت چپ ة انتقال نقط: دومة مرحل

( )
H H

g G R f a G R f C G R C f
G G G G

      
= − − = − − = − −      

         

1 1
1 1 1

1 4 1 4

  

كه مفهوم آن اين است كه براي انتقال نقطة جمع كننده 

.  تقسيم شودG1 بايد بر ، شاخه ديگرG1به قبل از جعبه 

اي شامل دو حلقة داخلي و يك  با اين كار نمودار جعبه

ها  حلقة بيروني خواهد بود و ديگر همپوشاني بين حلقه

  .وجود ندارد

  

  .شوند ها، بسادگي دو حلقة داخلي به تنها دو جعبه تبديل مي بدليل عدم همپوشاني حلقه: سومة مرحل
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  :بيروني ساده شده و بصورت زير درآيدة و نهايتا حلق 

( )( )

G G G GC

R G G G G H G G H
=

+ + +

1 2 3 4

1 2 3 4 2 2 3 11 1
  

  

Xة تابع تبديل حلقه بست: 16-2مثال � U1 را در نمودار 

  .اي داده شده بدست آوريد جعبه

Xمشابه قبل، با نوشتن روابط جبري حول جمع كننده براي   و دو 3

X و X2 و حذف X1 و X2 براي s1گيرها  معادله حول انتگرال  به 3

  .نتايج دلخواه خواهيم رسيد

  

اده از تابع تبديل حلقه بسته خيلي هرچند، با شناسايي دو حلقه و استف

شود تا به شكل   مي»بسته«داخلي ة ابتدا حلق. توان نتيجه را بدست آورد سريعتر مي

  : بدست آمده خواهيم داشتة  حلق»بستن«روبرو برسيم و سپس با 

X

U s sζω ω

=

+ +

1
2 2

1

2
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  2هاي فصل  پانويس

                                                 
1 Inverse transform 
2 Partial fraction 
3 Pole 
4 Transfer function 
5 Linearize 
6 Deviation variables 
7 Step  
8 Time delay 
9 Rectangular pulse  
10 Impulse  
11 Dirac 
12 Heaviside expansion 
13 Pole-zero form 
14 Time constant form 
15 Steady-state gain 
16 Left-hand plane 
17 Right-hand plane 
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   پاسخ ديناميكي3

  

هدف ما تمرين تبديل معكوس نيست بلكه . اول و دوم را بدست آوريمة زمان معادلات ديفرانسيل مرتبة خواهيم جواب حوز اكنون مي

آنچه بدنبال آن هستيم تبيين ارتباط بين موقعيت . كند اين جواب و تابع تبديل به ما در يادگيري رفتار فرايند كمك مية مقايس

. گذارند زمان تأثير مية خواهيم ببينيم كه پارامترهاي مختلف چگونه بر جواب حوز همچنين مي. و مشخصات ديناميكي استها  قطب

، و اثر 2، مدلهاي كاهش يافته1در پايان اين فصل، زمان مرده. اين نتايج در تحليل سيستم كنترل و مفهوم پارامترهاي مدل مفيدند

  .صفرها توضيح داده خواهد شد

  

   :ده مباحث اين فصلعم

• ������ ���	 
� � ����
 �
�� ��� ���� � ����	 �� 
��� ����  � !"#$ �� ��� .&" '(��  )� *

$ !"#$ �
�� � ���
 �
������+� *,�. 

• & (� -�.���) /$)�0� �!"#$ �
�� � ���
 �
�� 1��	 � �+2�(,� �(3 �4 �����5 6�� -�) � '�� ��	(� �

� �� �& ����+ ��785 �9 � �85 ����4 :�  � � ��� .&���+ ��785 ����(� ���(+ ;+� ;&�	 7<=> �? 

 '�� ��	(� /"@> ��»�� ���B4« .� �) /"@>7  �(	 �� �� D�)=� ;��E� �F�� G�  �	 �2�4� ��	(� ��@> *

� -�)�)�4 )�H. 

•  ��F ��7 �(B	 7) �(J�����7J(K ��3 ���L ( (H�� �� N&�# ���� �2�4 .�2�@2 �7� 
� ��(J O�*2�	 ���� ��7 

(&7���+� . 

• '�� ��7� �  (	$�� ��	(� � (P	 / �Q� ���	���'�� ;&�	  ��7 R�� � ��J��@2�)�) R .���B	 O����� (� *7 

�&��4��G8�  ��7S�(J �(T� / �� � S�)( .��U�	  ) ��0� �2�  O��(H	 ��� �)�,�&� ���� '(�� � ))(S. 

• (��  )&" '�	��,�� / �Q� �)(� ���
 �*�� �)�,�&� � ))(S .(P	 ��� GPade�(� �  7� � �)�,�&�  �U�� O

���5�)( �.   

  

  

گردد تا  هاي منفرد با هم جمع مي اثرات ورودي. بخاطر آوريد كه تبديل لاپلاس يك عملگر خطي است: بد نيست كمي مرور كنيم

در مثال تانك گرمكن همزن دار در . هاست ورودية ك تغيير در خروجي حاصل اثرات همية  بعبارت ديگر، مشاهد.خروجي بدست آيد

  : داشتيم2-8- 2بخش 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d i p H
T s G s T s G s T s= +  

 بدون انجام ،كويل بخار درجه حرارت جريان ورودي و يا درجه حرارت تغييراتة  در درجه حرارت تانك بعنوان نتيجتغييرتحليل 

)زمان ة آنچه مهم است اينكه ما حل تحليلي حوز. ودش تبديل معكوس انجام مي )T tتوان تفكر   را نداشته و براحتي در مورد زمان نمي

  .نمود

)، 9 با دو تابع محركnة درجيك معادله ديفرانسيل . تر در نظر بگيريد اين مثال را در شكل كلي )x t1 و ( )x t2را در نظر بگيريد ،:   

)3-1(  ( ) ( )

n n

n nn n

d y d y dy
a a a a y b x t b x t

dt dt dt

−

− −
+ + + + = +

1

1 1 1 1 2 21 �
�    

   :صفر استة  خروجي است بنابر اين، داراي شرايط اولي10 متغير انحرافيyكه در آن 

)3-2(  ( ) ( ) ( )
( )

( )
n

y y y y
−

′ ′′= = = = =
1

� � � � � �    

   :شود به منتج مي) 1-3(ة تبديل لاپلاس معادل

)3-3(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y s G s X s G s X s= +1 1 2 2    
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  كه 

)3-4(  ( ) ( ),
n n n n

n n n n

b b
G s G s

a s a s a s a a s a s a s a
− −

− −

= =

+ + + + + + + +

1 2
1 21 1

1 1 1 1� �
� �

    

)دو تابع تبديل براي دو ورودي  )X s1 و ( )X s2است  .  

) ها قطب(اي مشخصه  هاي چند جمله ريشه. ت اسيكسانمخرج هر دو تابع تبديل ة اي مشخص كه چند جمله!) مجدد(دقت كنيد 

ها بطور كلي اطلاعاتي از شكل  قطب. شوند ناشي مي) يك سيستم يا فرايند( از ورودي هستند زيرا از يك معادله ديفرانسيل مستقل

)زمان، ة شماتيك حل حوز )y tة نكه درجسواي اي: و آخرين يادآوري. گذارند ، را در اختيار ما ميnچقدر بزرگ ) 4- 3(ة  در معادل

  .باشد اول و دوم مية باشد، هميشه با استفاده از كسرهاي جزئي قابل تفكيك به جملات مرتب

  

  اولة  مدلهاي معادلات ديفرانسيل مرتب1- 3

  

هاي تانك مخلوط كن و تانك گرمكن در  مثال. رداول اختصاص داة هاي معادلات ديفرانسيل مرتب اين بخش به خواص رفتاري مدل

يك فرايند يا يك سيستم كنترل تعريف  ممكن است هاي ياد شده مدل بر اين، علاوه .ها هستند هايي از اين نوع مدل  نمونه2فصل 

اول توصيف گردد، ة مرتبآيد، سواي اينكه چه مفهوم فيزيكي دارد، مادامي كه با يك معادله ديفرانسيل خطي   آنچه در ادامه مي.باشد

   .صادق خواهد بود

 بعنوان راهنما استفاده 8- 2هاي بخش  اگر از مثال. مدل هستندة معمولا سعي بر اين است كه خصوصياتي شناسايي شوند كه مشخص

a1 ،aاول با متغيرهاي انحرافي و بصورت تك ورودي با ضرايب ثابت ة شود، يك مدل مرتب
�

   : در حالت كلي بصورت زير استb و 

)3-5(  ( ) ( ), ,
dy

a a y bx t a y
dt

+ = ≠ =1 1�
� � �    

   :تواند بصورت زير بازآرايي شود ، اين مدل مي2- 2همانند مثال 

)3-6(  ( )
dy

y Kx t
dt

τ + =    

  . حالت يكنواخت استة  بهرK و  ثابت زمانيτكه 

بعبارت ديگر در بحث و تحليل .  براي پارامترها استفاده خواهد شدpدر مواقعي كه منظور مدلسازي يك فرايند است، از زيرنويس 

كنترل، 
p

τ τ= ثابت زماني فرايند و 
p

K K=براي جلوگيري از سردرگمي از . حالت يكنواخت فرايند خواهند بودة  بهر

  .هاي ديگري براي سيستم استفاده خواهيم كرد زيرنويس

   :بصورت زير خواهد بود) 6-3(ة تبديل لاپلاس معادل

)3-7(  
( )

( )
( )

Y s K
G s

X s sτ

= =

+1
    

)كه  )G sر تابع تبديل است كه يك قطب حقيقي در  نشانگτ−1دانيد به مثال  اين قطب چه مفهوم فيزيكي دارد؟ اگر نمي. ( دارد

  .) مراجعه كنيد2-10

  

  اولة يك مدل مرتبة  پاسخ پل1- 1- �3

)ورودي پله  ) ( )x t Mu t= و يا ( )X s M s=پاسخ برابر است با.  بگيريد را در نظر:   

)3-8(  ( )
K M

Y s MK
s s s sτ τ

 −
= = + 

+ + 

1 1

1 1
    

   :كه تبديل معكوس پاسخ زماني زير را خواهد داد
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)3-9(  ( ) ( ) ( )
t

y t MK e u t
τ−

= −1    

پاياي نمايي زمان به سمت مقدار حالت ة  پاسخ از صفر شروع شده و با ميرا شدن جمل.است  قبلا ترسيم شده10- 2اين پاسخ در شكل 

MKهر چه ثابت زماني بزرگتر شود، پاسخ كندتر خواهد بود . شود  خوانده مي11تنظيم-خودفرايندي با اين خاصيت . كند  حركت مي

  ).چپ سمت 1- 3شكل (

  :تواند امتحان شود مقدار نهايي مجددا مية نتايج بدست آمده توسط قضي

( )lim lim
s s

K M
sY s s MK

s sτ→ →

 
  = =   

+ 1� �

  

در نتيجه، ).  سمت راست1-3شكل  (خواهد شد مقدار نهايي تغيير در اعثب K حالت يكواختة بهرتغيير ، M  ثابتورودية  دامندر

yحالت يكنواخت بعنوان نسبت تغيير خروجي به تغيير واحد ورودي، ة بهر Mدر حقيقت مقدار . باشد ، ميK اندازه بدين صورت 

همانطور كه در . حالت يكنواخت بيشتر باشد، حساسيت خروجي به تغيير در ورودي بيشتر است ةهر چقدر مقدار بهر. شود گيري مي

t خاطر نشان شده است، در 10-2شكل  τ= پاسخ ( ) /y t MK= ثابت زماني هم اغلب، با استفاده از اين نتيجه، .  خواهد بود�632

  . آيد  مياز اطلاعات آزمايشگاهي بدست

  

  اولة  پاسخ ضربان يك مدل مرتب2- 1- �3

)ورودي ضربان  ) ( )x t M tδ= و يا ( )X s M=پاسخ برابر است با.  را در نظر بگيريد:   

)3-10(  ( )
MK

Y s
sτ

=

+1
    

   :دبوخواهد زير  نشان داده شده بصورت 10-2همانطور كه در مثال كه پاسخ زماني 

)3-11(  ( ) ( )
tMK

y t e u t
τ

τ

−

=    

tة ظحدهد در ل كه نشان مي  = MK خروجي بطور ناگهاني به � τشود  افزايش يافته و سپس به صورت نمايي به صفر ميرا مي.   

   

   فرايند انتگرال گير3- 1- �3

aمقدار ضريب ) 5-3(ل وقتي در معادله ديفرانسي =
�
    باشد،�

)3-12(  ( ) ( ) ,
I I

dy b b
x t K x t K

dt a a

 
= = = 
 1 1

    

  و 

  
  .  خواص يك تابع تبديل مرتبه اول در حوزه زمان1- 3شكل 

  اثر تغيير در بهره حالت يكنواخت در ثابت زماني ثابت: اثر تغيير در ثابت زماني، شكل سمت راست: شكل سمت چپ
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)3-13(  
( )

( )
( )

I
Y s K

G s
X s s

= =    

)در اينجا قطب تابع تبديل  )G s در مبدأ واقع است يعني s = استفاده از خواص تبديل لاپلاس بصورت بلافاصله با ) 12- 3(حل . �

   :زير است

)3-14(  ( ) ( )
t

I
y t K x t dt= ∫

�

    

هاي ما تانك. شوند ناميده مي) تنظيم- يا ظرفيت و يا غير خود( 12گير انتگرال هاي فرايند آنها،اين گونه فرايندها و توابع تبديل متناظر

  .دانيم گير مي گرالهاي در حال شارژ را فرايندهاي انت پر شونده و خازن

چنانچه به . يابد  كه همواره با افزايش زمان افزايش مي شيب يكنواخت است يكاينگونه فرايندها، برابرة توان نشان داد كه پاسخ پل مي

  .دارند  و تمام مقدار ورودي اعمال شده را در خود نگه ميگشتهاين فرايندها ورودي ضربه اعمال شود، ديگر به حالت پاياي اوليه برن

  

نشان دهيد كه تانك ذخيره با پمپ در ورودي و خروجي يك فرايند : 1-3مثال �

  .گير است انتگرال

جرم يك تانك همزن دار جريان پيوسته بسادگي بفرم زير ة دانسيته ثابت، موازنفرض با 

  :شود نوشته مي

( ),
in s

dh
A q q h h

dt
= − =�  

Aنك و  سطح مقطع تاhهاي ورودي و خروجي،  دبي جريان.  ارتفاع مايع داخل آن است
in

q و qها تنظيم  پمپة  بترتيب، بوسيل

با تعريف . ها بايد مساوي باشد ايا، دبي جرياندر شرايط حالت پ. شوند و تابعي از زمان بوده ولي تابع ارتفاع مايع داخل تانك نيستند مي

: متغيرهاي انحرافي بصورت
s

h h h= − ،
in in s

q q q=  و −
s

q q q=   :جرم بفرم زير خواهد بودة ، موازن−

( ),
in

dh
A q q h

dt
= − =� �  

  :كه حل عمومي آن برابر است با

( ) ( )
t

in
h t q q dt

A
= −∫

1
�

  

تبديل ة حوزدر . دهد كه تغييرات ارتفاع مايع در تانك يك انتگرال ساده از اختلاف تغييرات دبي ورودي و خروجي است كه نشان مي

  :انجامد زير مية لاپلاس، معادله ديفرانسيل به رابط

( )
( ) ( )in

Q s Q s
H s

A s

−

=
1

  

از آنجا كه تغيير پله خواه در . استمنحصر بفرد تابع تبديل داشتن قطب در مبدأ ة مشخص
in

q و يا q منجر به پاسخ شيب در h 

  . حالت يكنواخت وجود نداردة شود، بهر مي

ي جريان ورودي ثابت بوده و فقط پمپي با دبي كند، در نظر بگيريد كه دب براي آنكه ببينيم چطور يك تانك شبيه يك خازن عمل مي

  :تابع تبديل بصورت زير خواهد بود. متغير در خروجي داشته باشيم

( )
( )Q s

H s
As

−

=  

مشابها، اگر سرعت پمپ افزايش يابد، تانك . اگر بهر دليل جريان پمپ كم شود ارتفاع مايع در تانك افزايش خواهد يافت تا سر ريز شود

  .  تخليه شده و در هر صورت به شرايط حالت پايا نخواهد رسيدكاملا

  

  دومة هاي معادله ديفرانسيل مرتب  مدل2- 3
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توان در  يكي از دلايل را مي. ايم دهند نداشته دوم خصوصا آنهائي كه رفتار نوساني بروز مية تا بحال مثالي از معادلات ديفرانسيل مرتب

كننده است، و  يك رفتار نوساني معمولا حاصل استفاده از كنترل. تنظيم دارند-ه معمولا رفتاري خودنوع رفتار فرايندها جستجو كرد ك

  .در بحث حاضر چند تعريف مهم را ارائه خواهيم داد. آن را در مباحث كنترلي مشاهده خواهيم كرد

  شود  دوم منجر مية درجة مدلي كه به معادل

)3-15(  ( ) ( ) ( ), ,
d y dy

a a a y bx t a y y
dt dt

′+ + = ≠ = =

2

2 1 22 �
� � � �    

  شود معمولا بصورت زير بازآرايي مي

)3-16(  ( ) ( ),
n n n

d y dy d y dy
y Kx t y K x t

dt dt dt dt
τ ζτ ζω ω ω+ + = + + =

2 2
2 2 2

2 2
2 2    

  كه 

, ,
n

a a

a a
τ ζτ ω

τ

= = =
2 2 1 1

2
� �

  

   :عبارتند از) 16-3(توابع تبديل متناظر 

)3-17(  ( )
( )

( )

n

n

Y s KK
G s

X s s s s s

ω

τ ζτ ζω ω

= = =

+ + + +

2

2 2 22 1 2
    

  نمادها عبارتند از

τ :13 نوسانتناوب طبيعية دور  

n
ω :كم ميرا (14فركانس طبيعي(  

ζ :شود  هم ناميده مي17 و فاكتور ميرايي16علاوه بر اين نسبت ميرايي (15ضريب ميرايي(  

K :18حالت يكنواختة بهر  

  

   :اي مشخصه عبارتست از چند جمله

)3-18(  ( )( )s s s p s pτ ζτ+ + = = −
2 2

1 22 1    

   :ها عبارتند از كه قطب

)3-19(  
,p

ζζ

τ τ

−

= − ±

2

1 2

1
    

τ، از آنجا كه 19پايدار) يا سيستم(براي يك فرايند  > ζ  بايد،)معني است در غير اينصورت از نظر فيزيكي بي( است � > .  باشد�

اين :  داراي چهار حالت متفاوت خواهد بودζمختلط و به تبع آن پاسخ زماني، بسته به مقدار ة  در صفحها علاوه بر اين، محل قطب

  :حالات عبارتند از

ζ >1  

  20پرميرا

 τ2 و τ1اي مشخصه بصورت جملاتي از ثوابت زماني  در اينجا چند جمله. دو قطب حقيقي منفرد

  :بصورت زير است

)3-20(  ( )
( )

( ) ( ) ( )

Y s K K
G s

X s s s s sτ ζτ τ τ

= = =

+ + + +
2 2

1 22 1 1 1
    

−τهاي حقيقي ياد شده در  قطب −τ و 11   . است21

ζ =1  

  21ميراي بحراني

در نظر گرفته شود » ثابت زماني«تواند بعنوان   ميτدورة تناوب طبيعي . τ−1دو قطب تكراري در 

 بررسي شده است، پاسخ زماني 9-2در حقيقت، همانطور كه در مثال . زيرا در جملة نمايي حضور دارد

  . نيز تأييد شده است) 22-3(اين مسئله در حل زماني . بصورت تمام و كمال نمايي نيست
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ζ< <1�  

  22كم ميرا

jζ: نويسيم همچنين مي. دو قطب مختلط مزدوج ζ− = −
2 21  τمهم است بدانيم كه نماد . 1

ζبرابر ) 19-3(قسمت حقيقي قطب در . نيستدر اينجا ثابت زماني  τ− است و نمايانگر نحوة 

τاز اين رو ثابت زماني برابر است با . است) 23- 3(ميرايي جملة نمايي در  ζ.  

ζ = �  

  23نوسان دائم

دو قطب مزدوج موهومي خالص با فركانس 
n

ω τ=1 .ا بوده كه به اين معادل نوساني غير مير
n

ω 

  .شود فركانس طبيعي گفته مي

  

  زمانة حوزة  پاسخ پل1- 2- �3

)ة ورودي پل ) ( )x t Mu t= و يا ( )X s M s=هاي مختلف  دوم در حالتة  را كه به يك سيستم مرتبζنظر شود، در  اعمال مي 

)توان پاسخ خروجي  هاي متفاوت مي براي حالت. بگيريد )y tشود و فقط بعنوان مرجع  بندرت از اين نتايج استفاده مي.  را بدست آورد

  . زمان استفاده خواهد شدة براي حالت كم ميرا، در بخش بعد جهت خصوصيات مشخصه از پاسخ حوز. اند بيان شده

ζ >1  

  پرميرا

  :پاسخ در مقايسه با دو حالت ميراي بحراني و كم ميرا كندتر است

)3-21(  ( ) cosh sinht
y t MK e t t

ζ τ
ζ ζζ

τ τζ

−

  
− −

  = − +

  −  

2 2

2

1 1
1

1
    

tتوانيد بسادگي از جملات نمايي  مي. نگارش بيش از اندازه پيچيده استة اين نحو
e

τ− t و 1
e

τ−   .فاده كنيد است2

ζ =1  

  ميراي

  بحراني

  . پاسخ آن سريعترين پاسخ غير نوساني است

)3-22(  ( ) ( )
tt

y t MK e u t
τ

τ

−
  

= − +  
  

1 1    

  

ζ≤ <1�  

  كم ميرا

 ζهر چه . شود يسپس با نوسان به مقدار نهايي ميرا م. رود پاسخ در ابتدا سريع بوده و از مقدار نهايي فراتر مي

  . ماند كوچكتر باشد، نوسانات بيشتر بوده و بيشتر در سيستم مي

)3-23(  ( ) cos sint
y t MK e t t

ζ τ
ζ ζζ

τ τζ

−

  
− −

  = − +

  −  

2 2

2

1 1
1

1
    

  : شود زير منجر مية  اين معادله با بازآرايي به معادل

)3-23(  

  الف
( ) sin , cos

t
e

y t MK t

ζ τ

ζ
φ φ ζ

τζ

−

−

  
−

  = − + =

  −   

2
1

2

1
1

1
    

  
  

  كم ميراة ن پاسخ پلزماة  خصوصيات حوز2- 2- �3

≥1ζ (كم ميراة پاسخ پلاز  رفتاري ة ، خصوصيات مشخص)�>

از دو جهت اين . يدآ  بدست مي2- 3مشخص شده در شكل 

تناوب طبيعي و ة براي بدست آوردن دور) 1: (مشخصات مفيدند

طراحي مشخصات ) 2( تجربي، هاي ضريب ميرايي از روي داده

  .رفتاري ديناميكي سيستم كنترل

  

  :24فرارفت

    : 2- 3 مشخص شده در شكل B و Aبا مقادير 
   مشخصات كليدي پاسخ كم ميرا2- 3شكل 
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)3-24(  exp
A

OS
B

πζ

ζ

 
−

 = =

 
− 

21
    

 به يك، ζبا رسيدن . كند  فرارفت افزايش پيدا ميζ با كاهش .كنيم فرارفت يا بيشينه در پاسخ را محاسبه ميما در اينجا فقط اولين 

  .فرارفت صفر خواهد شد

  : برابر است با) 25زمان اوج(زمان رسيدن به حداكثر مقدار پاسخ 

)3-25(  p

n

T
πτ π

ζ ω ζ

= =

− −
2 21 1

    

ζشود و براي   كوچكتر ميζزمان اوج با كاهش  زماني كه براي اولين بار پاسخ به مقدار نهايي  (26زمان خيز. معني است  بي1≤

   :توان بصورت زير محاسبه نمود را همچنين مي) رسد مي

)3-26(  ( )
( )cos

cos
r

n

t
π ζτ

π ζ

ζ ω ζ

−

−

−

= − =

− −

1

1

2 21 1
    

  

   )تناوب نوسانة دوريا (فركانس 

)3-27(  
T

T

π

ω
ζ πτ

ω

τ ζ

=−

= → =

−

22

2

1 2

1
    

توجه شود كه 
p

T T=   . و واحد فركانس راديان بر واحد زمان است2

  

  27زمان نشست

ζبرابر ) 19-3(قسمت حقيقي يك قطب مختلط در  τ− است بدين مفهوم كه تابع نمايي t
e

ζ τ− نوسانات را وادار به ) 23-3( در

τشود كه به جاي ثابت زماني  اول مقايسه كنيم، ديده مية اگر با تابع تبديل مرتب. كند ميرا شدن به سمت صفر مي ζ قرار گرفته 

τاز اين رو به . است ζدانيم پس از گذشت سه ثابت زماني پاسخ  مي. ودش  گفته مي كم ميرادومة  ثابت زماني تابع تبديل مرتب

 مقدار نهايي، زمان 5±%پس براي نشست بين . رسد مقدار نهايي مي% 98و پس از چهار ثابت زماني به % 95 به اولة مرتبسيستم 

   :لازم برابر است با

s  ) الف3-28(

n

T
τ

ζ ζω

= =
3 3

    

   :يعني لازم است ثابت زماني ر چها زماني برابر گذشتن2±%نشست و براي انتخاب زمان 

s  ) ب3-28(

n

T
τ

ζ ζω

= =
4 4

    

  

  28نسبت فروكش

)3-29(  ( )exp
C

DR OS
A

πζ

ζ

 
−

 = = =

 
− 

2

2

2

1
    

  . اند  داده شده2-3 در شكل A و Cعاريف ت.  هستندζنسبت فروكش مربع مقدار فرارفت است كه هر دو كميت فقط تابعي از 
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   فرايندهاي همراه با تأخير زماني3- 3

  

اين تأخير ممكن است بدليل كندي يك . بين ورودي و خروجي هستندزماني فيزيكي شامل تأخير -تعداد زيادي از فرايندهاي شيمي

تأخير  و يا 30زمان مرده ممكن است 29تأخير زمانييك . ها باشد العمل و يا ناشي از حركت سيالات از درون لولهحسگر براي عكس 

دهد و كنترل  بسياري از اطلاعات فعلي را بروز نميداراي تأخير در طراحي كنترل كننده، خروجي فرايند .  نيز خوانده شود31انتقالي

  . كند آن را با مشكل مواجه مي

اول و دوم با تأخير زماني ة هاي مرتب براي نمونه، مدل. يابيم كه تأخير زماني داراي تابع تبديل نمايي است درمي) 18-2(با مراجعه به 

  :بصورت زير هستند

( )

( )

( )

( )
,

d d
t s t s

Y s Y sKe Ke

X s s X s s sτ τ ζτ

− −

= =

+ + +
2 21 2 1

  

بنابر اين لازم است به . كنند  كار ميsهاي  اي اند كه فقط با چند جمله ها در كنترل كلاسيك طوري طراحي شده بسياري از تئوري

  .اي راهي براي كار كردن با توابع نمايي پيدا شود گونه

گردد كه اصطلاحا  شود بلكه از روشي استفاده مي  آن استفاده نمي32هاي كنترلي، از بسط تيلور براي اعمال تأخير زماني در بررسي

ابتدا ترم نمايي تأخير بصورت . كند اي براي اين منظور استفاده مي ريب از نسبتي از دو چند جملهاين تق. شود  گفته ميPadeتقريب 
( )

( )

d

d

d

t s

t s

t s

e
e

e

−

−

=

2

2
ترين  ساده.  نوشته شده و سپس با تقريب بسط تيلور صورت و مخرج به تقريب تأخير بسيار نزديك خواهيم شد

   :است) 1/1(اول ة تقريب، تقريب مرتب

)3-30(  

d

d

d

t
ds

t s

t
s d

t
s

e
e

t
s

e

 
− 
 

−

 
 
 

−

≈ =

+

2

2

1
2

1
2

    

مخرج داراي يك قطب منفي در سمت چپ محور موهومي است كه با تأثير بر چند ة جمل. دهد اين تعريف اهداف چندي را پوشش مي

كند كه در سمت راست محور موهومي واقع است و  صورت يك صفر مثبت معرفي مي. گذارد اي مشخصه بر ديناميك تأثير مي جمله

 دست آخر اينكه .)در مبحث پايداري مفصل در مورد آن بحث خواهيم كرد(دهد  هاي بالا رانشان مي ي سيستم كنترل در بهرهناپايدار

  .تر است اول تيلور بمراتب دقيقة اين تقريب از بسط مرتب

   ):2/2(دو ة براي مثال تقريب مرتب. بالاتر هم وجود داردة هاي مرتب تقريب

)3-31(  

d

d

d

t
s

t s d d

t
s

d d

t s t se
e

t s t s
e

 
− 
 

−

 
 
 

− +

≈ =

+ +

2 22

2 2

2

12 6

12 6
    

در اينجا، مهمترين . كند  مياضافهمختلط ة قطب در سمت چپ و حداقل يك صفر در سمت راست صفح  اين فرم دو اينكهدوبارهتذكر 

  .انجام خواهد شد است كه با استفاده از شبيه سازي عددي  Padeخواص تقريب مرور خواسته 

  

  :يدرسم نمايرا زير اول همراه با تأخير ة فرايند مرتبة اسخ پل، پPadeاول ة با استفاده از تقريب مرتب: 2-3مثال �

( )

( )

s
Y s e

X s s

−

=

+

3

1 1�

  

  :توان يك نمودار با تقريب زير بدست آورد ، مي)30- 3(با استفاده از 

( )

( ) ( ) ( )

/

/

Y s s

X s s s

− +
=

+ +

15 1

1 1 15 1�
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به پاسخ .  نموداري با خط باريك در شكل روبروست،نتيجه

tمعكوس در  =  Padeاين رفتار يك تقريب .  توجه كنيد�

دو ة  مرتبPadeبا انتخاب تقريب . اول است و گريز ناپذيرة مرتب

بعنوان تمرين به خواننده واگذار . (نتايج بهبود خواهند داشت

  .)شود مي

  تابع تأخير، تقريب)خط پررنگ(در مقايسه با تابع تبديل اوليه 

  . بول است قابل قهاي بزرگ در زمان

(سه واحد در زمان جابجا شده است ة براي ساختن منحني پررنگ نتايج بدست آمده از تابع تبديل بدون تأخير به انداز
d

t = 3 .(

  : بصورت زير استMatlabهاي  فرمان
td=3; 
P1=tf([-td/2 1],[td/2 1]); %First order Padé approximation 
t=0:0.5:50; 
taup=10; 
G1=tf(1,[taup 1]); 
y1=step(G1*P1,t); %y1 is first order with Padé approximation of dead time 
y2=step(G1,t); 
t2=t+td; %Shift the time axis for the actual time delay function 
plot(t,y1,'--', t2,y2); 

  

مراتب ة هاي خطي و يا خطي شد بايد بخاطر آوريم كه تمام سيستم. سي شوند و پيچيده برر33بالاترة وقت آن است كه چند فرايند مرتب

نظير در حالي كه كاملا خطي باشند، » پيچيده«ديگر فرايندهاي . اول و دوم هستندة بالاتر قابل شكستن به واحدهاي كوچكتر مرتب

بخش بعد به  .گردند تبديل مي) 34فضاي حالت( يدوتاي ديفرانسيل ت رياضي در مبحث معادلايمسائلبه صورت  فقط ،هاي تداخلي تانك

  .) بحث خواهد شد2در كنترل  (پردازد اين فرايندها مي

  

  ها بالاتر و تقريبة  فرايندهاي مرتب4- 3

  

. گردد بالاتر مية اي مرتبه منجر به مدل) مانند برج تقطير، راكتورهاي پشت سر هم و غيره(اي در مهندسي شيمي  فرايندهاي مرحله

 پاسخ منتج،  در آوردنبراي به نمايشدر اين مبحث  .آيند اول بوجود مية بالا از پشت سر هم قرارگرفتن عناصر مرتبة هاي مرتب مدل

تقريب . دگرد تأييد 9- 2گردد تا نتايج حاصل در مثال  استفاده مي) Matlabافزار  در اينجا از نرم( از محاسبات عددي كه كندتر است،

ة بالا با توابع تبديل مرتبة پاسخ توابع تبديل مرتب

مثالي از . تر همراه با تأخير در ادامه خواهد آمد پايين

  .شود دو تانك تداخلي در نهايت بحث مي

  

  هاي سري ساده  تانك1- 4- �3

يك سري از مخازن كاملا مخلوط كه دبي جريان و 

 در 3- 3حجم تك تك آنها ثابت است را مطابق شكل 

) بعنوان نمونه(جرمي دو تانك اول ة موازن .نظر بگيريد

 گفته شد بصورت زير 1-8- 2همانطور كه در بخش 

   :است

)3-32(  ,
dc V

c c
dt q

τ τ= − =
1 1

1 1 1�

�

    

)3-33(  ,
dc V

c c
dt q

τ τ= − =
2 2

2 1 2 2

�

    

  

  
  هاي سري  نمايش تانك3- 3شكل 
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 10- 3صفحه 

   :شود ورت زير نوشته ميجرم با متغيرهاي انحرافي بصة ، تبديل لاپلاس موازن1- 8-2مجددا با مراجعه به بخش 

)3-34(  ,
C C

C s C sτ τ

= =

+ +

1 2

1 1 2

1 1

1 1
�

    

)اثر تغيير  )c t
�

   :شود زير ارزيابي مية خروجي مخزن دوم توسط رابطغلظت  در 

)3-35(  
( )( )

C C C

C C C s sτ τ

= =

+ +

2 2 1

1 2 1

1

1 1
� �

    

)در ام به تغيير nواضح است كه براي پاسخ تانك  )c t
�

  :  خواهيم داشت

)3-36(  
( )( ) ( )

n

n

C

C s s sτ τ τ

=

+ + +1 2

1

1 1 1
�

�

    

ة جريان ورودي روي دهد، نهايتا همرنگ اگر تغييري در غلطت . حالت يكنواخت يك است كه كاملا واضح استة در اين مثال بهر

 در مسير بصورت سري باشد، زمان بيشتري طول خواهد بعلاوه، هر چه تانك بيشتري. رنگ را خواهند داشتغلظت ها همان  تانك

هاي سري بيشتر باشد پاسخ فرايند  گوييم هر چه تعداد تانك ما مي. »ببيند«كشيد تا تانك آخر تغييرات اعمال شده در تانك اول را 

  .گويند  نيز ميچندظرفيتياول هستند را ة فرايندهايي كه حاصل ضرب چند فرايند مرتب. كلي كندتر خواهد بود

ها داراي حجم يكساني باشند،  تانكة سر انجام، اگر هم
n

τ τ τ τ= = = =�1   : شود مي) 36-3(ة  و معادل2

)3-37(  
( )

n

n

C

C sτ

=

+

1

1�

    

  .افتد ولي براي كتاب مرجع دانشجويي مثال خوبي است اين سناريو در عمل كمتر اتفاق مي

  

استفاده كنيد و نشان دهيد ) 37- 3(ة از معادل: 3-3مثال �

)ة كه پاسخ پل )n
c tشود وقتي   كند و كندتر ميn 5 تا 1 از 

  .كند تغيير مي

.  براي حل اين مسئله بسيار ساده استMatlabاستفاده از 

  :سازند هاي زير شكل روبرو را مي فرمان
tau=3; %Just an arbitrary time 
constant 
G=tf(1,[tau 1]); 

step(G); %First order function unit step response 
hold 
step(G*G); %Second order response 
step(G*G*G); %Third order response 
step(G*G*G*G); %Fourth order response 
step(G*G*G*G*G); %Fifth order response 

  

ها در  اگر از داده. شود  هم نشان داده شد، پاسخ كندتر مي9-2كند، همانطور كه در مثال   افرايش پيدا ميnواضح است كه هر چه 

بخش بعدي اين موضوع را . اول همراه با تأخير تقريب زده شودة تواند با يك تابع تبديل مرتب هاي اوليه صرف نظر شود، پاسخ مي زمان

  .كند ريك بحث مياز لحاظ تئو

  

  تر همراه تأخير زماني پايينة  تقريب با توابع تبديل مرتب2- 4- �3

خواهيم   داده شد، مي7-2هاي فراگير در بخش   و توضيحاتي كه در مورد قطب6- 2 و با استفاده از نتايج مثال 3- 3مثال ة در ادام

  .توان توابع تبديل را تقريب زد بدانيم چگونه مي
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 11- 3صفحه 

چنانچه ثابت زماني يكي از اين كسرها با ثوابت زماني بقيه . تبديلي داريم كه قبلا به كسرهاي جزئي تبديل شده استفرض كنيد تابع 

ابت زماني ثتوان از اثرات كسرهاي با ثابت زماني كم در پاسخ صرف نظر كرد و فقط كسر مربوط به  تفاوت فاحشي داشته باشد، مي

با استفاده از نتايجي كه در مثال .  استمدل كاهش يافتهاين عمل همان تقريب . ي قرار دادبزرگ را بعنوان قطب فراگير مورد بررس

اول همراه با ة يك تابع تبديل مرتب«غايت استفاده از اين روش . شود  بدست آورديم، نياز به افزودن يك تأخير نيز احساس مي3-3

 كاري است كه ما هنگام تنظيم كنترل كننده بروش تجربي تمامين اما ا.  خواهد بود كه لزوما هميشه پاسخگو نخواهد بود»تأخير

  .استفاده خواهيم كرد

. توانيم سريعا يك تقريب از تابع تبديل فرايند داشته باشيم دو همراه با تأخير غالبا تخمين بهتري  بوده و مية يك تابع تبديل مرتب

و ... ، τ1 ،τ2اول سري با ثابت زماني ة  فرايند مرتبn را بتوانيم nة براي اين منظور فرض كنيد كه يك فرايند مرتب
n

τ در نظر 

   :نويسيم  فرايند را بصورت زير ميتقريب فراگير باشند، ما τ2 و τ1همچنين فرض كنيد كه دو ثابت زماني اول يعني . بگيريم

)3-38(  ( )
( )( )

,
d

t s n

d k

k

Ke
G s t

s s
τ

τ τ

−

=

≈ =

+ +
∑

31 21 1
    

فاده استتواند  اول همراه با تأخير نيز مية رتبماين ايده براي تقريب با تابع تبديل . ها خواهد بود ثابت زمانية مقدار تأخير مجموع بقي

  .شود

  

  . تر تابع تبديل زير را بدست آوريد پايينة ترين تقريب مرتب  ساده: 4-3 مثال�

( )( )( )( )/ /

Y

X s s s s
=

+ + + +

3

1 1 5 1 1 3 1� �

  

1−در اين مثال قطب فراگير   از اينرو، تقريب تابع تبديل فرايند را .باشد  مي3 است كه متناظر با بزرگترين ثابت زماني يعني 3

  :توان بصورت زير نوشت مي

( )

/ s
Y e

X s

−

=

+

1 63

3 1
  

1/مقدار  تابع تبديل اصلي ة پاسخ پل.  است1 و �5/ و �1/ حاصل جمع 6

در شكل ) نقطه چين(اول همراه با تأخير ة و تقريب مرتب) خط پر رنگ(

 رسم Padeاول همراه با تأخير بوسيله تقريب ة پاسخ مرتب.  شده استترسيم

اين  .  طولاني، تقريب قابل قبول استهاي با اين حال، براي زمان. شده است

1−دهد كه قطب  نشان مي   .  فراگير است3

  

  : براي رسم نمودار به قرار زير استMatlabهاي  فرمان
p2=conv([1 1],[3 1]); 
p4=conv( conv(p2,[0.5 1]) , [0.1 1] ); 
G4=tf(3,p4); %The original full order function 
t=0:0.2:18; 
y4=step(G4,t); %Unit step response 
td=1+0.1+0.5; %Approximate dead time 
P1=tf([-td/2 1],[td/2 1]); 
G1=tf(3,[3 1]); 
y1=step(P1*G1,t); 
plot(t,y1,t,y4) 

  

دوم همراه با تأخير تقريب بزنيم كه در ة را استفاده كنيم، بايد تابع تبديل واقعي را با يك تابع تبديل مرتب) 38- 3(اگر بخواهيم فرمول 

  .تر است ب دقيقمشابها آنرا رسم كرده و نشان دهيد كه اين تقري.  خواهد بود�6/ و تأخير برابر 3 و 1اينصورت ثوابت زماني برابر 

  

  35هاي سري تداخلي  تانك3- 4- �3
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 12- 3صفحه 

براي تكميل بحث، معادلات موازنه را براي حالتي كه دو معادله 

مثال معمول اين . دهيم شوند را توضيح مي ديفرانسيل با هم درگير مي

ها قرار دارد حالت دو تانك به هم پيوسته هستند كه يك شير بين آن

 بنابر اين جريان بين دو تانك به اختلاف ارتفاع مايع در ).4- 3شكل (

ة وقتي دانسيته ثابت باشد، براي تانك اول موازن. ها بستگي دارد تانك

   :جرم بصورت زير است

)3-39(  
dh h h

A q
dt R

 −

= −  
 

1 1 2
1

1

�
    

   :و براي تانك دوم

)3-40(  
dh h h h

A
dt R R

 −

= − 
 

2 1 2 2
2

1 2

    

با اندك تغييراتي در معادلات و بدليل آنكه معادلات خطي . اند  مدل شدهR2 و R1ها از درون شيرها با مقاومت ثابت   اينجا، جرياندر

  : خواهند شدبصورت زير نوشته ) بدون استفاده از خط در بالاي متغير(هستند، براحتي با متغيرهاي انحرافي 

)3-41(  ( ),
dh

h h R q h
dt

τ = − + + =
1

1 1 2 1 1�
� �    

)3-42(  ( ),
dh R R

h h h
dt R R

τ

 
= − + = 

 

2 2 2
2 1 2 2

1 1

1 � �    

Aكه در آنها  Rτ =1 1 A و 1 Rτ =2 2   :  با گرفتن تبديل لاپلاس از اين معادلات.2

)3-43(  ( )s H H R qτ + − =1 1 2 11
�

    

)3-44(  
R R

s H H
R R

τ

 
+ + − = 

 

2 2
2 2 1

1 1

1 �    

  :آيد بصورت زير بدست مي )44- 3(و ) 43-3(معادلات توأم حل ها و دبي جريان ورودي، از  توابع تبديل بين ارتفاع تانك

)3-45(  
( )

( ) ( )
,

R s RH H R

Q p s Q p s

τ + +

= =
1 2 21 2 2

1

� �

    

  :عبارتست ازآنها اي مشخصه  كه چند جمله

)3-46(  ( ) ( )p s s A R sτ τ τ τ= + + + +
2

1 2 1 2 1 2 1    

  

  زماني اثر صفرها در پاسخ 5- 3

  

توانند مشخصات پاسخ  اي در تغيير ضرايب پاسخ زماني دارند كه مي شود اما صفرها نقش برجسته ها مديريت مي ذات ديناميك با قطب

: دو مثال از اثرات صفرها عبارتند از.  به آن بپردازيم5- 2هاي بخش  اي است كه تلاش كرديم در مثال اين همان نكته. را پالايش كنند

  . و مجموع دو تابع تبديل موازيفاز پس/فاز عناصر پيش

  

  36فاز پس/فاز  عناصر پيش5-1- �3

   :آيند اول بدست مية  مرتبفاز ر يك پسداول ة  مرتبفاز  يك پيشحاصلضرب توابعي هستند كه از فاز پس/فاز عناصر پيش

  
   دو تانك تداخلي براي ارتفاع سيال4- 3شكل 
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)3-47(  z
sY

X s

τ

τ

+
=

+

1

1
    

مشتقي است و زودتر از فصل پاسخ فركانسي ة نيم تا بگوييم اين مبناي كنترل كنندمجبوريم تا فصل مربوط به كنترل كننده صبر ك

  .در حال حاضر مروري سريع داريم بر پاسخ زماني آن.  آن بودفاز  و يا پسفاز توان قدردان جملات پيش نمي

Xواحد باشد يا ة وقتي ورودي به اين عنصر پل s=1ي جزئي خواهيم داشت، بعد از بسط كسرها:   

)3-48(  z
Y

X s s

τ τ

τ

−
= −

+

1

1
    

   :و با تبديل معكوس از جدول تبديل لاپلاس

)3-49(  ( ) ( )
tz

y t e u t
τ

τ

τ

−
  

= − −  
  

1 1    

   : است كه بايد مورد توجه قرار گيردجالب چندين مورد در اين پاسخ 

بعبارت ديگر .  وابسته استτتابع نمايي زمان فقط به  .1

  .باشد  ميτ−1قطب تابع تبديل 

، پاسخ زماني واقعي به اين )49- 3( ةبا استفاده از معادل .2

ه بستگي دارد ك
z

τ τ< ،
z

τ τ> يا 
z

τ < شكل  (�

3-5 .(  

وقتي  .3
z

τ τ= پاسخ زماني فقط يك خط افقي است و ،

)متناظر با  ) ( )x t u t= .اين ) 47- 3(ة عادلاز م

Yبسادگي مشهود است كه در اين حالت  X= . وقتي

شود كه  يك صفر برابر يك قطب شود اصطلاحا گفته مي

  . فاق افتاده استت احذف قطب با صفر

)مقدار خروجي  .4 )y tاين .  در زمان صفر، صفر نيست

امكان دارد كه پاسخ تعجب برانگيز است كه چطور 

صفر ة در لحظصفر، ة معادله ديفرانسيلي با شرايط اولي

. اين بدان دليل است كه در اينجا علاوه بر ورودي، نرخ تغييرات آن نيز بر پاسخ زماني موثر است. غير صفر باشدمقداري 

  .توان در مباحث فضاي حالت جستجو كرد پاسخ بهتري براي اين مورد را مي

  

  37بع تبديل موازي توا5-2- �3

. باشند و ثابت زماني آنها متفاوت باشد) مخالف هم(افتند وقتي كه فرايندهاي پيچيده داراي دو تابع تبديل رقيب  پيشامدهايي اتفاق مي

 ادائابت. افتد ازا اتفاق مياي است كه در آن واكنش گرم يك مثال اينگونه فرايندها، افزايش دماي ورودي يك راكتور كاتاليستي لوله

سپس . يابد شود كه مواد اوليه در ورودي كاهش يابند و درجه حرارت خروجي كمي كاهش مي فرايش درجه حرارت ورودي باعث ميا

  . دكن در اثر افزايش زمان و افزايش نرخ واكنش درجه حرارت افزايش پيدا مي

در كنترل كلاسيك، معادلات حاصل با فرم خطي . استبراي مدل كردن اين ديناميك غيرخطي و پيچيده، به موازنه جرم و انرژي نياز 

   :گردند تا تابع تبديل حاصل مجموع دو تابع تبديل موازي باشد شده جايگزين مي

)3-50(  
K KY

X s sτ τ

= +

+ +

1 2

1 21 1
    

   :با تركيب دو تابع تبديل خواهيم داشت 

  
τ با فاز پس/فاز  پاسخ زماني يك عنصر پيش5- 3شكل  = 2.  

ها به ترتيب از بالا به پايين براي مقادير    منحني

, , , , , ,
z

τ = − − −4 3 2 1 1 2   .اند  رسم شده4
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)3-51(  
( )

( )( )
, ,z

z

K s K KY
K K K

X s s K K

τ τ τ
τ

τ τ

+ +
= = + =

+ + +

1 2 2 1
1 2

1 2 1 2

1

1 1
    

كنيم   در مثال زير فرض مي.حالت يكنواخت يكي از آنها منفي باشدة ل اثر معكوس داشته باشند، بايد بهرطي شرايطي كه دو تابع تبدي

K <2 �.  

)پاسخ زماني ) 51- 3(ة بر مبناي معادل )y tصفر مثبت وقتي كهبخصوص اما اين لزوما در اينجا صحيح نيست .  بايد كاملا پرميرا باشد 

يا (
z

τ < توان نشان داد كه در چه شرايطي از  با عمليات جبري مي. داشته باشيم) �
i

K و 
i

τ چه صفري )
z

τ−1 ( و يا چه پاسخي

كنيم اصل برهم نهي در  نكته كليدي كه در اينجا استفاده مي.  اين كار را انجام دهيمند در اينجا قصد نداريمچهر . خواهيم داشت

  .خواهيم ساخت) 50-3(با اين كار تصويري كلي از پاسخ زماني بر مبناي . هاي خطي است مدل

  
Kموارد ة در هم.  محاسبات پاسخ زماني با استفاده از ثوابت زماني6- 3شكل  =1 K و 3 = −2 بصورت خط ) 50-3(هر كدام از توابع تبديل . 1

)پاسخ زماني كلي . اند چين نشان داده شده )y tمنحني پر رنگ است  .)a (τ τ= =1 2 2 ،)b (/ ,τ τ= =1 25 c (/,τ( و �2 τ= =1 22 5�  

  

Xواحد، ة ورودي يك تابع پل.  نشان داده شده است6- 3محاسبات عددي در شكل  s=1حالت يكنواخت ة ، و دو بهرK =1  و 3

K = −2 K بطوريكه 1 K<2 τ) 2( است، τ2 تقريبا برابر τ1) 1: (گيريم سه حالت در نظر مي. 1 τ<1 τ) 3( و 2 τ>1 پاسخ كلي . 2

 كلي هر سهة در نظر داشته باشيد كه بهر. پاسخ معكوس اوليه) 3(فرارفت دارد و در حالت ) 2(پرميراست، اما در حالت ) 1(در حالت 

Kحالت فوق  =   . است2
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 15- 3صفحه 

  :هاي فصل سوم پانويس

                                                 
1 Dead time 
2 Reduced-order models 
3 Time domain 
4 Linear  
5 Linearised  
6 Partial fraction expansion 
7 Multi-capacity  
8 Dominant poles 
9 Force function 
10 Deviation variable 
11 Self-regulating 
12 Integrator  
13 Natural period of oscillation  
14 Natural frequency 
15 Damping coefficient 
16 Damping ratio 
17 Damping factor 
18 Steady-state gain 
19 Stable  
20 Over-damped 
21 Critically damped 
22 Under-damped 
23 Permanent oscillation 
24 Overshoot  
25 Peak time 
26 Rise time 
27 Settling time 
28 Decay ratio 
29 Time lag 
30 Dead time 
31 Transportation lag 
32 Taylor expansion 
33 Higher order 
34 State space 
35 Interacting series tank 
36 Lead-lag 
37 Parallel transfer function 
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 1- 4صفحه 

 نمايش فضاي حالت4
1

  

  

هاي پيچيده با چندين ورودي و  براي سيستم. گردد هاي نمايش تابع تبديلي كاملا نمايان مي تر محدوديت با بررسي مسائل پيچيده

 كه است» فضاي حالت«در كنترل مدرن روش انتخابي . شوند ريخت مي هاي توابع تبديل خيلي بد فرم و بي خروجي، ماتريس

نوشتن معادلات مدل به اين صورت، . خواهند بودبصورت ماتريسي نمايش داده شده و معادلات مدل  در حوزه زمان 2متغيرهاي حالت

اشتباه بزرگي است اگر كسي بدون داشتن . هاي معادلات ديفرانسيل و جبر خطي را به ما خواهد داد بسادگي اجازه استفاده از تئوري

هاي رياضي و كنترل  بهمين دليل، تبحر در زمينه. ام به استفاده از كنترل مدرن بنمايد اقدها اي مطمئن در اين تئوري پس زمينه

هاي متعددي را  ك چارچوب رياضي مشخص، براي روشن شدن مطلب مثالدر ابتدا بدليل عدم وجود ي. بصورت همزمان لازم است

 بحث 9در فصل  هاي كنترل پسخور كلاسيك ستمكنترل فضاي حالت پس از مطالعه تابع تبديل حلقه بستة سي. مرور خواهيم كرد

  . د شدخواه

  

   :عمده مباحث اين فصل

• ���� ���� 	
 �� �� ����� ������. 

• ����� ���� ����� �� ���� ���� �����  ���	! ������ "#�.  

  

  

  فضاي حالت مدلهاي 1- 4

  

 است كه  لازم به ياد آوري. بحث را كاملا عوض كنيماكنون كه شما احساس خوبي نسبت به توابع تبديل داريد، قصد ما اين است كه

موقعي كه مدل داراي معادلات ديفرانسيل مرتبه .  كار خواهيم كردخطي شدههاي معادلات ديفرانسيل   ما هنوز هم با مدلدر اين فصل

براي نمايش . يل مرتبه اول نوشتتوان آن را بصورت يك دستگاه معادلات ديفرانس بالا و يا چندين معادله ديفرانسيل باشد، هميشه مي

  .هاي مطرح شده خواهيم آموخت نحوه بدست آوردن آن ها را نيز در مثال. استفاده خواهد شد) Bold(در اين حالت از متغيرهاي تيره 

   :هاي فضاي حالت، يك دستگاه معادلات ديفرانسيل بصورت استاندارد بفرم زير نوشته مي شود در مدل

)4-1(  
= +x Ax Bu�    

)4-2(  = +y Cx Du    

 نمايش xمشتق نسبت به زمان با گذاشتن نقطه بر بالاي . استخروجي بردار  yورودي و بردار  u، متغيرهاي حالتبردار  xكه 

 ماتريس اثر مستقيم ورودي در خروجي D ماتريس خروجي، و C ماتريس ورودي، B ماتريس فرايند، Aبعلاوه، . داده شده است

  .  صفر استDبنابر اين معمولا . هايي وجود دارند كه ورودي تأثير مستقيمي در خروجي دارد دود فرايندها و يا سيستمعم. است

 استفاده C و Bي راحتي نمايش، از همان برا . اسكالر خواهند بودD و u ،yخروجي، - ورودي تك- هنگام توصيف يك مدل تك

 باشد، n برابر xاگر مرتبه .  يك بردار سطري استC يك بردار ستوني و Bخواهيم كرد، اما در نظر داشته باشيد كه در اين مورد، 

A ،B و C بترتيب ( )n n× ،( )n×1 و ( )n×1خواهند بود .  

علاوه بر . هاي سيستم خطي است بيان شده است، استفاده از تئوري) 2- 4(و ) 1-4(بيان مدل بصورت آنچه در معادلات تفكر پشت 

. روش منحصر بفردي براي تعريف متغيرهاي حالت وجود ندارد. گردند هاي پيچيده با اين روش بصورت موثرتري تحليل مي  سيستم،اين

  .روش ممكن استنهايت  آنچه خواهيم گفت يك مورد از بي

  

  :بيان شد، را بدست آوريد) 16- 3( كه قبلا در معادله معادله ديفرانسيل مرتبه دومنمايش فضاي حالت يك : 1-4مثال �

( )n n

d y dy
y Ku t

dt dt
ζω ω+ + =

2
2

2
2  

  :توان گفت كه تابع تبديل اين معادله با شرايط اوليه صفر برابر است با چشم بسته مي
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 2- 4صفحه 

( )
( )

( )
p

n n

Y s K
G s

U s s sζω ω

= =

+ +
2 22

  

  :معادله ديفرانسيل را بصورت زير بازنويسي كنيدابتدا، . گيريم اكنون بصورتي ديگر مسئله را در نظر مي

( )n n

d y dy
y Ku t

dt dt
ζω ω= − − +

2
2

2
2  

  :و متغيرهاي حالت زير را تعريف كنيد

,
dxdy

x y x
dt dt

= = =
1

1 2  

با جايگذاري در معادله .  مرتبه اول قابل بيان خواهد بودبا اين تعاريف يك معادله ديفرانسيل مرتبه دو بصورت زوج معادله ديفرانسيل

  :ديفرانسيل داده شده خواهيم داشت

( )n n

dx
x x Ku t

dt
ζω ω= − − +

22
2 12  

  :با قرار دادن نتايج بصورت ماتريسي خواهيم داشت

( )

n n

x x
u t

x x Kω ζω

       
= +       

− −       

1 1

2
2 2

1

2

� � �

�
  

  :و براي خروجي

[ ]
x

y
x

 
=  

 

1

2

1 �  

  :دهد كه نشان مي) 2-4(و ) 1- 4(مقايسة نتايج بدست آمده با معادلات .  همان متغير خروجي استx1زيرا 

[ ], , ,
n n

D
Kω ζω

   
= = = =   

− −   
A B C2

1
1

2

� �
� �  

  :، معادله مشخصه آن بايد حل شودAبراي بدست آوردن مقادير ويژة 

( )n n
λ λ λ ζω ω− = + + =I A

22 �  

  : استفاده نمود تا تابع تبديل داده شده به فرم فضاي حالت نوشته شودMatlabافزار   در نرم()tf2ssتوان از تابع  مي

z=0.5; wn=1.5; % Pick two sample numbers for • and •
n
 

p=[1 2*z*wn wn*wn]; 
[a,b,c,d]=tf2ss(wn*wn,p) 

ن بدان دليل است كه همانطور كه قبلا هم گفتيم اي. نتايج حاصل از اين كد نويسي با آنچه ما بدست آورديم كاملا متفاوت است

  . نتايج يكساني دارنددي از فضاي حالت وجود دارد كه همگيهاي متعد نمايش

  

نياز به گفتن نيست كه . اي مشخصه تابع تبديل است  كاملا با چند جملهAاي مشخصه ماتريس  چند جمله: يك مشاهده مهم و فوري

هاي رياضي گفته شده اطلاعات مشابهي  اين تأكيد مجددي است بر اين كه تكنيك. هاي تابع تبديل است  همان قطبAير ويژة مقاد

  .اگر جبر خطي را بياد داشته باشيد هرگز متعجب نخواهيد شد. نمايند را فراهم مي

  

  . كه در مثال قبل بدست آمد، را رسم كنيدمعادله ديفرانسيل مرتبه دوماي نمايش فضاي حالت يك  نمودار جعبه: 2-4مثال �

فهم اين نمودار بسيار ساده . توانيد در شكل روبرو ببينيد نتيجه را مي

بنابر .  استs1گير  خواهد بود اگر بدانيم كه تابع تبديل يك انتگرال

. گيري خواهد بود ه انتگرالاين مشتق مرتبه دوم قبل از دو مرحل

جملات تشكيل دهنده اطلاعات حول نقطه جمع كننده هم همان 

تابع تبديل حاصله همانست كه از روش . استمعادله ديفرانسيل 

ساده كردن اين تابع تبديل هم قبلا در . آيد تبديل لاپلاس بدست مي

  .  انجام شده است16-2مثال 
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 3- 4صفحه 

  

 نمايش فضاي حالت معادله ديفرانسيل زير .مگيري ميتري را در نظر  يفرانسيلي با ورودي پيچيدهمعادله ددر اين مثال، : 3- 4مثال �

  :را بدست آوريد

( ) ( ) ( )/ , ,
d y dy du

y u y y u
dt dt dt

′+ + = + = = =

2

2
4 3� � � � � �  

  :فرانسيل برابر است بايتابع تبديل اين معادله د

/

Y s

U s s

+
=

+ +
2

3

4 1�
  

. ر كشيدن روند حل مسئله است و بدنبال عموميت بخشيدن به آن نيستيمروشي كه در اينجا استفاده خواهيم كرد بيشتر براي بتصوي

  : را در نظر بگيريد بطوريكهU و Y بين X1متغير 

( )

/

XY Y
s

U U X s s

 
= = + 

+ + 

1
2

1

1
3

4 1�
  

Xقسمت اول  U1اي ساده است كه قبلا هم حل شده است  مسئله.  

/

X

U s s

 
=  

+ + 

1
2

1

4 1�
  

  :ديفرانسيل زير استكه تابع تبديل معادله 

/

d x dx
x u

dt dt
+ + =

2
1 1

12
4�  

x و تعريف 1-4با استفاده از نتايج مثال  dx dt=2   :، خواهيم داشت1

/

x x
u

x x

       
= +       

− −       

1 1

2 2

1

1 4 1

� � �

� �
  

)براي قسمت دوم  )Y X s= +1  و اينكه تابع تبديل معادله ديفرانسيل 3
dx

y x x x
dt

= + = +
1

1 2 13   :، خواهيم داشت3

[ ]
x

y
x

 
=  

 

1

2

3 1  

  . است) 2-4(كه شبيه معادله 

  : براي اين مثال بصورت زير استMatlabهاي  فرمان
q=[1 3]; 
p=[1 0.4 1]; 
roots(p) 
[a,b,c,d]=tf2ss(q,p) 
eig(a) 

 و pاي  هاي چند جمله  ريشهكه است صحيح در صورتينتايج .  در اينجا هم بايد يادآوري گردد1- 4توضيحات داده شده در پايان مثال 

/كه در اينجا براي هر دو ( بايد برابر باشند aمقادير ويژة ماتريس  / j− ±2 98�   :ردتوان نتايج را چك ك با عمليات معكوس هم مي). �
[q2,p2]=ss2tf(a,b,c,d,1) 

  .  يافتp2 و q2تابع تبديل اوليه را بايد در هاي صورت و مخرج  اي ضرايب چند جملهمقادير 

  

  : زير را بدست آوريدفاز پس/فاز پيشنمايش فضاي حالت تابع تبديل : 4-4مثال �

Y s

U s

+
=

+

2

3
  

  : داريم3- 4با استفاده از توضيح مثال 

( )
Y X Y

s
U U X s

 
= = + 

+ 

1
2

3
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 4- 4صفحه 

)از  )X U s= +1   : خواهيم داشت3

dx
x u

dt
= − +3  

)و از  )Y X s=   : داريم2+

( )
dx

y x y x u x x u
dt

= + → = − + + = − +2 3 2  

: اسكالر بوده و برابرند با) 2- 4(و ) 1-4(بنابر اين تمام ضرايب در معادلات 

A = −3 ،B =1 ،C = D و 1− اي  معادلات بدست آمده در نمودار جعبه. 1=

  .اند  به نمايش در آمدهروبروشكل 

 غير صفر است بدين مفهوم كه در عناصر Dتوجه كنيد كه ضريب 

 مقدار اوليه صفر دارد، بدين معني نيست x حالت رغم اينكه متغير همين دليل عليبه . فاز ورودي اثر آني بر خروجي دارد سپ/فاز پيش

را ) 49- 3(ل در معادله  اين تابع تبدي)مثبت و يا منفي(پرشي اين تحليل معماي پاسخ .  هم مقدار اوليه صفر داردyكه خروجي 

  .دهد توضيح مي

  : استفاده كنيد، فرمان زير را اجرا نماييدMatlabافزار  براي آنكه از نرم
[a,b,c,d]=tf2ss([1 2], [1 3]) 

  

را تحليل ) MIMO(خروجي -ورودي چند- توانند مسائل چند هاي فضاي حالت مي در دو مثال بعدي نشان خواهيم داد كه چگونه مدل

علاوه بر اين، . اي را به مدل فضاي حالت برگرداند توان اطلاعات يك نمودار جعبه با مثالي نشان خواهيم داد كه چگونه مي. نمايند

  . را خواهيم آموختMatlabتحليل مسائل پيچيده با 

  

 مرتبه اول فرض كنيد كه واكنش در هر دو راكتور از.  سري را بدست آوريدCSTRنمايش فضاي حالت دو راكتور : 5-4مثال �

   .حجم راكتورها ثابت بوده اما دبي حجمي ورودي و غلظت ورودي توابعي از زمان هستند.  است

ابتدا، موازنه جرمي جزء . هاي پيچيده توسط نمايش فضاي حالت قابل تحليل هستند اين مثال را آورديم تا نشان دهيم كه چگونه مدل

Aنويسيم  را مي2 و 1اره  در راكتورهاي شم:  

( )
dc

V q c c V k c
dt

= − −
1

1 1 1 1 1�
  

( )
dc

V q c c V k c
dt

= − −
2

2 1 2 2 2 2  

c و qاز آنجا كه 
�

  : توابع ورودي هستند، معادلات خطي شده در حالت انحرافي با شرايط اوليه صفر برابرند با

( ) ( )s s s s

dc
V q c c c q q V k c

dt
= + − − +

1
1 1 1 1 1� �

  

( ) ( )s s s s

dc
V q c c c q q V k c

dt
= + − − +

2
2 1 1 2 2 2 2  

با تقسيم معادلات بر حجم هر راكتور و تعريف زمان اقامت .  مرور شدند11-2مراحل حذف شده همان مراحلي هستند كه در مثال 

s
V qτ =1  و 1

s
V qτ =2   :، خواهيم داشت2

s s
dc c c

c q k c
dt Vτ τ

   −

= + − +   
   

1 1
1 1

1 1 1

1 1
�

�
  

s s
dc c c

c q k c
dt Vτ τ

   −

= + − +   
   

2 1 2
1 2 2

2 2 2

1 1
  

توانيم با گرفتن تبديل لاپلاس از اين  در حقيقت، حالا مي. تا اينجا، تمامي مراحل شبيه آن چيزهايي است كه در فصل دوم ياد گرفتيم

 هاي فضاي حالت، ما بايد دو معادله ديفرانسيل خطي شده را بصورت ماتريسي اما در مدل. معادلات، توابع تبديل آنها را بدست آوريم

  :داريم) 1- 4(مشابه معادله . نمايش دهيم
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s s

s s

c c
k

Vc c cd

c c qdt c c
k

V

τ τ

τ τ

      −
− +      

           
= +           −        − +   
         

1
1

1 1 11 1

2 2 1 2
2

2 2 2

1 1

1 1

�

�

�

�

  

  :آيد بصورت زير بدست ميدر صورتي كه دو خروجي تعريف شود، ) 2-4( در معادله yخروجي 

y c c

y c c

      
= =      
      

1 1 1

2 2 2

1

1

�

�
  

  :گردد و لذا خروجي بصورت زير تعريف خواهد شد  براي كنترل انتخاب ميc2ها مد نظر باشد، معمولا  در حالتي كه يكي از خروجي

[ ]
c

y
c

 
=  

 

1

2

1�  

  . تنها خروجي خواهد بودc2كه 

  

Yتابع تبديل : 6-4مثال � Uروبرو اي  و مدل فضاي حالت متناظر نمودار جعبه 

  .را بيابيد

  : به خاطر داريد كه2اي در فصل  از مبحث ساده سازي نمودارهاي جعبه

( )

( )( )

s sY

U

s s s

+

=

+

+ +

2

1

2
1

1 1�

  

  :تر و يا ساده

( )sY

U s s s

+

=

+ + +
3 2

2 1

11 1 2

�

�
  

−/اين تابع تبديل داراي قطب هايي در  29� ،/− 1−/ و �69 2�  استفاده شده ها بدست آوردن قطب براي Matlabاز  (. دارد�

  ).است

اي است كه بتوان آنها را متغير حالت   مشخص كردن نقاطي بر روي نمودار جعبه،براي بدست آوردن نمايش فضاي حالت، يك راه مصور

  :ا توجه به نمودار داده شدهدر اين مثال، ب. در نظر گرفت و توابع تبديل ارتباط آنها با هم را نوشت

, , ,
X X X

Y X
X s U X s X s

= = = =

− + +

1 2 3
1

2 3 1

1 2 1

1 1�
  

  :با بازآرايي هر يك از سه تابع تبديل و نوشتن معادله حوزه زمان آن داريم

dx
sX X x

dt

dx
sX X X U x x u

dt

dx
sX X X x x

dt

= → =

= − − + → = − − +

= − + → = − +

1
1 2 2

2
2 2 3 2 3

3
3 3 1 3 1

2 2 2 2

1 1� �

  

  
  :دهيم معادلات ديفرانسيل بدست آمده را بصورت ماتريسي نمايش مي. ادامة آن ديگر بديهي است

[ ],

x x x
d

x x u y x
dt

x x x

         
         

= − − + =         
         −         
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2 2 2
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−/ خواهيد ديد كه برابر هستند با Matlab در Aامتحان كردن مقادير ويژة ماتريس با  −/ و �29 1−/ و �69 2� اين مقادير . �

  .هاي حلقه بسته برابرند دقيقا با قطب

)معادله نمايش فضاي حالت بدست آمده داراي شرايط اوليه صفر است، : مهمري يك يادآو ) =x اين نتيجه منطقي بدست آوردن . �0

  .قابل اعمال نخواهد بود) 1-4(در غير اينصورت، معادله . نمايش فضاي حالت از تابع تبديل است

  

  

  هاي تابع تبديل ارتباط با مدل 2- 4

  

 و تحليل حوزه زمان 3هاي سيستم خطي شود كه چرا ابزارهاي رياضي اوليه در كنترل مدرن بر مبناي تئوري قبل ديده مياز مثال 

آنست كه ارتباط اصلي بين آنها و تبديل لاپلاس برقرار نيست و نياز تر  هاي پيشرفته قسمتي از گيجي در يادگيري اين تكنيك. هستند

در قسمت روشن مسئله، اگر بتوانيم مدل فضاي حالت را به شكل تابع تبديل درآوريم، . شود س ميبه ارتباط دادن اين دو بهم احسا

هاي كنترل   چگونگي استفاده همزمان تكنيك9دو مثال در فصل . هاي كنترل كلاسيك استفاده كنيم خواهيم توانست از تكنيك

  .كشند كلاسيك و فضاي حالت را به تصوير مي

   :توان بصورت زير نوشت را مي) 1- 4(اتريسي در تبديل لاپلاس معادله م

)4-3(  ( ) ( ) ( )s s s U s= +X AX B    

)كه  )sX متغير حالت  بردار تبديل لاپلاس تك تك عناصر( )txباشد  مي .X بدست بصورت صريح ) 3-4( با استفاده از معادله

  :آيد مي

)4-4(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s U s s U s
−

= − =X I A B Φ B
1

    

  كه 

)4-5(  ( ) ( )s s
−

= −Φ I A
1

    

گفته ) 6يا ماتريس بنيادي (5ماتريس گذراي حالت، 4تر، به تبديل معكوس ماتريس حل بطور كلي. ماتريس حل ناميده مي شود

   :شود مي

)4-6(  ( ) ( ){ }t L s
−

−

= −Φ I A
11    

بسته  t و s ولي با تابعيت Φ و تبديل لاپلاس آن از نمادهاي يكسان  زمانيبراي تابعشود كه  ز اشتباه يادآوري ميجهت جلوگيري ا

  . استفاده گرديده استبه نوع تابع 

D=با قرار دادن  ) و 0 )sX براي خروجي )4- 4( از معادله ،( ) ( )Y s s= CXداريم :  

)4-7(  ( ) ( ) ( )Y s s U s= CΦ B    

) اسكالر هستند، Y و Uدر حالتي كه  )sCΦ Bو آنچه در ) 7-4(در حقيقت، اگر بخواهيم بين معادله . د بود هم اسكالر خواه

)فصل دوم ياد گرفتيم ارتباط برقرار كنيم،  )sCΦ Bتوان بصورت  را مي) 7- 4(معادله .  همان تابع تبديل منحصر بفرد ما خواهد بود

  :زير هم نوشت

)  ) الف4-7( ) ( ) ( )p
Y s G s U s=    

   :كه در آن

)4-8(  ( ) ( )p
G s s= CΦ B    
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)توان مشاهده كرد كه چگونه ماتريس گذراي حالت  مي )sΦهاي   چگونه بين ماتريسC و Bگيرد تا تابع تبديل را بسازد  قرار مي .

)با استفاده از جبر خطي، ماتريس .  در ارتباط استAاين تابع تبديل با ماتريس ممكن است تعجب كنيد كه چگونه  )sΦ در معادله 

  :توان بصورت زير نوشت را مي) 4-5(

)  ) الف4-5( ) ( )
( )

( )det

adj s
s s

s

− −

= − =

−

I A
Φ I A

I A

1
    

  :داريم) 8-4(با جايگزيني اين فرم در معادله 

)  ) الف4-8( )
( )

( )det
p

adj s
G s

s

 − 
=

−

C I A B

I A
    

   :اي مشخصه صريحا برابر است با چند جمله

)4-9(  ( )det s − =I A �    

مجددا، قطب هاي .  به آن رسيده بوديم1-4اي است كه قبلا بصورت كاملا ابتدايي در مثال  اين همان نتيجه
p

G برابر مقادير ويژه 

  .   استAريس مات

  

V را با  سريCSTRدو راكتور . كشيم  بتصوير مي5-4نتايج اين بخش را با مقادير عددي مثال : 7- 4مثال � m=
3

1 1 ،

V m=
3

2 2 ،mink
−

=
1

1 1 ،mink
−

=
1

2 /بگيريد كه در شريط حالت پايا، ، در نظر 2 minτ =1 25� ،/ minτ =2  و غلظت �5

ورودي 
s

c kmol m=
31

�
cتوابع تبديل و ماتريس گذراي حالت وقتي هر دو متغير .  است

�
  .دست آوريد ورودي باشند، را بq و 

  : در حالت پايا داريم5-4با نوشتن معادلات بدست آمده در مثال 

/
/ /

/ /

,s s

s s

c c
c c

k kτ τ

= = = = = =

+ + × + + ×

1
1 2

1 1 2 2

81
8 4

1 1 1 25 1 1 2 5
�

�
� �

� �
  

minτ: بعلاوه براي مقادير ديگر خواهيم داشت
−

=
1

11 4 ،minτ
−

=
1

21 2 ،( ) minkτ
−

+ =
1

1 11 5 ،

( ) minkτ
−

+ =
1

2 21 4 ،( ) /s s
c c V kmol m− =

6
1 1 2

�
) و � ) /s s

c c V kmol m− =
6

1 2 2 با جايگذاري اين مقادير . �2

  : و گرفتن تبديل لاپلاس از معادلات حاصله، خواهيم داشت5-4عددي در روابط مربوطه در مثال 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

/

/

C s C s Q s
s s

C s C s Q s
s s

= +

+ +

= +

+ +

1

2 1
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�
  

)با جايگزيني  )C s1م از معادله اول در معادله دو:  

( )
( )( )

( )
( )

( )( )
( )

/ s
C s C s Q s

s s s s

+

= +

+ + + +
2

2 78

4 5 4 5�

�
  

c و غلظت ورودي qبالا توابع تبديلي هستند كه تغييرات غلظت درون راكتورها هنگام تغيير دبي جريان بدست آمده معادلات 
�

 را 

  .دهند نشان مي

  :دهد  دستگاه معادلات ديناميكي زير را نتيجه مي5-4جايگذاري مقادير عددي در نمايش فضاي حالت مثال 

/

/

c c cd

c c qdt

−        
= +        

−        

1 1

2 2

4 25

22 4
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��

� �
  

  : مدل، داريمAبا ماتريس 

( )
s

s
s

+ 
− =  

− + 
I A

5

2 4

�
  

  :و در نتيجه
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( ) ( )
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  :ماتريس گذراي حالت را مي توان نوشت
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  :بصورت ماتريسي در خواهد آمد) 7-4( خروجي مدل باشند، تابع تبديل c2 و c1چنانچه فرض كنيم كه هر دو غلظت 

( ) ( )
( )( )

/

/

p

s
s s

ss s

+   
= =   

++ +    
G CΦ B

4 241

22 55 4
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2×يكه ماتريس  برابر است با Cكه  )با تعريف ورودي .  و به همين دليل حذف گرديده است2 ) ( ) ( )
T

s C s Q s =  U
�

 ،

  :توان بصورت زير نوشت را مي) 6-4(معادله 

( )
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  :تر و بفرم ساده

( )

( )

( ) ( )

( )( )

( )

( )( )

( )

( )
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s sC s C s
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s s s s
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تر  مفصل)  الف7-4در مثال (قط يك خروجي داشته باشيم را بعدا حالتي كه ف. كه برابر است با آنچه قبلا در همين مثال بدست آورديم

  .بررسي خواهيم كرد

  

  . تكرار كنيدMatlabافزار   را با استفاده از نرم7- 4مثال :  الف7-4مثال �

  . بصورت زير شبيه سازي كنيدMatlab آنها را با دتواني  را درك كرده باشيد، مي7- 4اگر معادلات مثال 
t1=0.25; t2=0.5;      % Define the variables 
k1=1; k2=2; 
V1=1; V2=2; 
cos=1; 
 
                      % Calculate the steady state values. 
c1s=cos/(1+k1*t1);    % 0.8 
c2s=c1s/(1+k2*t2);    % 0.4 
 
                      % Coefficients of A and B 
a11=-(1/t1+k1);       % -5 
a12=0; 
a21=1/t2; 
a22=-(1/t2+k2);       % -4 
b11=1/t1; 
b12=(cos-c1s)/V1;     % 0.2 
b21=0; 
b22=(c1s-c2s)/V2;     % 0.2 
 
                      % Finally build A and B 
a=[a11 a12; a21 a22]; % [–5 0; 2 4] 
b=[b11 b12; b21 b22]; % [4 0.2; 0 0.2] 
eig(a)                % Check that they are -4, -5 
 
c=[1 0; 0 1];         % Define C such that both C

1
 and C

2
 are outputs 

d=[0 0; 0 0]; 
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 يك ورودي كار راي فقط ب()ss2tfتابع .  آن را به صورت تابع تبديل نوشتتوان هاي ضرايب تعريف شد، مي يسوقتي كه تمام ماتر

C متغير ورودي يناولبنابر اين براي . كند مي
�

  :كنيم هاي زير استفاده مي فرمان، از 
                           % MATLAB returns, for input no. 1 
[q1,p]=ss2tf(a,b,c,d,1)    % q1=[0 4 16; 0 0 8] 
                           % p =[1 9 20] = (s+4)(s+5) 

 اول ماتريس تابع تبديلي است كه در مثال ستون دقيقا q1ماتريس . اي مشخصه است شده مشخصا همان چند جمله محاسبه pبردار 

Cقبلي بدست آورديم كه همان عناصري هستند كه اثرات تغيير 
�

 مشابها، دومين ستون ماتريس .كنند  توصيف ميC2 و C1 را بر 

  :توان بصورت زير محاسبه كرد ميدهد، را  نشان مي را Q ورودي يعني دومينتابع تبديل كه اثرات تغيير 
[q2,p]=ss2tf(a,b,c,d,2)     % q2=[0 .2 .8; 0 .2 1.4] 
                            % The first term is 0.2(s+4) because 
                            % MATLAB retains p=(s+4)(s+5) 

. مانند بدون تغيير باقي مي B و Aهاي  كنيم، اما ماتريس  را مطابق با خروجي تعريف ميC تنها متغير خروجي باشد، C2اگر 

Cتأثيرات متناظر با تغييرات 
�

  :هاي زير بدست آورد توان با فرمان  را ميC2 بر روي Q و 
c=[0 1]; d=[0 0];          % C2 is the only output 
[q21,p]=ss2tf(a,b,c,d,1)   % Co as input; q21=[0 0 8] 
[q22,p]=ss2tf(a,b,c,d,2)   % Q as input; q22=[0 .2 1.4] 

Cهمان دو عنصري كه اثرات تغييرات ( است 7-4 دوم ماتريس تابع تبديل مثال سطرنتايج بدست آمده مشابه 
�

 را C2 بر روي Q و 

  ). دهد نشان مي

  :هاي زير استفاده نمود  تنها متغير خروجي باشد، در عوض بايد از فرمانC1مشابها، اگر 
c=[1 0]; d=[0 0];          % C1 is the only output 
[q11,p]=ss2tf(a,b,c,d,1)   % q11=[0 4 16] 
[q12,p]=ss2tf(a,b,c,d,2)   % q12=[0 .2 .8] 

  .همان سطر اول ماتريس تابع تبديل خواهد بودتأييد صحت و نتايج 

  

، و ديگري جرم C1، )9يا مخمر (8 را بنويسيد كه شامل دو موازنه جرم است، يكي جرم باكتري7مدل يك ظرف تخميري: 8-4مثال �

دو جمله در ) در فرمول زير(موازنه جرم باكتري . در حال حاضر مجبوريم از موازنه الكل صرف نظر كنيم. C2، )10يا بستر تخمير(گلوكز 

)ها با استفاده از نرخ مخصوص رشد  سمت راست دارد، يكي رشد باكتري )Cµ µ= ها بوسيله   و ديگري از دست رفتن باكتري2

  . مستتر است) 11نرخ رقيق سازي (D كه در نماد Q جريان خروجي

dC
C DC

dt
µ= −

1
1 1  

  :نرخ مخصوص رشد و رقيق سازي بوسيله روابط زير تعريف مي گردند

( ) ,
m

m

C Q
C D

K C V
µ µ µ= = =

+

2
2

2

  

جملات بعدي اختصاص به گلوكز . هاست مقدار مصرف آن توسط باكتريجمله اول . موازنه جرم گلوكز سه جمله در سمت راست دارد

  .موجود در جريان ورودي و خروجي دارد

( ),i

dC C
D C C

dt Y

µ
= − + −

2 1
2 2  

حداكثر نرخ رشد 
m

µ12، ثابت مونود 
m

K و ضريب بازده باكتري ،Yمگي ثابت هستند ه .,iC2 هم غلظت گلوكز در جريان ورودي 

  .است

 اين در.  دارد و در حقيقت، عكس زمان پر شدن ظرف تخمير استV و حجم Q بستگي به دبي حجمي جريان Dنرخ رقيق سازي 

 استفاده Dتر است كه از  بنابر اين، منطقي. ، ممكن است تغيير كندQ، ثابت است اما دبي جريان، Vمسئله، حجم ظرف تخمير، 

  .تر براي بيان كردن ده است و هم ساQكنيم چون هم متناسب با 

وقتي كه هم ) 2(كند، و  وقتي كه فقط نرخ رقيق سازي تغيير مي) 1: ( استيتفضيلحالت  فرمول كردن اين مدل تحت دو مسئلهحال 

در هر دو . همچنين تابع تبديل مدل را در اين دو حالت بدست آوريد. كنند نرخ رقيق سازي و هم مقدار گلوكز در ورودي تغيير مي

  . خروجي هستندC2 و هم C1، هم حالت

  :توان بصورت زير نوشت در فرم برداري، مدل غيرخطي را مي. براي حل اين مسئله، واضح است كه بايد ابتدا معادلات خطي شوند



  1جزوه درسي كنترل فرايند 
  

  دكتر جعفر صادقي

 

 10- 4صفحه 

( ),
d

f D
dt

=
x

x  

]كه  ]
T

C C=x 1   و حالت متغير 2

( )
( )

( )

( )

( )
( ),

,
,

,
i

C D C
f D

f D
C C

f D D C C
Y

µ

µ

  −    
= =   

− + −   
 

x
x

x

2 1
1

2 1
2

2 2

  

و فقط نرخ رقيق سازي، ) تشاشي در سيستم وجود ندارديعني اغ(، مقدار ثابتي باشد iC2,شود كه گلوكز ورودي،  در ابتدا فرض مي

Dالبته بدون هيچ علامتي روي نمادها براي تفاوت قائل ( زير را بدست آورد توان مقادير در حالت پاياي روابط بالا مي. كند ، تغيير مي

  ):شدن با متغير مربوطه در حالت كلي

( ) ( ), ,,
i i

C
D D C C C Y C C

Y

µ
µ= − = → = −

1
2 2 1 2 2  

البته مجددا بدون هيچ علامت (انتظار داريم كه به روابط زير برسيم . كنيم اكنون حول نقطه حالت پايا دو معادله را خطي مي

  ):اند اي در شرايط پايا محاسبه گرديده ي متعيرهاي انحرافي و يادآوري اين نكته كه مشتقات پاره برااي مشخصه

. .. . S S
S S

f f f

C CC Cd D
D

C Cf f fdt

C C D

∂ ∂  ∂ 
   ∂ ∂    ∂ = +      ∂ ∂ ∂    
   ∂ ∂ ∂  

1 1 1

1 21 1

2 22 2 2

1 2

  

  :خواهيم داشت با محاسبه مشتقات جزئي

. . . .S S S S

C C
C Cd

D DC C
C Cdt

Y Y Y

µ

µ
µ µ

′ −   
      

= + = +      ′− − −   
   

Ax B

1 1
1 1

1 1
2 2

0
  

  : استC2 مشتق نرخ رشد مخصوص نسبت به بستر تخمير ′µكه 

( )

m

m

m

Kd

dC K C

µ
µ µ′ = =

+
2

2 2

  

Dµگفتيم كه در حالت پايا . گردند  در شرايط حالت پايا محاسبه ميB و Aتمام ضرايب   و در نتيجه اولين عنصر سطري و =

  .  صفر استAستوني ماتريس 

  :براي تكميل مدل فضاي حالت، معادله خروجي به صورت زير نوشته خواهد شد

C C

C C

    
= =    
    

Cx
1 1

2 2

1

1

�

�
  

2× ماتريس يكه C  مشخصاكه   .باشد  مي2

در عمل، بسيار علاقمنديم كه يك جريان بسيار غليظ از گلوكز داشته باشيم . واهد افتاد چه اتفاقي خدو ورودياكنون، بايد ببينيم با 

. توان به صورت دلخواه تغيير داد نرخ تزريق گلوكز است آنچه را كه مي. كه آن را بدرون جريان اصلي شامل ديگر اجزاء تزريق كنيم

فرض كنيد كه غلظت جريان گلوكز 
f

C2  ثابت و نرخ تزريق آن
f

q خوراك با نرخ  قابل تنظيم بوده و ديگر اجزاء موجود درq
�

 وارد 

  :غلظت موثر گلوكز در جريان ورودي برابر است با. گردد ظرف تخمير مي

,

f f f f

i

f

q C q C
C

q q Q
= =

+

2 2
2

�

  

كه 
f

Q q q= +
�

  :ل دبي جريان ورودي بوده و نرخ رقيق سازي برابر است با ك

f
q qQ

D
V V

+

= =
�  

  :توان بفرم زير نوشت معادله عمومي مدل ظرف تخمير را مي
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( ),
d

f
dt

=
x

x u  

]كه بردار متغير حالت همان  ]
T

C C=x 1 بردار ورودي  است اما 2
T

f
D D =  u
�

Dدر اينجا، .  است q V=
� �

 و 

f f
D q V= هاي اصلي و تزريقي گلوكز را  توان دبي جريان هستند، بدين مفهوم كه مي نرخ رقيق سازي متناظر با دو جريان ورودي

  : برابر است باfتابع . ها، به دلخواه تنظيم كرد براي تغيير خروجي

( )
( )

( )

( ) ( )

( )
( )

,
,

,

f

f f f

C D D C
f

f
C Cf

D C D D C
Y

µ

µ

  − +    
= =   
  − + − + 

 

x u
x u

x u

2 1
1

2 12
2 2

�

�

  

  :در حالت پايا

( )

( )
* *
, ,,

f

f f

i i

f

D D D

D C
C Y C C C

D D

µ = + =

= − =

+

2
1 2 2 2

�

�

  

  ):اي براي متغيرهاي انحرافي بدون نماد مشخصه(شوند  معادلات بدست آمده بصورت زير خطي مي

( )
. .

. .

ff
S S

S S

C
C C DC Cd

C
DC C C C Cdt

Y Y

µ

µ
µ µ

′ 
− −       

= + = +        − − −′− − −         

Ax Bu

1
1 11 1

1
2 2 2 2 2

0
�

  

  :لات مدل و بازآرايي آن تابع تبديل را بصورت زير خواهد دادتبديل لاپلاس معاد. كند معادله خروجي همانند قبل تغيير نمي

f

DC G G

DC G G

    
=     

     

1 11 12

2 21 22

�
  

  :كه توابع تبديل عبارتند از

( )

. . . .S S S S

C C
s C C C

Y Y
G

P s

µ
µ µ

′    
′− − + +       

=

1 1
1 1 2

11  

( )

( )

. . . .

f

S S S S

C C
s C C C C

Y Y
G

P s

µ
µ µ

′    
′− + − − +       

=

1 1
1 2 2 1

12  

[ ]

( )

. .
. .

S S

S S

C
C s

Y
G

P s

µ 
− +   

=

1
2

21  

( )

. .
. .

f
S S

S S

C
C C s

Y
G

P s

µ  − +    
=

1
2 2

22  

  :اي مشخصه عبارتست از و چند جمله

( )

. . . .S S S S

C C
P s s s

Y Y

µ µµ
µ

′ ′   
= + + +   

   

2 1 1  

  .تر است راحتكار با فرم فضاي حالت بمراتب  پي خواهيم برد كه  معادلات و توابع تبديل بالا،ضرايببا داشتن مقادير عددي و محاسبه 

  

پيچيده ممكن است خيلي واضح نباشد اما تئوري سيستم خطي به ما در تحليل مسائل . حل شد» يرضايتبخش « واقعي ما بصورتمثال

تواند انجام داده و حتي احساس  ميكه شما بتوانيد تجسم كنيد، بايد اعتراف كنيم كه نمايش فضاي حالت هر كاري را . كند كمك مي

  . سادگي بيشتري با استفاده از زبان نمايش فضاي حالت خواهيم داشت
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  هاي فضاي حالت خواص مدل 3- 4

  

 هدف خود در اين بخش را بر مباحثي . و ماتريس گذراي حالت است13 از تبديلاتاين بخش شامل توضيحاتي مختصر در مورد بعضي

  .كنيم متمركز خواهيم كرد كه در مقدمات جبر خطي با آن برخورد مي

  

  حل حوزه زمان 1- 3- �4

آورديم، را بدست ) 3- 2(بهمان صورتي كه معادله . توان حل كرد كه يك دستگاه معادلات ديفرانسيل است، را مي) 1-4(معادله 

   :را بصورت زير بدست آوريم) 1-4(توانيم با استفاده از تابع نمايي ماتريسي بعنوان فاكتور انتگرال، پاسخ حوزه زمان  مي

)4-10(  ( ) ( )
( )

( )
t

tt
t e e u d

τ

τ τ
−

= + ∫
AA

x x B
�

�    

) است كه اثر ورودي 14اولين جملة سمت راست تأثير شرايط اوليه است، در حاليكه جملة دوم انتگرال كانولوشن )u t را محاسبه 

  . كند مي

هموژن باشد ) 1-4(وقتي معادله . شود نكته آنكه نمايش فضاي حالت عمومي بوده و محدود به مسائل با شرايط اوليه صفر نمي

)( )u t =B    :، حل عبارتست از)0

)4-11(  ( ) ( )
t

t e=
A

x x �    

   :براي حل به اين روش خواهيم داشت. توان با استفاده از تبديل لاپلاس هم حل كرد را مي) 1-4(ادله علاوه بر اين مع

)4-12(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

t t t u dτ τ τ= + −∫x Φ x Φ B
�

�    

)كه  )tΦ شود  ده مي، دي)12-4(و ) 10- 4(با مقايسه معادلات . تعريف شده است) 6-4( ماتريس گذراي حالت است كه توسط معادله

  : كه

)4-13(  ( )
t

t e=
A

Φ    

براي مسائل . توان ماتريس گذراي حالت را بدست آورد اي ساده برخورد كنيم چگونه مي  نشان داديم كه چنانچه با مسئله7-4در مثال 

)هاي عددي براي بدست آوردن  تر، تكنيك پيچيده )tΦ لاپلاس آن  و يا حتي تبديل( )sΦشوند كه ما در اينجا از   بكار گرفته مي

  . كنيم آنها صرف نظر مي

   : و ارزيابي ماتريس گذراي حالت استAاعمال بسط تيلور تابع نمايي ) كنيم البته ما اين روش را استفاده نمي(يك روش 

)4-14(  ( )
! !

t
t e t t t= = + + + +

A
Φ I A A A

2 2 3 31 1

2 3
�    

n كه Aبراي ماتريس . توان بسطي از تابع نمايي با جملات محدود را نوشت نهايت، مي بجاي استفاده از سري بي n×است، داريم  :  

)4-15(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t n

n
t e t t t tα α α α

−

−
= = + + + +

A
Φ I A A A

2 1
1 2 1�

�    

)چالش اصلي در اينجا محاسبه ضرايب  )i
tαكنيم  است كه ما از آن صرف نظر مي.  

  

  15فرم كانوني كنترل پذير 2- 3- �4

بوده كه در مبحث كنترل » استاندارد«گفتيم كه نمايش فضاي حالت منحصر بفردي براي يك سيستم وجود ندارد اما تعدادي از آنها 

هاي استاندارد  ، امكان تبديل آن بشكل اين فرم) باشدبرقراره شرايطي در صورتي ك( حالت داده شده معادلةهر براي . شوند استفاده مي

  .در اين زيربخش دو فرم كانوني مهم را پوشش خواهيم داد. وجود دارد
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دهد كه يك ماتريس را به يك ماتريس ديگر   است كه به ما اجازه مي16تبديل همسانيد با آن آشنا شويم، يك ابزار از جبر خطي كه با

 توسط يك تبديل همسان بهم مربوط شوند، xديگري  و xاگر يك متغير حالت . ند مقادير ويژة آن تغيير نكدر حاليكه تبديل كنيم

  . شود ظر گرفته مي معادل در نx و xنمايش فضاي حالت بوجود آمده توسط 

   :nبراي يك معادله ديفرانسيل مرتبة 

)4-16(  ( ) ( ) ( )

( )
n n

n
y a y a y a y u t

−

−
+ + + + =

1 1
1 1 �

�    

   :با تعريف

)4-17(  ( ) ( ) ( ), , , , n

n
x y x y x y x y

−

= = = =
1 2 1

1 2 3 …    

   :توان بصورت زير نوشت را مي) 16-4(معادله ديفرانسيل 

)4-18(  

( )

n n

n n n

x x

x x

x x

x a x a x a x a x u t

−

−

=

=

=

= − − − − − +

1 2

2 3

1

1 1 2 2 3 1�

�

�

�

�

� �

    

   :داريم) 1-4(قرار دادن اين دستگاه معادلات در فرم ماتريسي بشكل معادله با 

)4-19(  

n

u u

a a a a
−

   
   
   
   = + = +

   
   
   − − − −   

x x Ax B

1 2 1

1

1

1

1
�

� � � � �

� � � � �

� � � � � � �

� � � � �

�

    

   :برابر است با) 2-4(و معادله خروجي معادل 

)4-20(  [ ]y = =x Cx1 � � � �    

همانطور كه از اسم آن پيداست، . گويند) 17متغير فازيا فرم كانوني  (فرم كانوني كنترل پذيررا ) 20- 4(و ) 19-4(سيستم معادلات 

 بيشتر بررسي خواهد 9در فصل (گردد   استفاده مي18اين فرم براي تحليل كنترل پذيري و طراحي سيستم كنترل بروش جابجايي قطب

  .)شد

s همان ، كهAبدليل وجود صفر در روي قطر اصلي، بسادگي معادله مشخصة ماتريس  − =I A    :آيد  است بصورت زير بدست مي�

)4-21(  n n n

n n
s a s a s a s a

− −

− −
+ + + + + =

1 2
1 2 1 �

� �    

اي مشخصه  شامل ضرايب چند جمله) 19-4( در معادله Aتوجه كنيد كه ماتريس . كاملا واضح است) 16- 4(كه با توجه به معادله 

 ماتريس همزادي را بر ()canon استفاده كنيد، تابع Matlabافزار  اگر از نرم.  گويند19همزاد اين صورت را هايي به ماتريس. است

  . گويند20فرم كانوني مشاهده پذيراين فرم را . است) 19- 4( در Aگرداند كه ترانهاده ماتريس  مي

  

  21فرم كانوني قطري 3- 3- �4

بعبارت .  تشكيل شده است، تبديل كنيمA كه از مقادير ويژة Λ 22 را به ماتريس قطريAماتريس سيستم خواهيم  در اينجا مي

  . خواهند شد23ديگر، معادلات ديفرانسيل بعد از تبديل از هم جدا

اي يافت  توان بگونه  را ميP است، ماتريس حقيقي و منفرد داراي مقادير ويژة Aكه ) 1-4(ده در براي يك دستگاه معادلات داده ش

   :كه
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)4-22(  −

= ↔ =x P x x Px
1    

)4-23(  u= +x Λx B�    

−كه در آن 

=B P B
−و  1

=Λ P AP
 هم از Pماتريس تبديل .  تشكيل شده استA يك ماتريس قطري است كه از مقادير ويژة 1

  .گويند مي فرم كانوني قطريرا ) 23-4(در كنترل معادله . گردد  تشكيل ميA ويژة بردارهاي

فرم كانوني  نتيجة تبديل، با استفاده از جبر خطي، )اي مشخصه هاي تكراري چند جمله ريشه( داراي مقادير ويژة تكراري باشد Aاگر 

−مي دارد و ماتريس تبديل  نياز به مجموعه بردارهاي ويژة عموPبطور خلاصه، ماتريس تبديل . خواهد بود24جردن

=J P AP
1 

 باشد، ماتريس تبديل λ1 داراي سه مقدار ويژة تكراري Aبراي مثال اگر .  براي ريشة تكراري خواهد بود25هاي جردن شامل بلوك

  :ممكن است بصورت زير باشد

)4-24(  ,

λ

λ

λ

 
   

= =   
    

J 0
J J

0 J

1
11

11 1
22

1

1

1

�

�

� �

    

J22 ماتريس قطري متشكل از بقيه مقادير ويژة غير تكراري ماتريس Aكنيم،   هم از اين فرم استفاده نمي9از آنجا كه در فصل .  است

   .يمكن  ميموكولجزئيات اين روش را به درس كنترل پيشرفته 

  

   براي مدلي با تابع تبديل:9-4مثال �

( )( )( )

Y

U s s s
=

+ + +

1

1 2 3
  

  . كانوني مشاهده پذير و قطري را بدست آوريدهاي  فرمMatlabبوسيله استفاده از 

  :ها عبارتست از فرمان
G=zpk([],[-1 -2 -3],1); 
S=ss(G);                 % S is the state space system 
canon(S)                 % Default is the diagonal form 
canon(S,'companion')     % This is the observable companion 

  .در اينجا از مباحث رياضي پيچيده اجتناب كرديم
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  :هاي فصل سوم پانويس

                                                 
1 State Space representation 
2 State variables 
3 Linear system theory 
4 Resolvent matrix 
5 State transition matrix 
6 Fundamental matrix 
7 Fermenter  
8 Cell mass 
9 Yeast  
10 Substrate  
11 Dilution rate 
12 Monode constant 
13 Transformation  
14 Convolution  
15 Controllable canonical form 
16 Similarity transformation 
17 Phase variable canonical form 
18 Pole-placement design 
19 Companion  
20 Observable canonical form 
21 Diagonal canonical form 
22 Diagonal matrix 
23 Decoupling  
24 Jordan canonical form 
25 Jordan blocks 
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  حلقه-هاي كنترل تك  تحليل سيستم5

  

مقدمات بحث در اينجا  .ها گفته شود مورد كنترل كنندههم در  مباحثيپس از بررسي رفتار ديناميكي فرايندها، وقت آن است كه 

سئله و طرح مة قبل از آن نياز به دانستن نحو اما . استPIDة  تمركز اوليه بر يادگيري طراحي و تنظيم كنترل كنند كهگردد مي

  .باشد حلقه بسته مية مشخصة بدست آوردن معادل

  

  :عمده مباحث اين فصل

• ��� ����	 
��� ����� �PID  

• �	 �� ���� ���� ����� ���� ��� ! "	���! #�$%&� '��   ���  

  

  

  PIDة  كنترل كنند5-1

  

ة كلاسيك از يك كنترل كنندبراي نمايش مفاهيم سيستم كنترل 

سطح  ،)1-5شكل (در اين مثال . كنيم سطح مايع استفاده مية ساد

مايع در داخل يك مخزن اندازه گيري شده و اطلاعات بدست آمده 

باز شدن شير خروجي بمنطور ثابت نگه داشتن ة براي تنظيم نحو

) مقدار مرجع يا مقدار مقرر(سطح مايع در مقداري مشخص 

گيري  متغير اندازهدر اين مورد، سطح مايع هم . گردد ياستفاده م

- آنها در يك سيستم تك( است متغير كنترل شونده و هم شده

بر اين مبنا، متغير كنترل ). برابرند) SISO(خروجي - ورودي تك

يك . متغير خروجي هستهمان  SISOشونده در يك سيستم 

ترل كني كه قرار است كنترل شود بعلاوه فرايند به سيستم

  .شود ها، گفته مي  و ملحقات همراه آنها نظير حسگرها و محرككننده

sفرض كنيد هدف نگه داشتن سطح مايع در مقدار مقرر، 
h باشد و تغيير ناگهاني در دبي جريان ورودي ،

i
q) بار  و يا اغتشاش

sافزايش دهد كه انحرافي معادل طوري ، را hارتفاع مايع، ) ناخواسته
h h h= − > اين . داشته باشيمدر سطح مايع درون تانك  �

 كنترل در اينجا، فرض كنيد كه. تواند برطرف گردد مي)  جريان خروجي»R «يا كاهش مقاومت(انحراف با باز كردن شير خروجي 

منطقي خواهد بود اگر فرض شود كه علامت فرستاده شده توسط . كننده سطح علائمي مناسب به شير بفرستد تا اين كار را انجام دهد

)كنترل كننده،  )p tتابعي از مقدار انحراف باشد ،.  

گردد،   كه بصورت زير تعريف ميخطالازم بر مبناي ي كنترل است، تصميم منفي اعمال پسخور  سيستم كنترل،از انجائي كه هدف

  .خواهد بود

( ) ( ) ( )
s

e t h t h t= −  

  خروجي كنترل كننده بصورت). 2- 5شكل (كه خطا با اين تعريف مقدار انحراف با علامت منفي خواهد بود 

)5-1(  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
s s s

p t p f e t p f h t h t= + = + −    

)از خطا،  تابعي fاست كه  )e t ، و بودهs
p و ياوقتي كه انحراف صفر است(باشد  مي علامت خروجي كنترل كننده در حالت پايا  

h = توابع كنترل . شود ل ناميده ميقوانين كنتركه  آنچه – است قابل قبولما در اينجا تعيين توابع كنترلي مناسب و ة وظيف .)�

هاي آتي توضيح داده خواهد شد، اما اگر خواننده مايل باشد بداند چگونه سيستم كنترل كنار هم  هاي كلاسيك در زير بخش كننده

  .  را مطالعه نمايد2- 5تواند ابتدا بخش  شود، مي چيده مي

  
  نمايي از يك سيستم كنترل سطح مايع: 1- 5شكل 



  1جزوه درسي كنترل فرايند 
  

  دكتر جعفر صادقي

 

 2- 5صفحه 

  

   كنترل تناسبي�5-1-1

)متناسب با خطا، ) همان خروجي كنترل كننده (ترين تصور آن است كه علائم جبراني ساده )e tباشد ،:   

)5-2(  ( ) ( ) ( ) ( )
s s s

c c
p t p K e t p K h t h t = + = + −     

c
K واضح است كه . شود  كنترل كننده خوانده ميتناسبية بهر

c
K» ميزان جبران– كند كنترل كننده را تعيين مي» حساسيت  

  .  براي تغيير داده شده در خطامورد نياز

بنابر .  هستندمثبتتناسبي ة هاي موجود در بازار داراي بهر تمام كنترل كننده

ده ، خروجي كنترل كنن) را ببينيد2- 5شكل (اين، بدليل استفاده از پسخور منفي 

در مثال كنترل سطح مايع، . كند  متغير كنترل شونده تغيير ميجهت خلافدر 

sمقداراز  h مقدار اگر دبي جريان ورودي تغيير كند بطوري كه
h بيشتر گردد ،

e < s بوده و بناچار �
p p<در . يابد ؛ يعني خروجي كنترل كننده كاهش مي

اين حالت، بدليل نياز به افزايش دبي جريان خروجي از تانك، بايد شيري انتخاب 

مقاومت (يا خريداري شود كه كاهش علائم روي آن بمعناي باز كردن شير باشد 

(حالت يكنواخت ة از لحاظ رياضي، اين شير بهر). در مقابل جريان كم شود
v

K− (منفي بايد داشته باشد.  

در اين حالت، ما به كنترل  داشته باشد چه بايد كرد؟ )افزايش علائم باعث باز شدن شير شود (مثبتة  بهر،حال اگر شير كنترل موجود

از نظر .  معكوس كردن علائم هستندجهت» كليدي«هاي تجاري موجود داراي  كنترل كننده.  نياز داريممنفيتناسبي ة اي با بهر كننده

): شود جبراني كنترل كننده عوض مية رياضي، علامت جمل )
s

c
p t p K e= −.  

tشود كه در  كنترل نتيجه مية از تعريف يك مسئل = s  پس خطايي وجود ندارد،�
e = ود خطا خواهد و مقدار انحراف خطا برابر خ �

  :بود

( ) ( )
s

e t e t e= − ( )e t=  

و بازآرايي معادله، ارتباط بين متغيرهاي انحرافي خطا و علائم ) 2-5(ة با جايگذاري مقدار انحرافي خطا به جاي خود خطا در معادل

  :كنترل بصورت زير خواهد بود

( ) ( ) ( ) ( )
s s

c c
p t p K e t e p t K e t − = − → =   

   :برابر است باتناسبي ة و تابع تبديل يك كنترل كنند

)5-3(  ( )
( )

( )
c c

P s
G s K

E s
= =    

)زيرا (تناسبي بدون بعد است ة عموما، بهر )p t و ( )e tتناسبي از ة ها بجاي بهر بسياري از سازندگان كنترل كننده).  هم بعد هستند

   :شود رت زير تعريف ميكنند كه بصو استفاده مي 1باند تناسبيدرصد 

)5-2(  
c

PB
K

=
1��

    

اي است كه اگر خطا در آن   بعنوان محدودهPB.  بالا خواهد بودPBتناسبي پايين معادل ة  پايين و بهرPBتناسبي بالا معادل ة بهر

  .گيرد ه قرار بگيرد، خروجي كنترل كننده بين حداقل و حداكثر آن قرار ميمحدود

سيك اين يك حسن كنترل كلا. هر نوع كنترل كننده بحث خواهد شدمربوط به قبل از هرگونه تحليل جدي، چند خصوصيت كيفي 

  .شاهدات كيفي را تأييد خواهند كردهاي بعدي م تحليل.  دادرائهتفسير فيزيكي ااز الگوريتم كنترلي توان بسادگي  است كه مي

  

  مشخصات كيفي عمومي كنترل تناسبي

  
جمع كننده در ة اطلاعات اطراف نقط: 2- 5شكل 

  سيستم پسخور منفي



  1جزوه درسي كنترل فرايند 
  

  دكتر جعفر صادقي

 

 3- 5صفحه 

باة كنترل كنند. تناسبي پاسخ يك فرايند را بهبود داده و سرعت بيشتري ببخشدة رود كه كنترل كنند انتظار مي •
c

K ،بزرگتر 

اگر . سريعتر و حساستر نسبت به جبران خطاي داده شده خواهد بود
c

Kرود كه سيستم كنترل   خيلي بزرگ شود، انتظار مي

 !رود سيستم هم مي ناپايداري نامكادر بدترين حالت . بيش از حد واكنش نشان داده و به پاسخ نوساني بيانجامد

تاژ و يا جريان محدودي است، و يا شير  داراي ول،)مثلا يك تقويت كننده(كنترل كننده . هايي دارد  مكانيزم كنترل محدوديتهر •

شود سيستم كنترل  در اين حدود گفته مي. دهد مين دبي جريان را عبور ي خاص، مقداربيش ازكنترل وقتي كاملا باز است 

 .  شده است2اشباع

ن رفتار را در تحليل دقيق دليل اي. باشد) 4افت كنترل (3خطاي ماندگارتناسبي داراي ة رود كه يك كنترل كنند انتظار مي •

جديدي به مقدار فرض كنيد كه مقدار مقرر . توان گفت چرا در اينجا با يك تحليل بسيار ساده مي. هاي بعدي خواهيد ديد بخش

sقاعدتا بايد علائم خروجي كنترل كننده، . تغيير يابد

c
p p K e= s، از مقدار حالت پاياي اوليه، +

p به مقدار حالت پاياي ،

s متفاوت از pبراي آنكه . ، تغيير كندpجديد، 
p ،باشد، بايد مقدار نهايي خطا eبايد غير صفر باشد ،. 

يا مهم (كافي كوچك باشد ة اگر افت كنترل به انداز .تناسبي را در نظر بگيريدة نترل كنندكنترل، ابتدا يك كة  يك مسئلحلبراي  •

حتي در صورت عدم !). اتمام زودرس( چيزي باشد كه نياز داريد آنة اين ممكن است همكافي سريع، ة و پاسخ به انداز) نباشد

 .كند ما در مراحل بعدي كمك ميشاقناع، اين تحليل به 

  

  )PI(انتگرالي -ل تناسبي كنتر�5-1-2

خطا، خروجي كنترل ة گذشتبعبارت ديگر، بر مبناي . كنيم گير در كنترل كننده را تعريف مي براي حذف افت كنترل، عملگر انتگرال

  :گردد كننده بصورت زير جبران مي

( ) ( )
( )

( )

t

I I

P s
p t e t dt

E s sτ τ

= → =∫
1 1

�

  

به 
I

τ هاي موجود در بازار معمولا  در كنترل كننده. شود  گفته مي5ثابت زماني انتگرال
I

τ1نرخ گردد كه به آن   استفاده مي

  .شود نيز گفته مي) تكرار در دقيقه (6بازنشاني

tعملگر انتگرال تمامي مقادير خطا از  = تگرال خطا صفر نخواهد بود ولو اينكه مقدار بنابر اين ان. كند  تا زمان حاضر را با هم جمع مي�

بالنتيجه، عملگر انتگرال . مقدار انتگرال خطا كم خواهد شداگر مقدار خطا تغيير علامت داشته باشد، بعلاوه، . اي خطا صفر باشد لحظه

ل حلقه بسته كم ميرا شود سيستم كنترل بيش از اندازه جبران شده و نوساني گردد؛ بدين مفهوم كه پاسخ سيستم كنتر باعث مي

  .بزرگ شود، ممكن است سيستم كنترل ناپايدار گرددبيشتر اگر عملگر انتگرال از حدي . خواهد گرديد

معادله .  استفاده شودانتگرالي-تناسبيمعمول آنست كه بصورت . شود در عمل، تقريبا عملگر انتگرال هيچوقت به تنهايي استفاده نمي

   :فرم زير خواهد بودزمان و تابع تبديل آن بة حوز

)5-5(  ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

t

c c c

I I

P s
p t K e t e t dt G s K

E s sτ τ

   
= + → = = +   

   
∫

1 1
1

�

    

 موقعيتي كه به آن –شود تا كنترل كننده اشباع شود  انتگرال بزرگ مية در عمل وقتي خطا در مدت زماني معين حذف نشود، جمل

در حالتي .  مقدار مقرر اتفاق بيفتداين حالت ممكن است طي عمليات راه اندازي و يا تغييرات شديد در. شود  گفته مي7پايان انتگرال

هستند كه » 8پايان انتگرال-ضد«هاي صنعتي داراي  بسياري از كنترل كننده. افتد  اين اتفاق احتمالا مي، كم باشد همتناسبية  بهركه

  . گردد بطور موقت عملگر انتگرال در هنگام اشباع شدن خروجي متوقف مي

براي آنكه مختصرا توضيح . شود كه خطاهاي كوچك تشخيص داده شوند و حذف گردند  ميدر بحث محاسن اما، عملگر انتگرال باعث

اگر . گرديم تناسبي داديم برمية شود، به توضيحي كه در مورد كنترل كنند دهيم كه چرا عملگر انتگرال باعث حذف افت كنترل مي

eهدف  = s از  بايددار خروجي كنترل كننده در شرايط حالت پاياي جديد باشد و مق�
p به p ،اي   كنترل كننده جملهدربايد  برسد

اين بدان معني است كه با افزايش زمان . اين مقدار تأمين شده است) 5- 5(ة در اينجا با عملگر انتگرال در معادل. ته باشيمغير صفر داش

  .دهد كه صفر شود گرال غير صفر بوده و به خطاي حالت پاياي جديد اجازه ميمقدار انت

  



  1جزوه درسي كنترل فرايند 
  

  دكتر جعفر صادقي

 

 4- 5صفحه 

  PIمشخصات كيفي عمومي كنترل 

• PIة اگر در طراحي انجام شده ميزان افت كنترل زياد باشد، بايد از كنترل كنند. تواند افت كنترل را حذف كند  ميPI استفاده 

 .گردد

پاسخ نوساني ممكن است زمان خيز . دن بيشتر پاسخ سيستم كنترل همراه استنوساني شة حذف افت كنترل معمولا با هزين •

 .آن فرارفت بزرگ و زمان نشست طولاني استة كوچكي داشته باشد، اما جريم

در حقيقت، معمولا با افزايش عملگر انتگرال . تناسبي بايد دقت كافي مبذول نمودة بدليل رفتار ذاتي كم ميرا، در مورد انتخاب بهر •

 .تناسبي آنرا كاهش دادة  بايد بهر، كنترل كنندهبه

  

  )PD(مشتقي - كنترل تناسبي�5-1-3

Cوقتي كه دماي راكتوري با نرخ  s1 �

� C يا � s1 خواهيم  ما بطريقي مي. كند، ما بايد بطور متفاوتي به آن پاسخ دهيم  تغيير مي�

هاي تناسبي و انتگرالي كه بر مبناي خطا در حال و  نترلكبر خلاف . رده و تصحيحات را متناسبا انجام دهيمك» پيش بيني«خطا را 

  :توانيم بنويسيم مي. گير بر مبناي چگونگي تغيير خطا با زمان است مشتقة گذشته هستند، كنترل كنند

( )
( ) ( )

( )
D D

de t P s
p t s

dt E s
τ τ= → =  

كه 
D

τ است9اني مشتقثابت زم  .  

بدليل تناسب با نرخ تغييرات، پاسخ . ، خروجي كنترل كننده صفر است)حتي غير صفر(در اينجا وقتي كه خطا مقدار ثابتي بماند 

تغيير بطور ناگهاني اگر تغيير ناگهاني در خطا اتفاق بيفتد، خصوصا وقتي كه مقدار مقرر . كنترل كننده به نويز بسيار حساس است

  .شود ناميده مي 10پس زدن مشتق آنچه كه در عمل –پاسخ كنترل كننده بطور غير قابل باوري بزرگ است كند،  مي

آن بصورت كنترل از  شكل استفاده ترين ساده. شود عملگر مشتقي هم مشابه عملگر انتگرالي تقريبا هيچوقت به تنهايي استفاده نمي

   :بفرم زير است» آل  هايد «PDة  كنترل كنند يكبديلزمان و تابع تة حوزة معادل.  است)PD(مشتقي -تناسبي

)5-6(  ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
[ ]c D c c D

de t P s
p t K e t G s K s

dt E s
τ τ

 
= + → = = + 
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هاي  كنترل كننده. آل را انجام دهد ممكن نيست كه عمل مشتقي ايده) خواه نيوماتيك يا مدار الكتريكي(اي  در عمل، ساخت وسيله

PD شوند رح مي طفاز پس/فاز بصورت عناصر پيش!) حقيقي( موجود در بازار:   

)5-6(  ( )
( )

( )

D

c c

D

P s s
G s K

E s s

τ

ατ

 +
= =  

+ 

1

1
    

/ عددي كوچك است، به عنوان نمونه αكه  /α≤ ≤5 2� � �.  

تن  از ياد گرفپسا، هبعد. به تابع تبديل مشتق افزوده شده است) در مقايسه با صفر(در نتيجه، يك قطب با مقدار حقيقي بسيار بزرگ 

اينكه چرا به اين كسر عنصر . ها و تحليل پاسخ فركانسي، توضيحات بيشتري در مورد اين حالت كسري خواهيم داد مكان هندسي ريشه

  .آل ترجيح دارد  ايدهPD است كه بر جالبيخواهيم ديد كه اين استراتژي . گوئيم  ميفاز پس/فاز پيش

ناگهاني در پاسخ به تغييرات ة ضرب(براي كاهش اثر پس زدن مشتق 

تواند بر مبناي نرخ تغيير متغير كنترل  ، عمل مشتق مي)مقدار مقرر

يك كاربرد . باشد تا نرخ تغيير در خطا) اندازه گيري شده(شونده 

ن روش، عملگر با اي .شود  ديده مي3- 5فرم در شكل محتمل اين 

كند كه  مشتق تغييرات مقدار مقرر را در نظر نگرفته و فقط تلاش مي

  .مقدار اندازه گيري شده را ثابت نگه دارد

  

  خصوصيات كيفي عمومي كنترل مشتقي

 .هايي تأخير زياد دارند و يا نويزي هستند مناسب نيست  براي سيستمPDكنترل  •

  
  گيري شده مشتقي در مقدار اندازهاستفاده از عملگر : 3- 5شكل 



  1جزوه درسي كنترل فرايند 
  

  دكتر جعفر صادقي

 

 5- 5صفحه 

 PIبنابر اين اضافه كردن عملگر مشتق به كنترل .  جملات تناسبي و يا انتگرالي باشدتواند بر خلاف علامت نرخ تغييرات خطا مي •

 ممكن است پاسخ سيستم را با كاهش نوسانات و فرارفت PDكنترل . ممكن است بر خلاف جبرانسازي بيش از حد آن عمل كند

 .) از اين جمله ساده استتر تر در آينده نشان خواهد داد كه مسئله پيچيده محاسبات دقيق. (بهبود ببخشد

بيش  PI اگر  مشابهاواستفاده شود  PD از ، ممكن است)ي نداشته باشدافت كنترل قابل قبول(كند ناگر كنترل تناسبي بخوبي كار  •

اجازه استفاده از ) مشتق گير(اضافي ة عملگر پايدار كنند.  گرددتوصيه PI بجاي PIDممكن است ، كند و يا نوساني باشداز حد 

 .دبوسيستم خواهد تندتر دهد كه نتيجه آن پاسخ  هاي تناسبي بالاتر را مي هبهر

  

  )PID(مشتقي - انتگرالي- كنترل تناسبي�5-1-4

زمان و تابع تبديل يك ة حوزة معادل. بوجود خواهد آمد) سه عملگر (PIDة نهايتا، با قرار دادن هر سه جزء كنار هم يك كنترل كنند

   :بفرم زير است» آل  ايده «PIDة كنترل كنند

)5-8(  

( ) ( ) ( )
( )

( )

t

c D

I

I D I

c c D c

I I

de t
p t K e t e t dt

dt

s s
G s K s K

s s

τ

τ

τ τ τ
τ

τ τ

 
= + + 

 

  + +
= + + = 

 

∫
2

1

11
1

�

    

   :آيند هاي انتگرالي و مشتقي بدست مي تناسبي در پرانتز، بهرهة علاوه بر اين با ضرب كردن بهر
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اما بدليل ساده بودن . عمل قابل ساختن نيستدر » آل ايده «PIDة بالاتر در صورت، كنترل كنندة اي با درج بدليل داشتن چند جمله 

توان   نيز ميPDاين جمله را در مورد كنترل كننده . كنيم دهد، از آن استفاده مي جبري اين ساختار و مهمتر اينكه ديد خوبي به ما مي

  . استفاده كرد

ك امكان تغيير عملگر مشتق است بدين ي. سازند را بصور مختلف مي» آل ايده «PIDة  كنترل كنند،در واقعيت، سازندگان مختلف

   :صورت كه
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   : استPIي با سر واقعي وجود دارد استفاده از مشتق بصورت PIDاجراي ديگري كه براي 
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پسخور ة  در حلقفاز پس/فاز اي حذف پس زدن مشتق، عنصر پيشبر. شود  سري ناميده ميPID تداخلي يا PIDاين تركيب همچنين 

  .شود بسته مي) كنترل شده(گيري شده  بر روي متغير اندازه

  

   تابع تبديل حلقه بسته5-2

  

اي  سپس، جعبه به جعبه درون نمودار جعبه. آوريم  كاملا عمومي را بدست ميSISOابتدا تابع تبديل حلقه بسته براي يك سيستم 

) ابعاد (ييكي از مهمترين جزئيات، واحدها. مكني  اطلاعاتي كه براي سنتز و طراحي يك سيستم كنترل لازم را استخراج ميرفته و

  .خواص فيزيكي است

  

  



  1جزوه درسي كنترل فرايند 
  

  دكتر جعفر صادقي

 

 6- 5صفحه 

  اي مشخصه  تابع تبديل حلقه بسته و چند جمله�5-2-1

مجددا تانك گرمكن همزن دار  

ا در نظر بگيريد، اين بار در ر

  ).4-5شكل (حالت حلقه بسته 

تواند از  درجه حرارت تانك مي

يي نظير درجه حرارت متغيرها

  درجه حرارتجريان ورودي،

 دبي جريان  يا بخار وكويل

با برگشت . ورودي تأثير بپذيرد

به فصل دوم، توابع تبديل براي 

 49- 2(ة معادلة تبديل لاپلاس، تغيير در درجه حرارت تانك بوسيلة در حوز. ست آورديمبخار را بدكويل درجه حرارت جريان ورودي و 

   :بصورت زير است) ب

)5-10(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L i p H
T s G s T s G s T s= +    

بخار هر دو ورودي كويل درجه حرارت جريان ورودي و . دقت كنيد» ورودي«در مورد لفظ بكار رفته براي . اين همان مدل فرايند است

  .سيستم استة يكي از آنها متغير كنترل كنند. ايند هستند، اما لزوما هر دو ورودي به سيستم نيستندبه فر

 لذا بايد تصميم بگيريم كه كداميك؟ از آنجا كه هدف شته باشيم،يك متغير كنترل كننده دامي توانيم ، ما فقط SISOدر يك سيستم 

، كويل بخارارت كنترل درجه حرارت تانك است، معقول است كه درجه حر
H

T براي اين منظور در نظر گرفته شود تا درجه حرارت ،

كه ) كه در فصل دوم گفتيم(توانيم از راه ادراك شهودي فيزيكي به اين تصميم برسيم، و يا بر مبناي اين حقيقت  ما مي. جريان ورودي

ن سيستم كنترل، اي ياربنابر اين ب. دفرايندي بزرگتري دارة  بهركويل بخاردرجه حرارت 
H

T 11متغير كنترل كننده بعنوان) M ( در

شود كه توسط تابع محرك  نظر گرفته مي
a

G و علائم كنترلي Pانك، درجه حرارت ت. گردد  مديريت ميT متغير (، خروجي سيستم

ورودي سيستم مقدار مقرر، . است) Cة كنترل شوند
sp

T ،) يا مرجعR (– باشد  مي– همان درجه حرارت مطلوب حالت پايا.  

در اين مثال، متغير بار درجه حرارت . هستند) اغتشاش( پاسخ حلقه بسته تأثير دارند، به عنوان بار ناخواسته هايي كه بر ديگر ورودي

جريان ورودي، 
i

Tحالا شايد علت اينكه دو تابع تبديل با نمادهاي . ، است
p

G و 
L

Gنكته مهم آنست . اند، مشخص گردد  شده معرفي

  . براي فرايند و سيستم كنترل با هم متفاوتند»ورودي«كه 

براي بقيه حلقه كنترل، 
c

Gيا مبدل علائم(گير   تابع تبديل كنترل كننده و تابع تبديل عنصر اندازه (
m

Gاي در نمودار جعبه.  است 

  يكنواختحالتة بهر
m

G كه برابر 
m

Kتوانند مقايسه  جمع كننده متغيرهايي مية در نقطنكته آنست كه .  است نشان داده نشده است

ست، در  يكي اCلذا مقدار مقرر كه از نظر ابعادي با . شوند كه هم بعد باشند
m

K گيري شده  شود تا هم بعد مقدار اندازه مي ضرب

استفاده از . گردد
m

K و واحد ) بعنوان مقدار مقرر(به كنترل كننده » داده شده« صرفا بدليل تبديل واحدي كه بين واحد مقدار

  .شود، لازم استمقداري كه بايد در مقايسه كننده استفاده 

 در sخواندن بهتر از نوشتن تابعيت مورد و  جلوگيري از شلوغ شدن بيبراي . خواسته بعدي بدست آوردن تابع تبديل حلقه بسته است

  :جمع كننده داريمة حول نقط. كنيم توابع تبديل خودداري مي

m m
E K R G C= −  

  :و حول فرايند

( )c a p L
C G G G E G L= +  

  :Eبا جايگذاري 

( )c a p m m L
C G G G K R G C G L= − +  

   :بالاة و بازآرايي معادل

  
  SISOاي يك سيستم حلقه بسته  نمودار جعبه: 4- 5شكل 



  1جزوه درسي كنترل فرايند 
  

  دكتر جعفر صادقي

 

 7- 5صفحه 
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كه توابع تبديل حلقه بسته 
sp

G و 
load

Gهاي به سيستم كنترل عبارتند از مقدار  ، ورودي)11-5(ة بر مبناي معادل. دهد  را نتيجه مي

اولين تابع تبديل .  خروجي سيستم است همC ؛ متغير كنترل شوندهL ر و متغير باRمقرر 
sp

G اثرات تغيير مقدار مقرر در 

تابع تبديل دوم . گويند  هم مي ورودي12دهد كه به آن تابع تعقيب فرمان  نشان ميخروجي را
load

G اثرات تغيير اغتشاش در خروجي 

  .دهد را نشان مي

   :شود  مديريت ميحلقه بستهة مشخصة معادلة  بوسيلپايداري سيستممهم آنست كه ة نكت

)5-12(  
m c a p

G G G G+ =1 �    

ها از نماد مخفف  در بسياري از كتاب.  استمشابه) تغيير در مقدار مقرر و يا بار( دو حالت پيش گفته كه براي هر

OL m c a p
G G G G G=ها در مسير  اي منفصل شود همه اين جعبه شود چرا كه اگر حلقه از نقطه  براي تابع تبديل حلقه باز استفاده مي

به  .گيرند قرار مي
c a p

G G Gشود  تابع تبديل مسير پيشخور گفته مي.  

دو احتمال بشرح ذيل ممكن است .  صورت گيرد همزمان براي مقدار مقرر و بارSISOهاي  افتد كه تحليل سيستم بندرت اتفاق مي

  :بوجود آيد

L(تغيير در مقدار مقرر وقتي اغتشاشي وجود ندارد : 13سرووة مسئل )1( = ؛ )�
sp

C G R= . بدين مفهوم كه (بصورت آرماني

C: ، ما بدنبال تعقيب مقدار مقرر بصورت صد در صد هستيم)در واقعيت بصورت كامل دست نيافتني است R= .يادآوري :

  .متغيرها انحرافي هستند

R(حالي كه مقدار مقرر ثابت است تغيير در اغتشاش در : 14تنظيمة مسئل )2( = ؛ )�
load

C G L=. هدف حذف اغتشاشات 

Cبصورت آرماني، مي خواهيم . است يعني نگه داري خروجي سيستم در مقدار مقرر عليرغم تغيير اغتشاشات = ، بعبارت �

 .بهتر حذف كامل اغتشاش

  

   و كنترل كننده را انتخاب كنيم؟15 چطور متغيرهاي كنترل شونده�5-2-2

ساده براي ة در اينجا چند ايد. اما در عمل مسئله كاملا متفاوت است. گردند متغيرها بيان مية در مسائل تكليفي شما براي كار، هم

  :شود تصميم سازي بيان مي

  :انتخاب متغير كنترل شونده

 .)براي مثال درجه حرارت يك يخچال. (شوند ه ديكته ميخود مسئلة آنها كه بوسيل •

 .آنها كه خود تنظيم نيستند •

 .آنها كه ممكن است قيود تجهيزات يا فرايند را نقض كنند •

  .)براي مثال درجه حرارت يك راكتور روي بازده آن اثر دارد. (آنها كه ممكن است با متغيرهاي ديگر تداخل ايجاد كنند •

  :كنندهانتخاب متغير كنترل 

 .آنها كه اثر مستقيم بر روي فرايند دارند بخصوص بر روي متغير كنترل شونده •

 )حساسيت خوب. (حالت يكنواخت بزرگي دارندة آنها كه بهر •

 .آنها كه تأخير زماني ندارند •

 .هاي كنترل تداخلي ندارند آنها كه با ديگر حلقه •

  . بار هستندSISOمتغيرهاي ورودي در يك سيستم ة يبعد از انتخاب متغيرهاي كنترل شونده و كنترل كننده، بق

  

   سنتز سيستم كنترل تك حلقه�5-2-3 

) بعد(تر به توابع تبديل و واحد  حالا نگاهي دقيق. ويمر ن دار، به درون آن ميهمزاكنون با در نظر گرفتن مجدد سيستم تانك گرمكن  

  ).5- 5شكل (ندازيم ا آنها مي



  1جزوه درسي كنترل فرايند 
  

  دكتر جعفر صادقي

 

 8- 5صفحه 

  

 مدل فرايند ◊

» 16شناسايي فرايند«اولين مورد 

يا تابع تبديل فرايند را بر . است

مبناي اصول علمي و مهندسي 

آوريم، يا بسادگي با  بدست مي

انجام يك آزمايش پله، مدلي را 

- هاي ورودي بر اساس داده

 بر اساس. دهيم خروجي ارائه مي

هر كدام از روشها، نياز به 

متغيرها ة بقي. سپس نياز به انتخاب متغير كنترل كننده داريم. گيري شود گيري در مورد متغير كنترل شونده است كه بايد اندازه تصميم

  .شوند بعنوان اغتشاش شناخته مي

. ي به منظور كنترل دماي تانك استفاده كنيمدانيم كه بايد از درجه حرارت كويل حرارت ن دار، بخوبي ميزدر مورد تانك گرمكن هم

تابع تبديل 
p

Gتشاش غدر اين مثال ساده، تنها متغير باقيمانده يعني درجه حرارت جريان ورودي ا.  بر اين مبنا تعريف شده است

است و تابع تبديل بار 
L

Gداريم)  ب49-2(ة  و معادل2-8-2بخش از .  متناظرا تعريف شده است:   

)5-13(  pL

L i p H i H

p p

KK
T G T G T T T

s sτ τ

   
= + = +      + +   1 1

    

مايع، ظرفيت حرارتي، ضريب انتقال ة حالت يكنواخت و ثابت زماني به مقادير دبي جريان، دانسيتة دانيم كه بهر از همان بخش، مي

كارهاي لازم ة  فرض كنيد هم.كنيم حرارت صرف نظر ميبراي جلوگيري از شلوغي، از تحليل انتقال . حرارت و غيره، بستگي دارند

p/: ايم انجام شده و به مقادير زير رسيده
K C C= 85 � �

min و �
p

τ = 2�.  

  

 علائمة فرستند ◊

) 18علائمة گر و فرستند شامل حساي بسته (17اگر مبدل علائم. بمحض دانستن متغير كنترل شونده، بايد بنحوي آن را اندازه گيري كرد

دوري در پايين دست جريان قرار گرفته و يا خيلي خوب ايزوله شده باشد و پاسخ هم كند باشد، تابع تبديل عنصر اندازه گير ة در فاصل

   :ممكن است بصورت زير باشد

)5-14(  
d

t s

m m

m

m

T K e
G

T sτ
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= =
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m
Kگيري مبدل،  اندازهة  بهر

m
τ ثابت زماني آن و 

d
tدر بدترين حالت، حسگر ممكن است . دهند  مقدار تأخير انتقالي را نشان مي

  .ايط عملياتي تغيير كندگيري با تغيير شر اندازهة بهره  كغيرخطي باشد بدين مفهوم

/استفاده كرد كه داراي تفكيك پذيري توان از يك ترموكوپل  براي درجه حرارت، مي mV C5 �

� توان از يك  هميشه مي. ( است�

RTD19تغييرات خروجي اين ترموكوپل براي .)  براي تفكيك پذيري و پاسخ بهتر استفاده كردA/D 12 بيت بسيار كم است و نياز به 

 در بازار موجود است و نياز 21اي بصورت بسته) شامل حسگر و فرستنده(ها  در عمل مبدل.  براي تقويت علائم دارد20يك تقويت كننده

  .  ميلي آمپر هستند�2 تا 4 ولت يا 1 تا �بسياري از آنها داراي خروجي . دانستن اطلاعات تك تك اجزاء نيستبه 

  آنگيري اندازهة اي داخلي داشته باشد كه بهر درجه حرارت تقويت كنندهة تندكلام، فرض كنيد فرسة براي جلوگيري از اطال

m
K mV C= 5 گير برابر  تابع تبديل عنصر اندازه. فرض كنيد تأخير زماني وجود نداشته و پاسخ ترموكوپل هم سريع است.  باشد�

  :است با

m m
G K mV C= = 5 �  

اگر اين منحني خطي باشد شيب آن و اگر غير خطي باشد شيب خط . شيب منحني كاليبراسيون است شده گيري هاندازمقدار ة اين بهر

  .مماس خواهد بود

  
   ابعاد فيريكي بهمراه نمايشSISOيك سيستم حلقه بستة اي  نمودار جعبه: 5- 5شكل 



  1جزوه درسي كنترل فرايند 
  

  دكتر جعفر صادقي

 

 9- 5صفحه 

  

 كنترل كننده ◊

 آن اطلاع دقيقي  داخلكه از (22سياهة شود كه يك كامپيوتر يا يك جعب نترل كننده فرستاده ميكعلائم تقويت شده از فرستنده به 

 يا PIDة ين باره بيشتر از اين چيزي براي گفتن در حال حاضر وجود ندارد بجز آنكه چيزي شبيه يك كنترل كننددر ا. است) نداريم

  .افزار كامپيوتري و مدار حدواسط آن است يك نرم

Cفيريكي مانند ) ابعاد(دستگاه كنترل كننده واحدهاي  در جلوي كنيم كه مييادآوري 
 مبناي صفر تا رالبته تعدادي ب(د  وجود دار�

به . تبديل كند) مثلا الكتريكي(وقتي مقدار مقرر روي دستگاه تغيير كند، كنترل كننده بايد آنرا به علائم ديگري ).  درصد هستندصد

همين دليل 
m

K معرفي شده است5-5 بعنوان جزئي از كنترل كننده در شكل .  

  

 ترلشير كن/محرك ◊

تغييرات متغير كنترل كننده كار ة بايد محركي را يافت كه در محدود. در نهايت، طراحي يك محرك مناسب درد سري بزرگ است

در پس . كند، پاسخي سريعتر از فرايند داشته و راهي جهت اتصال كنترل كننده با آن وجود داشته باشد
a

G زيادي است كه اطلاعات 

   .طراحي شده و بدست آيدايد ب

 اگر سيستم از كار بيفتد،  بعبارت ديگر،.باشد 23ايمن سيستم بايد. در مثال تانك گرمكن همزن دار، چندين توضيح بايد اضافه شود

ژي  لازم است بدين معني كه شير براي باز شدن انر24بسته-قطعپس يك شير . شود بايد مطمئن بود كه حرارت بيشتري وارد تانك نمي

اگر درجه : توانيم اينطور در نظر بگيريم كه ما مي.  بعبارت ديگر بهره شير مثبت است.ماند  ميبسته انرژي قطع و در صورت لازم دارد

يابد، بنابر اين شير باز   ميافزايشتناسبي مثبت، خروجي كنترل كننده ة با يك بهر. شود  شود، خطا زياد ميكمترحرارت از مقدار مقرر 

  شود؟ اما شير چگونه بدون انرژي خودبخود بسته مي. گردد بندد و بخار قطع مي اگر در فرايند ناگهان برق قطع شود، شير مي. شود مي

 بسته نگه ممكن است براي اين حالت پيشنهاد شود كه برق اضطراري يا يك فنر كه شير را. در اينجا لازم است توضيح دوم ارائه شود

استفاده ) كنند كه با هواي فشرده كار مي (25دارد طراحي شود، اما بدليل كاهش اثرات زيانبار آتش، در صنايع از شيرهاي نيوماتيك

psig−3شود كه با علائم فشاري بين  مي mA−4سيگنال الكتريكي خروجي از كنترل كننده معمولا . كنند  كار مي15 .  است�2

بنابر اين در بيشتر موارد، يك . علائم جرياني نسبت به علائم ولتاژ براي ارسال در مسيرهاي طولاني، كمتر مستعد تغيير با نويز هستند

  .گيرد بين خروجي كنترل كننده و محرك شير قرار مي) I/P (26فشار- به-مبدل جريان

تحليل مناسب اين ارتباط شامل . كنيم تر مي  مسئله را پيچيدهجه حرارت كويل حرارتيدست آخر، با ارتباط دادن جريان بخار به در

شير را ة دهيم تا بهر واقعي، چند فرض انجام مية براي جلوگيري از محاسبات پيچيد. شود انرژي به خواننده واگذار مية معادلات موازن

  :بدست آوريم

تبديل ( تبديل علائم خروجي كنترل كننده به علائم مورد نياز شير مناسب و مبدل مناسبي براية فرض كنيد تقويت كنند )1(

  .در دست است) علائم الكتريكي به دبي جريان

 . خطي با ميزان باز شدن شير دارداي رابطهفرض كنيد شير كنترل بكار رفته داراي مشخصات خطي است يعني دبي جريان  )2(

 .شود» تلقي«يل حرارتي تواند تغيير درجه حرارت كو تغيير دبي جريان بخار مي )3(

شير ة هاي حالت يكنواخت هر سه فرض داده شده با هم مجتمع شود، به بهر وقتي بهره
v

Kرسيم كه داراي واحد   ميC mV
.  است�

/شير ة براي اين مثال بخصوص فرض كنيد بهر C mV6 /ني آن  و ثابت زما�� min2تابع تبديل محرك برابر خواهد بود با.  باشد�:  

/

/

v

v

v

K
G

s sτ

= =

+ +

6

1 2 1

�

�

  

  :حلقه بسته تانك گرمكن همزن دار برابر است باة مشخصة و معادل

( )( )( )

( )( )

/ /

/

m c a p c
G G G G G

s s
+ = + =

+ +

6 85 5
1 1

2 1 2 1

� �

�

� �

  

Cة حلقه بستة نيازي به نوشتن كل معادل Rدر اين مثال  يا 
sp

T Tة دليل اصلي آنست كه طراحي و تحليل بر مبناي معادل.  نيست

.  قابل انجام استMatlabزمان است كه بسادگي با ة تابع تبديل حلقه بسته فقط براي بدست آوردن شبيه سازي حوز. مشخصه است

  .آوريم بدست مينيز ري، براي چند حالت ساده تابع تبديل حلقه بسته را گوييم ولي براي درك بهتر تئو درست است كه اين را مي
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   پاسخ سيستم حلقه بسته5-3

  

ي است كه از روند  و دركهدف در اينجا ميزان ديد. آوريم در اين بخش، توابع تبديل حلقه بسته براي چند مثال ساده را بدست مي

. تحليل مسائل كنترل لازم استة دهيم براي يادگيري نحو  براي اين كار انجام ميكهرا علاوه بر اين، مراحلي . آوريم جبري بدست مي

چرا يك سيستم پاسخ سريعتري دارد، چرا يك سيستم كم : تحليل همچنين به ما كمك خواهد كرد در درك بهتر مواردي همچون

 تنظيم توان مشاهده كرد كه چگونه مييح باشد، كافي صرة وقتي كه روند جبري به انداز. شود، و چه موقع افت كنترل داريم ميرا مي

هاي مختلف گفتيم را  مشخصات كنترل كننده نتايج عموما مواردي را كه قبلا در مورد. گذارد كنترل كننده بر پاسخ حلقه بسته اثر مي

   .كند تأييد مي

  :كار واقعي مانند يك دستور آشپزي است

  . كرده و تابع تبديل حلقه بسته را بدست آوريدكنترلي آن را رسمة پس از بيان يك مسئله، حلق )1(

 .اي مشخصه براي هر دو يكي است چند جمله: يادآوري. يكي از مسائل سروو يا تنظيم را انتخاب كنيد )2(

 مناسب توابع تبديل )3(
c

G) P ،PI ،PD يا ،PID( ،
a

G ،
p

G و 
m

Gچند .  را در تابع تبديل حلقه بسته جايگذاري كنيد

 .اي مشخصه بايد بنحو مناسبي بدست آيد جمله

 .ين كنيدثابت زماني آن را تعيو  بهره ،با بازآرايي تابع تبديل حلقه بسته آنرا در پيكره بندي ثابت زماني بدست آورده  )4(

در بدست آوردن تابع تبديل حلقه بسته، بايد ! اضافي نيستة نياز به هيچگونه محاسب. ها اين مسير عمومي را بايد طي كنند تمام تحليل

هاي مربوط به هر مسئله كاملا تبحر  حالت يكنواخت و ديگر كميتة بهر

  .داشته باشيد

كنيم  هاي ذكر شده فرض مي در اينجا براي مثال
m a

G G= = ة  و مسئل1

L(سروو  = . داده باشيمتصور لازم را به شما گيريم تا  را در نظر مي) �

هاي پسخور ساده شده با  روند جبري با اين سيستم
c

G و 
p

G)  5شكل -

   : تبديل حلقه بسته عبارتست ازتابع. تر است بمراتب ساده) 6

)5-15(  c p

c p

G GC

R G G
=

+1
    

مشخصه حلقه بسته آن برابر است با ة و معادل
c p

G G+ =1 �.  

   

حالت پاياي (مقدار نهايي .  را بدست آوريداولة فرايند مرتب و كنترل تناسبياي با  تابع تبديل سيستم حلقه بسته: 1-5مثال �

  اي در مقدار مقرر چيست؟ متغير كنترل شونده پس از اعمال يك تغيير پله) يدجد

  

در اين مثال، 
c c

G K= و p

p

p

K
G

sτ

=

+1
  :خواهيم داشت) 15- 5(ة با جايگذاري اين توابع تبديل در معادل. 

c p

p c p

K KC

R s K Kτ

=

+ +1
  

)اگر صورت و مخرج بر  )c p
K K+1تقسيم شود، داريم :  

, ,
c p p

c p c p

K KC K
K

R s K K K K

τ

τ

τ

= = =

+ + +1 1 1
  

Kحالت يكنواخت حلقه بسته و ة  بهرτثابت زماني آن است  .  

قطب حلقه ه بسته است كه محل حلقه بسته مخرج تابع تبديل حلقة اي مشخص آوريم كه چند جمله به خاطر مي) 11- 5(ة از معادل

  : برابر است بابسته

  
  پسخور واحدة سيستم ساد: 6- 5شكل 
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c p

p

K K
s

τ τ

+

= − = −

11
  

Kاول اينكه همواره . دو مورد كليدي قابل مشاهده است < ، بدين مفهوم كه متغير كنترل شونده به مقداري كوچكتر از تغيير در 1

دوم اينكه . تكند كه منشأ افت كنترل اس مقدار مقرر تغيير مي
p

τ τ<ثابت .  يعني سيستم پاسخي سريعتر از فرايند حلقه باز دارد

اين با محل قطب حلقه بسته سازگار است چرا كه با افزايش . شود كنترل كننده كوچكتر ميتناسبي ة زماني سيستم با بزرگ شدن بهر

c
K ودش دور مي« از مبدأ«.  

R: يك تغيير پله در مقدار مقرر اعمال شودفرض كنيد كه . پردازيم تر مي تفضيلي) افت كنترل(اكنون به خطاي ماندگار  M s= .

  :مقدار نهايي برابر است باة تغييرات نهايي در مقدار مقرر با استفاده از قضي

lim
s

K M
c s MK

s sτ
∞

→

= =

+1�

 

)در حالت پايا است، ) مقدار متغير كنترل شونده(نسبي بين مقدار مقرر و مقدار اندازه گيري شده افت كنترل خطاي  )r c r
∞

−:  

c p

ss

c p c p

K KM MK
e K

M K K K K

−
= = − = − =

+ +

1
1 1

1 1
 

 .تناسبي وجود داردة امكان كاهش افت كنترل با افزايش بهر

  

آنطور كه در (اگر تابع تبديل حلقه بسته بين مقدار مقرر و خطا . پردازيم ر ارزيابي خطاي ماندگار مياي ديگر به جب در اينجا به گونه

  :بنويسيم داريمرا ) شود  ديده مي6- 5شكل 

c p

E

R G G
=

+

1

1
  

Rواحد را در نظر بگيريم، ة  چنانچه براي مقدار مقرر تغيير پلحال s= در ( برابر خواهد بود با مقدار نهايية ، خطاي ماندگار از قضي1

eنظر داشته باشيد كه  e=:(  

)5-16(  lim , lim
lim

ss err c p
s s

c p c p err
s

e s K G G
G G s G G K→ →

→

= = = =

+ + +

1 1 1 1

1 1 1� �

�

    

err
K براي آنكه خطا صفر شود، . ناميم مي) در مقابل سرعت (27ثابت خطاي موقعيت را

err
Kبراي .  ميل كندنهايت  بايد به سمت بي

   :، ثابت خطا و خطاي ماندگار برابر است با1-5مثال 

)5-17(  lim lim
c p

err c p c p ss
s s

p c p

K K
K G G K K e

s K Kτ→ →

= = = → =

+ +

1

1 1� �

    

  

اگر فرايند .  را بدست آوريددوم پرميراة فرايند مرتب و كنترل تناسبيتابع تبديل حلقه بسته را براي يك سيستم با : 2- 5مثال �

 به ما خواهد �7/تناسبي پاسخ حلقه بسته با ضريب ميرايي ة چه بهر باشد، 1فرايندي ة  بهر و4 و 2هاي  دو داراي ثابت زمانية مرتب

  داد؟

در اين مثال، 
c c

G K= و 
( ) ( )

p

p

K
G

s sτ τ

=

+ +1 21 1
  :داريم) 15-5(ة با جايگذاري در معادل. 

( )( )

( )c p c pc p

c p

c p c p

K K K KK KC

R s s K K
s s

K K K K

τ τ τ τ τ τ

+

= =

+ + +    +
+ +      + +   

1 2 21 2 1 2

1

1 1
1

1 1
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اي  چند جمله. دي آنست كه بدانيم سيستم حلقه بسته ممكن است داراي رفتاري كم ميرا باشد هر چند فرايند پرميراستكلية نكت

مشخصه ممكن است بر اساس مقدار 
c

Kها بهتر اين موضوع ر  موقع بررسي مكان هندسي ريشه (.حقيقي يا مختلط باشدة  داراي ريش

  :توان نوشت در حال حاضر مي). درك خواهيد كرد

( )

, , ,
c p

c p c p
c p

K KC K
K

R s s K K K K K K

τ τ τ τ
τ ζ

τ ζτ
τ τ

+

= = = =

+ + + +
+

1 2 1 2
2 2

1 2

1

2 1 1 1 2 1
  

با جايگذاري 
p

K = 1 ،τ =1 τ و 2 =2 ζ/، براي آنكه 4 = c/ مقدار �7
K = 1   . بايد باشد29

 بدست آورديم، بدين مفهوم كه خطاي 1- 5حالت يكنواخت اين سيستم مانند آن چيزي است كه در مثال ة شود كه بهر نهايتا، ديده مي

  . برابر است1- 5اول مثال ة دو نيز با سيستم مرتبة ماندگار اين سيستم مرتب

  

لبته، در عالم واقع اين گونه مسائل كمتر ا. هاي ساده بكار برد صرفا تحليلي را براي سيستمة توان شيو از ديد طراحي كنترل كننده، مي

توانيم سيستمي داشته باشيم كه در  مثلا، ما نمي. از طرفي ديگر، اغلب مجبور به انتخاب از بين معيارهاي متضاد هستيم. وجود دارد

 به تغيير در مقدار اگر هدف پاسخ هموار و بدون فرارفت اضافي. حين داشتن زمان خيز كوتاه، زمان نشست كوتاهي نيز داشته باشد

  .تصميم گيري با ماستة بعنوان يك مهندس، وظيف. توان از سيستم همزمان يك پاسخ تند اوليه انتظار داشت مقرر باشد، نمي

، نسبت فروكش )29- 3(ة با استفاده از معادل. از ديد خصوصيات پاسخ، استفاده از نسبت فروكش بعنوان معيار طراحي غيرمعمول نيست

DR)  يا فرارفتOS (تابعي است از ضريب ميرايي:   

)5-18(  ( ) expDR OS
πζ

ζ

 
−

 = =

 
− 

2

2

2

1
    

   :توان نوشت با استفاده از اين فرمول مي

)5-19(  
( )

( )

( )

( )

ln ln

ln ln

DR OS

DR OS

ζ

π π

= =

+ +

2 2

2
2 22 24

    

تناسبي و ة با داشتن يك كنترل كنند. تحليلي بيابيمة نده يك رابطتوانيم براي كنترل كن دو داشته باشيم، مية اگر يك سيستم مرتب

حال اگر، براي . رسيم  گفته شد، به جوابي منحصر بفرد براي طراحي كنترل كننده مي2-5دو همانطور كه در مثال ة يك فرايند مرتب

جا كه با داشتن يك معادله و دو مجهول به جواب اول داشته باشيم، از آنة با يك فرايند مرتب) دو پارامتر (PIة مثال، يك كنترل كنند

  .رسيم، نياز به قيد بيشتري خواهيم داشت منحصر بفردي براي پارامترهاي كنترل كننده نمي

  

مقدار افت .  بدست آوريداولة فرايند مرتب و انتگرالي-كنترل تناسبيتابع تبديل حلقه بسته را براي يك سيستم با : 3- 5مثال �

  در است؟كنترل سيستم چق

با جايگذاري 
c c

I

G K
sτ

 
= + 

 

1
p و 1

p

p

K
G

sτ

=

+1
  :، براي تابع تبديل حلقه بسته سروو خواهيم داشت)15- 5(ة  در معادل

( )

( ) ( )

( )

( )

c p I I

I p c p I I c pI p

c p c p

K K s sC

R s s K K s K K
s s

K K K K

τ τ

τ τ τ ττ τ

+ +

= =

 + + + + 
 + +       

2

1 1

1 1 1
1

  

. آن افزوده استة كننده يكي به مرتبدوم است چرا كه كنترل ة اول، سيستم حلقه بسته از مرتب. قابل ذكر در اينجا وجود داردة دو نكت

اگر براي . ( استPIاين خاصيت عمومي كنترل . حالت يكنواخت سيستم حلقه بسته يك است و بنابر اين افت كنترل نداريمة دوم، بهر

دار نهايي بدست مقة كافي اين موضوع شفاف نيست، كافي است كه به مقدار مقرر ورودي پله داده و مقدار خطا را از قضية شما به انداز

  .)آوريد

  :نويسيم دوم رفتاري كم ميرا بروز دهد، تابع تبديل آنرا بصورت زير مية رود پاسخ سيستم مرتب از آنجا كه انتظار مي
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هاي  تناسبي قطبة ل و بهردر حالي كه نتايج را براي ثابت زماني و ضريب ميرايي داريم، اما مشخص نيست كه چگونه ثابت زماني انتگرا

ها  مبحث تا زمان پوشش مبحث مكان هندسي ريشهة مجددا از ادام. دهند حلقه بسته و يا ضريب ميرايي را تحت تأثير قرار مي

 ابزاري بسيار شگفت انگيز جهت ارزيابي چگونگي تأثير طراحي كنترل كننده بر پاسخ 28ها مكان هندسي ريشه. كنيم خودداري مي

  .سيستم است

  

  . بدست آوريداولة فرايند مرتب و مشتقي-كنترل تناسبيتابع تبديل حلقه بسته را براي يك سيستم با : 4- 5مثال �
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  :دهد  را تشكيل ميفاز پس/فاز اول باقي مانده و يك عنصر پيشة ته مرتبتابع تبديل حلقه بس
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ثابت زماني .  بدست آمد و لذا افت كنترل آن هم همان خواهد بود1-5 هم همانست كه در مثال حالت يكنواخت براي اين سيستمة بهر

  .ها بحث خواهيم كرد ئله را هم در مبحث مكان هندسي ريشهاين مس. سيستم به پارامترهاي متفاوتي بستگي دارد

  

مقدار افت كنترل .  بدست آوريدگير فرايند انتگرال و كنترل تناسبيتابع تبديل حلقه بسته را براي يك سيستم با : 5-5مثال �

  سيستم چقدر است؟

با جايگذاري 
c c

G K= و 
p

G As=   :، براي تابع تبديل حلقه بسته خواهيم داشت)15- 5(ة  معادل در1

[ ]

c

c c

KC

R As K A K s
= =

+ +

1

1
  

تواند توسط  نكته اينجاست كه عملگر انتگرال مي. حالت يكنواخت حلقه بسته، آشكار است كه افت كنترل صفر استة با داشتن بهر

توسط آنها هايي كه ورودي و خروجي  تانكدر فرايند سطح .  نيستPI استفاده از كنترل در اينصورت نيازي به. فرايند هم اعمال شود

  ).1- 3مثال (كنند از اين دست فرايندهاست  تغيير ميدرون آنها پمپ و مستقل از سطح مايع 

  

هاي مصوري از خواص عمومي  بسياري از متون داراي شكل. شبيه سازي مصور پاسخ زماني حلقه بسته را انجام دهيد: 6-5مثال �

 سازي ههاي قبل را شبي مشاهدات مثال.  قابل انجام استMatlabاين همان چيزي است كه بسادگي با .  هستندرهاي پسخو تمسيس

  .از سيستم پسخور واحد استفاده نماييد. كنيد

 را با 3- 5مثال 
p

τ = p/ و 5
K = هاي زير در  ، فرمان3-5هاي بدست آمده در مثال  مولبجاي استفاده از فر.  در نظر بگيريد�8

Matlabدهند واحد است، را انجام مية  شبيه سازي آن، وقتي تغيير در مقدار مقرر پل .  
kc=1;     %The two tuning parameters to be varied 
taui=10; 
 
% The following statements are best saved in an M-file 
Gc=tf(kc*[taui 1],[taui 0]);   % The PI controller function 
Gp=tf(0.8,[5 1]);              % The process function 
Gcl=feedback(Gc*Gp,1)        % Unity closed loop function GcGp/(1 + GcGp) 
step(Gcl);                     % Personalize your own plotting 
                               % and put a hold for additional curves 
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Cة  بمنظور توليد تابع تبديل حلقه بست()feedbackها، تابع  در اين فرمان Rپسخور واحد بودن حلقه در .  استفاده شده است

 ابتدا در حالي كه . بكار رفته در ورودي تابع فوق نمايانگر است»1«عدد 
c

K = ايد، مقدار   را ثابت نگه داشته1
I

τ 1/ و 1، �1 را� 

I/سپس، مقدار . قرار دهيد
τ = / را انتخاب كرده و با مقادير �1 , , , ,

c
K = 1 1 5 1 5� � در هر دو حالت، .  سازي را تكرار كنيد شبيه�

اگر مسئله را با . نتايج بايد مطالب پيش گفته را تأييد كنند
I

τ = / و 1 , , , ,
c

K = 1 1 5 1 5� �  تكرار كنيد به نتايجي غير قابل �

  . در آينده در اين مورد بيشتر خواهيم گفت.  تا اينجا براي توضيح اين نتايج، تئوري لازم گفته نشده است.انتظار خواهيد رسيد

 در مباحث آينده مزاياي اين شبيه .توان مشاهده كرد ، اثرات تغيير در ثابت زماني مشتق را ميPID و يا PDبا تغيير كنترل كننده به 

 و احساس نياز به PIDكننده عجالتا، اين شبيه سازي بايد به ما در مورد مشخصات كنترل . سازي ديناميكي را بهتر درك خواهيم كرد

  .هاي بهتر براي تنظيم كنترل كننده، درك كيفي داده باشد دانستن راه

  

شود تا  رنگ آبي بدرون جرياني از آب تزريق مي. سروو طراحي كنيمة بايد براي يك سيستم اختلاط يك كنترل كنند: 7-5مثال � 

. يابد هاي محلي اختلاط مي كنتزريق شده با جريان درون يك لوله توسط مخلوطرنگ . راه راه از آن استفاده گرددة براي توليد پارچ

 بمنظور اندازه گيري 29يك آشكار ساز نوري

غلظت رنگ در پايين دست جريان استفاده 

خروجي آشكار ساز به كنترل كننده . گردد مي

شود و كنترل كننده در پاسخ  فرستاده مي

. فرستد علائمي را به سر شير تنظيم تزريق مي

كار ساز نوري بايد دقت در مورد محل نصب آش

نسبتا زياد از محل اختلاط در پايين دست جريان نصب شود تا از بابت اندازه گيري درست جريان مخلوط شده ة كرد كه به فاصل

حتمالي سيستم كنترل خواهد لازم بذكر است كه چنانچه اين فاصله خيلي زياد باشد، تأخير زماني زياد باعث ناپايداري ا. مطمئن باشيم

  .شد

Lدبي جريان آب در لوله  s2 و سطح مقطع لوله cm
شير تنظيم طراحي خاصي دارد بطوريكه مقدار تزريقي رنگ بر .  است25

mLحسب  sاول با ثابت زماني ة  تبديل آن مرتب با ميزان باز بودن آن رابطه خطي داشته و تابع/ s2حالت يكنواخت ة  و بهر�

/ . .mL s mV
− −1 حالت يكنواخت ة اول با بهرة فرايند اختلاط به تنهايي بصورت يك تابع تبديل مرتب.  است�16

/ . .ppm s mL
اي در شير تنظيم در مدت   پاسخ غلظت رنگ با تغيير پلهدر آزمايشي مشخص شده است كه. مدل شده است�18−

s2� به , %99  توليد كننده .وسيعي از غلظت خطي استة آشكار ساز نوري بشدت سريع بوده و در محدود. رسد  تغييرات نهايي مي3

  :رابطه كاليبراسيون زير را پيشنهاد كرده است

/ /v C= +3 2 6�  

  . استppm و غلظت رنگ بر حسب mVكه در آن ولتاژ خروجي بر حسب 

اي سيستم كنترل رنگ را رسم كرده و  فعلا، نمودار جعبه. هاي بعد مراجعه خواهيم كرد اي است كه بارها به آن در فصل اين مسئله 

بعلاوه، . تمام واحدهاي مربوطه را در نمودار و تمام اغتشاشات محتمل را در سيستم نشان دهيد. ع تبديل آن را مشخص نماييدتواب

. دانيم كه آشكار ساز را كجا قرار دهيم نمي

 از �cm29فرض كنيد كه در فاصله 

  . مخلوط كن قرار دارد

نشان داده اي در شكل روبرو  نمودار جعبه 

 غلظت رنگ و Cدر اين نمودار . شده است

Rدبي جريان يك .  مقدار مقرر هستند

  . منبع احتمالي اغتشاش است

بر اساس اطلاعات داده شده، توابع تبديل 

  :عبارتند از
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حالت يكنواخت  ةكه در مورد مقدار بهر
L

Gمقادير پارامترها عبارتست از.  اطلاعاتي نداريم:  

/ /

/ /

, ,

,

p p v

v m

K ppm s mL s K mL s mV

s K mV ppm

τ

τ

− − −

−

= ⋅ ⋅ ≈ = = ⋅ ⋅

= = ⋅

1 1 1

1

8 2 5 4 6

2 2 6

� � �

�

  

cmاز آنجا كه سرعت متوسط آب  s=2 5 4��� d/:  است، مقدار تأخير برابر است با��
t s= =29 4 725� � � براي كنترل . �

  .كنيم با اين مثال بعدا كار مي. گيريم  در نظر ميPID تبديل كننده هم يك تابع

  

  ها  انتخاب و عمل كنترل كننده5-4

  

نكته اينست كه بايد دلايل فيزيكي براي طراحي يك سيستم حقيقي . ها اضافه كنيم  را بايد در مورد عمل كنترل كنندهاي چند جمله 

افتد اگر سيستم دچار نقص بيده و محرك براي كنترل كننه ممكن است كي اتاتفاقبوده و همچنين بايد به فكر ايمني . داشته باشيم

اي كه اغلب در مسائل درون   خواسته– بيني كنيم ، را پيششود

  .شود ها ناديده گرفته مي كتاب

ة هاي درسي داراي يك كنترل كننده با بهر يك سيستم در كتاب

هاي ديگر نظير فرايند و محرك هم  جعبه. تناسبي مثبت است

 البته هميشه اينگونه .ت هستندحالت يكنواخت مثبة داراي بهر

كنيم تا بگوئيم منظور  از كنترل سطح مايع استفاده مي. نيست

  . است7- 5همه توضيحات زير بر اساس شكل . چيست

فرض كنيد كه سطح مايع داخل يك تانك را بخواهيم با تغيير دبي 

علائم فرستاده ه ، كنترل كنندكاهش يابدچنانچه سطح مايع به مقداري كمتر از مقدار مقرر .  كنترل كنيم)8-5شكل  (وروديجريان 

تغييرات در متغير كنترل شونده و .  تا شير را باز كرده و با افزايش دبي جريان ورودي سطح تانك را افزايش دهددهد افزايش ميشده را 

منطقي ة نتيجاين . خروجي كنترل بر خلاف يكديگر هستند

  . پسخور منفي استهاي  چگونگي تعريف خطا در سيستم

 استفاده 30هوا- با- بازشوندهدر اين مورد بخصوص، از يك شير  

شود بدين مفهوم كه براي باز شدن شير نياز به افزايش علائم  مي

مثبت ة بعبارت ديگر، شير داراي بهر. خروجي كنترل كننده است

)
v

K+ (هوا نياز به انرژي - با- يك شير نيوماتيك بازشونده. است

تحت شرايط نقص فني سيستم كه توان . براي باز شدن دارد

قطع شود، شير بسته شده و از طغيان تانك جلوگيري ) انرژي(

گوئيم كه طراحي بهتر از   هم ميبسته-قطعبه اين شير . كند مي

  ).8-5شكل (لحاظ ايمني است 

 است 31هوا-با-شونده بستهشير  س استفاده ازسناريوي بر عك 

 (منفيحالت يكنواخت ة كه داراي بهر
v

K− (32باز-قطعبنابر اين، اين شير را . گردند ؛ علائم كنترلي باعث بسته شدن شير مياست 

 به استفاده از اين شير داشته باشد بايد از اررصاها، اگر كسي  با تمام اين حرف. گويند كه از لحاظ ايمني در اينجا مناسب نيست مي

(منفي ة اي با بهر كنترل كننده
c

K− (كاهش داشته باشد، علائم خروجي كنترل كننده هم افتحال چنانچه سطح مايع . استفاده كند 

  .هوا باز شود-با-شونده يابد تا شير بسته مي

  
اي كه براي توضيح عملگرهاي كنترل  سيستم ساده: 7- 5شكل 

بسته به شرايط طراحي، . كننده استفاده گرديده است
c

K ،
v

K و 

p
Kتوانند مثبت و يا منفي باشند  مي.  

  
  كنترل سطح مايع با تغيير در شير ورودي: 8- 5شكل 
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 اقدام به كنترل خروجيحالتي را در نظر بگيريد كه با تغيير شير 

فرايند، ة در اين حالت بهر). 9-5شكل (سطح مايع كنيم 
p

K ،

 كاهش اگر سطح مايع به مقداري كمتر از مقدار مقرر. منفي است

. يابد، بايد جريان خروجي كم شود و يا شير خروجي بسته شود

  :مجددا دو حالت متصور است

(كنترل كننده مثبت باشد ة اگر بهر
c

K+( با كاهش سطح مايع ،

براي كاهش دبي . خروجي كنترل كننده افزايش خواهد داشت

(هوا - با- شونده جريان بايد از يك شير بسته
v

K− (در . استفاده شود

اين حالت اگر توان از دست برود، شير باز خواهد شد و تانك را كاملا 

  .تخليه خواهد كرد؛ حالتي كه مايل به اتفاق آن نيستيم

(هوا -با- از طرف ديگر، با انتخاب شير بازشونده
v

K+( براي كاهش ،

(منفي ة اي با بهر وجي با كاهش سطح مايع بايد از كنترل كنندهدبي جريان خر
c

K− (در اين حالت، يك شير قطع. استفاده كنيم-

  .يم، مفيد خواهد بودجلوگيري كن پايين دست جريان دراثرات ناخواسته از انتشار خواهيم ببسته داريم كه در صورتي كه 

اي، شامل  هاي يكنواخت در نمودار جعبه هاي بهره براي اينكه با هم اشتباه نكنيد علامت! شوند  اشتباه نمياين اصطلاحات اصلا با هم

در نظر داشته باشيد كه در سيستم . كنترل كننده و شير را بدست آوريدة فرايند و حسگر را در نظر گرفته و علامت مناسب براي بهر

بنحو مناسبي اين . ها بايد مثبت باشد بهرهة مقايسه كننده وجود دارد و حاصلضرب بقيپسخور حلقه بسته فقط يك علامت منفي براي 

  .را به خاطر بسپاريد

  

   چند توضيح در انتخاب كنترل كننده�5-4-1

، و بعضي 36، فشار35، درجه حرارت34، دبي جريان33سطح مايع: معمول عبارتند ازة در فرايندهاي شيميايي، متغيرهاي كنترل شوند

ها   محرك–مناسب از آنها، اطلاعاتي از سخت افزار واقعي ة براي استفاد. آيد مواردي كلي هستند مواردي كه در زير مي. 37لظتمواقع غ

  . ها پيدا كرد توان آنها را در كتابهاي مرجع و يا دستورالعمل استفاده از دستگاه  مورد نياز است كه مي–و عناصر كنترلي 

  

  كنترل دبي جريان

هاي صنعتي داراي سرعت پاسخي قابل قبول بوده و افت كنترل هم  در بيشتر تنظيم.  بيشترين استفاده را دارندPIهاي  كنترل كننده

PBباند تناسبي پهن، (گردد  كوچك تا متوسطي انتخاب مية معمولا بهر. ندارند ≈ 15 هاي داراي نويز را كاهش  تا اثرات ورودي) �

≈/(ثابت زماني انتگرال كوچك ). Dدليل عدم استفاده از كنترل به گي جريان؛ همچنين بدليل آشفت(دهد   دقيقه بر تكرار؛ داراي �1

  .شود تا دنبال كردن مقدار مقرر سريع باشد انتخاب مي)  بزرگIعملگر 

  

  كنترل سطح مايعات

 بدليلبياد آوريد كه . مهمي نيستة حدود مقدار مقرر است و سرعت دغدغاي  معمولا نياز به نگه داشتن سطح مايعات در محدوده

همچنين، چنانچه دبي جريان خروجي بمنظور كنترل استفاده شود، تنظيم . استفاده از پمپ در خروجي، يك سيستم انتگرال گير داريم

 معمولا براي Pة بنابر اين يك كنترل كنند. شودكنترل كننده بايد محافظه كارانه باشد تا از نوسانات شديد در دبي خروجي جلوگيري 

يا ( شير انتخاب شده مطمئن شويد كه. افتد اي نظير جوشش و تبخير هم اتفاق نمي اين منظور كافي است چرا كه فرايندهاي پيچيده

  .هوا-با-شونده هوا است يا بسته- با- بازشونده) خريداري شده

  

  كنترل فشار

  :دو مثال عبارتند از. توان صحبت كرد  و بصورت كلي در مورد آن نميكنترل فشار بستگي به مورد دارد

 PIة حداقل يك كنترل كنند. ، پاسخي سريع نياز است)و به تبع آن دبي جريان بخار(براي فشار بخار در يك مخزن انبساط ناگهاني 

  ).مشابه كنترل دبي جريان است(مورد نياز است 

  
دقت كنيد . غيير در شير خروجيكنترل سطح مايع با ت: 9- 5شكل 

  .فرايند منفي استة كه در اين حالت بهر
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اين عمل با كنترل مقدار . گيرد بصورت غير مستقيم توسط چگالش بخار در چگالنده صورت ميفشار در بالاي يك برج تقطير معمولا 

 استفاده PIة لذا از كنترل كنند. هاي حرارتي ديناميك كندي دارد انتقال حرارت در مبدل. شود آب خنك كن ورودي انجام مي

  .شود  استفاده ميPIDاشد از در مواقعي كه پاسخ زماني مهم ب. گردد  استفاده ميPشود بلكه از  نمي

  

  كنترل درجه حرارت

 د،تأخير داشته باشحسگر اگر . كنترل در فرايندهاي مختلف متفاوت استة حرارت قابل توجه هستند و طبيعت مسئل تأخيرها در انتقال

توانند داراي پاسخ زماني  ي م، بسته به اينكه چطور ساخته شوند،ها ترموكوپل. (معمولا بدليل انتفال حرارت بين سيال و حسگر است

علاوه بر اين افت كنترل .  فقط آن را كندتر خواهد كردPIپاسخ كلي خيلي كند است و استفاده از در هر صورت .) خيلي سريعي باشند

  . استPIDممكن ة پس تنها گزين. هم نبايد وجود داشته باشد

  

  كنترل غلظت

طيف سنجي مادون قرمز، مرئي و يا ماوراء ( و يا جذب pHاگر به . غلظت دارداستراتژي بستگي به موقعيت و چگونگي اندازه گيري 

اغلب به انتخاب از . اطمينان كنيم، پاسخ زماني نسبتا سريع بوده و انتخاب كنترل كننده بر مبناي ديناميك سيستم خواهد بود) بنفش

هاي تحليلي براي اندازه گيري غلظت استفاده كنيم، كنترل و يا ديگر روش) GC(اگر از كروماتوگرافي گاز . انديشيم  ميPID و PIبين 

در حقيقت، داشتن تأخيرهاي زماني كنترل فرايندهاي شيميايي را منحصر بفرد كرده كه از . گسسته را بايد مد نظر قرار دهيم

  .تر است هاي مكانيكي و الكتريكي بسيار مشكل سيستم

  

. ، پاسخ سيستم كنترل بمراتب كندتر خواهد شد استفاده شودPIة  كنترل كننداگر از ،هاي كنترل فرايند چند ظرفيتي كند در موقعيت

هاي تناسبي بالاتر  قادر به استفاده از بهره ( استفاده شود تا سرعت پاسخ زماني حلقه بسته افزايش يابدPIDبايد در اين حالت از كنترل 

  .هاي ديگر نظير درجه حرارت صادق است حالتة  همرايح باين توضي. باقي بماند 38در حالي كه پايدار و مقاوم) باشيم
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  هاي فصل پنجم پانويس

                                                 
1 Proportional band 
2 Saturate  
3 Steady-state error 
4 Offset  
5 Integral time constant 
6 Reset rate 
7 Wind-up 
8 Anti-wind-up 
9 Derivative time constant 
10 Derivative kick 
11 Manipulated variable 
12 Command tracking function 
13 Servo problem 
14 Regulatory problem 
15 Controlled variable 
16 Process identification 
17 Signal transducer 
18 Signal transmitter 
19 Resistance Temperature Detector 
20 Amplifier  
21 Package  
22 Black box 
23 Safe  
24 Fail-closed 
25 Pneumatic  
26 Current to Pressure 
27 Position error constant 
28 Root locus 
29 Photodetector  
30 Air-to-open 
31 Ait-to-close 
32 Fail-open 
33 Liquid level 
34 Flowrate  
35 Temperature  
36 Pressure  
37 Concentration  
38 Robust  
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  دقيدكتر جعفر صا
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  حلقه- طراحي و تنظيم سيستم كنترل تك6

  

 PIDة كنترل كنندپارامترهاي  براي يعددمقدار ما فقط سه . كاملي از روشهاي كنترل را در اين فصل توضيح خواهيم دادة مجموع

 مشابه هم هاي مختلف تنظيم نتايجي روش. هاي گيج كننده در آموزش كنترل است انتخاب اين اعداد يكي از بخشلازم داريم، اما 

هاي خاص  ها طرفداران و محدوديت روشة هم. وجود ندارد» كاملا درست«و يا » بهترين«جواب . دارند ولي لزوما با هم يكسان نيستند

 كاملا درست براي طراحي –ست كه ما انتخاب مناسب و قضاوت بي نقصي داشته باشيم آنمهم . خود را دارند كه مكمل همديگرند

  .سيستم

  

  :ث فصلعمده مباح

• ������� 	
 ���� ���� � �
��� �	� 

• ������� 	
 ���� ���� � ��� �	��� �
 ���� �	�  

  

  

  هاي تجربي  تنظيم كنترل كننده با روش1- 6

  

حال بايد بنحو مناسبي پارامترهاي كنترل . اند هاي علائم، و حتي كنترل كننده انتخاب شده و نصب گرديده فرض كنيد شيرها، مبدل

 .!)معني است و بي(برد  خطايي وقت زيادي مي- و-تنظيم حدس. گويند  كاري كه به آن تنظيم كنترل كننده مي– انتخاب شوند كننده

 يك راكتور ؛كشد تا به حالت پايا برسد ها طول مي  يك برج تقطير بزرگ ساعتآن وجود دارد؛انجام نيز براي عدم امكان دلايل ديگري 

هاي بالا و يا پايين پسخور ممكن است   بعضي از فرايندها در بهره؛اشد، ممكن است به حالت پايا نرسدب» كنترل نشده«شيميايي اگر 

ها بررسي شوند تا بدانيم  شود تمام تئوري اينها دلايلي است كه باعث مي. هاي مياني بهره پايدارند ناپايدار باشند؛ تعدادي فقط در محدوه

  .هاي علمي طراحي و تنظيم كنيم سچگونه يك كنترل كننده را بر مبناي حد

هاي كنترل كننده  بهره. بسته است- باز و يا حلقه- حلقهتجربيتنظيم تجربي عموما بر مبناي بدست آوردن يك مدل از روي اطلاعات 

ري از  بسياديكته كردنهاي تنظيم تجربي، قادر به  هنگام استفاده از روش. آيد بر مبناي اين مدل و چند رابطه تجربي بدست مي

براي  اغلب .افتد كه تنظيم بدست آمده بهينه باشد بندرت اتفاق مي. به سيستم كنترل نيستيممورد نظر پاسخ مشخصات ديناميكي 

تنظيم تجربي ممكن است . باشد در محل ميبعد از نصب   مجددنياز به  تنظيمرسيدن به مشخصات ديناميكي مورد نظر براي پاسخ 

  :دو نكته قبل از شروع.  استمناسب يشروع بسيار خوبي براي تنظيمة  اما يك نقطمبناي تئوري نداشته باشد،

اول ة مرتبهاي تجربي بصورت تابع تبديل   از دادهحاصلشوند بر مبناي مدل حلقه باز   ميمطرح تجربي كه در اينجا روابطاكثر  •

تأخير زماني هم يا . تنظيم هستند- ها خود ر آناين خصوصيت مختص فرايندهايي است كه اكثر واحدها د.  هستندهمراه با تأخير

و  كنترل كننده بدليل عدم قطيت در تنظيم. ظرفيتي است و يا حاصل تأخير انتقالي در اندازه گيري- حاصل تقريب فرايند چند

 و كمتر استفاده رنداول همراه با تأخير قطعيت لازم براي تنظيم تجربي را نداة هاي غير از مرتب  در محل، مدل آننياز به بازتنظيم

 . شوند مي

چهارم براي تغييرات در بار ناخواسته بدست - كن، براي پاسخي با نسبت فروكش يك-  تنظيم تجربي، مانند كوهنروابطتعدادي از  •

وان تواند بعن سروو استفاده شود، به يك پاسخ نوساني منجر خواهد شد كه نمية  براي مسئلروابطاگر تنظيم حاصل از اين . اند آمده

 تجربي، روابطيقينا بعد از تنظيم اوليه توسط . تنظيم كنترل كننده به مسئله كنترل بستگي دارد. مد نظر باشد» اندكي نوساني«

 . نياز به بازتنظيم در محل وجود دارد

  

   تنطيم كنترل كننده بر مبناي منحني واكنش فرايند1- 1- �6

كنترل كننده غير فعال شده، به محرك يك .  است1منحني واكنش فرايند آوردن براي استفاده از روابط تنظيم تجربي، بدستيك راه 

هر چند در . شود به اين عمليات تست پله حلقه باز گفته مي. شود  اندازه گيري مي حلقه بازة پاسخ پلشود و  تغيير پله اعمال مي

» 2دستي«فقط كافيست كه كنترل كننده در وضعيت شود، اما در عمل  كنترل كننده از مدار خارج مي) 1-6شكل (اي  نمودار جعبه
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هاي  شود پاسخ ديناميكي مجتمع بلوك اي نشان داده شده است، آنچه اندازه گيري مي همانطور كه در نمودار جعبه. قرار گيرد
a

G ،

p
G و 

m
Gجا تابع تبديل مجتمع را بصورت ما در اين.  است

PRC
G) دهيم نشان مي) تابع تبديل منحني واكنش فرايند:   

)6 -1(  m

PRC a p m

C
G G G G

R
= =    

  .يمدار) مبدل علائم( ديد آزمايشگاهي براي تغيير در متغير كنترل كننده نياز به محرك و براي اندازه گيري پاسخ نياز به حسگر زا

 
PRC

G همان تابع 

تبديل فرايند در سيستم 

كه در كنترل است، 

 اطلاعات مواردي كه

كمي در مورد فرايند 

داشته باشيم و قادر به 

ايجاد مدلي براي آن 

، قابل استفاده نباشيم

حتي اگر . خواهد بود

بديل توابع ت
a

G و 
m

G 

، بدليل آنكه روابط تنظيم تجربي بر مبناي تابع تبديل مجتمع هم مشخص باشند
PRC

Gاز طرف ديگر، در .  است، به آنها نيازي نداريم

توابع ة همه صورتي ك
a

G ،
p

G و 
m

G ،مشخص باشند 
PRC

Gة توان بصورت تقريب كاهش يافت  را مي
a p m

G G Gبدست آورد .  

  

تواند   و مي)2-6شكل  (ست اSدر اغلب واحدهاي فرايندي به شكل حرف انگليسي ) منحني واكنش فرايند(هاي زماني حقيقي  داده

   :اول همراه با تأخير بيان شودة بفرم يك تابع تبديل مرتب

)6 -2(  
d

t s

m

PRC

C Ke
G

R sτ

−

= ≈

+1
    

يكي از دلايلي كه اين تقريب درست است اين  

 ي شيمياييواحدهادر است كه عموما عمليات 

خود تنظيم (بصورت حلقه باز پايدار بوده 

  . و ماهيتا بصورت چند ظرفيتي هستند) هستند

رل پاسخ كم ميراي سيستم كنت: يادآوري

تست پله بدليل وجود كنترل كننده است كه در 

  .شود حلقه باز حذف مي

اول همراه با ة با استفاده از تابع تبديل مرتب

تأخير، روابط تنظيم تجربي مستقيما براي 

پارامترهاي كنترل كننده استفاده ة محاسب

 بصورت عمومي 3نيكولز-زيگلرروابط . شود مي

در كاربردهاي . روند براي اين منظور به كار مي

اين روابط در جدول روابط تنظيم . گردد  هم استفاده مي5مارلين-سيانكون و 4كن-كوهنعمليات واحد، از روابط ارائه شده توسط 

  .گردآوري شده است) 4- 1- 6بخش (

  

  

  

  
  اي در يك آزمايش حلقه باز نمودار جعبه: 1-6شكل 

  
هاي آزمايش  بر داده) منحني پر رنگ) (2-6(ة نمايش انطباق منحني معادل: 2-6شكل 

اني بر مبناي در اينجا ثابت زم). منحني نقطه چين(حلقه باز يك فرايند چند ظرفيتي 

  .گردد شيب اوليه و تخمين صوري تأخير زماني محاسبه مي
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   معيارهاي حداقل انتگرال خطا2- 1- �6

ير اول همراه با تأخة پاسخ حلقه باز مدل شده توسط يك تابع تبديل مرتب
PRC

Gيك . تواند استفاده شود ، در ديگر روابط تنظيم هم مي

اي پشت  در اينجا، سعي خواهد شد تا تفكر پايه. آيند هاي خطا بوجود مي اي از روابط هستند كه از كمينه سازي انتگرال امكان، دسته

  . هاي خطا توضيح داده شود استفاده از انتگرالتئوري 

ة حوزة سيستم حلقه بستتئوري بدست آوردن معادلات تنظيم، بجاي استفاده از تنها يك كميت، نظير نسبت فروكش، از پاسخ براي 

، و در اينجا، )تغيير در مقدار مقرر يا بار ناخواسته(زمان به نوع كنترل كننده، ماهيت ورودي ة پاسخ حوز. زمان استفاده خواهيم كرد

اختلاف بين مقدار مقرر و  –توان مقدار خطا را بدست آورد  همچنين مي. اول همراه با تأخير، بستگي دارد ةمرتب» فرايند«تابع تبديل 

كمينه كند ) انتگرال خطا(زماني ة آوريم كه خطا را در گستر سپس طوري پارامترهاي كنترل كننده را بدست مي. متغير كنترل شونده

گردد و اصل  دهيم و فقط روابط منتج گزارش مي البته در اينجا اين كار را انجام نمي). هاي لاگرانژ استفاده شود مثلا از ضرب كننده(

  .شود كمينه سازي به مبحث مربوطه در كنترل بهينه ارجاع مي

  :چند امكان عبارتند از. راههاي مختلفي براي تعريف تابعي كه قرار است كمينه شود وجود دارد

   

   :ISE(6(انتگرال مربع خطا ) 1(

)6 -3(  ( )ISE e t dt
∞

 =  ∫
2

�

    

ISEبنابر اين كمينه كردن اين انتگرال مقادير . كند را كوچكتر مي) 1>( مربع كردن اعداد كوچك –كند   خطاهاي بزرگ را تقويت مي

تناسبي بالا بوده و پاسخ سيستم ة اي بهرتنظيم كنترل كننده بدين روش دار. دهد خيلي بزرگ را تحت تأثير قرار مية خطاهاي اولي

  .خيلي كم ميرا خواهد بود

  

   :IAE(7(انتگرال قدر مطلق خطا ) 2(

)6 -4(  ( )IAE e t dt
∞

= ∫�    

IAEدهد خطاها، چه بزرگ و چه كوچك، وزن يكساني مية قدر مطلق خطا را انتگرال گيري كرده و به همة  بصورت ساده هم.  

  

   :ITAE(8(لضرب زمان در قدر مطلق خطا انتگرال حاص) 3(

)6 -5(  ( )ITAE t e t dt
∞

= ∫�    

تابع وزني همچنين باعث . اند شود كه با گذشت زمان هنوز در پاسخ سيستم باقي مانده تابع وزني زمان باعث افزايش وزن خطاهايي مي

  .شود كه پاسخ زماني سيستم كنترل داراي زمان نشست كوتاهي باشد مي

  

  :مطلب لازم است چند نكته تذكر داده شده و يادآوري شودة ل از ادامقب

ما بسادگي از نتايج كمينه سازي ديگران . آنچه به ما مربوط است اين است كه استفاده از انتگرال خطا يك روش تجربي است •

 . تست حلقه باز است ةاول همراه با تأخير نتيجة  يادآوري كنيم كه تابع تبديل مرتبلاز نيستكنيم،  استفاده مي

 رهاي مقدار مقرر و با ورودي. هاي مختلف انتگرال خطا با هم متفاوت است تنظيم كنترل كننده منتج از كمينه سازي روش •

زمان حوزة ناخواسته داراي معادلات ديفرانسيل متفاوتي هستند، و از آنجا كه محاسبات بهينه سازي بستگي مستقيمي به حل 

ها يكسان هستند ولي  ها براي تمام ورودي قطبدرست است كه . هاي مختلف نتايج متفاوتي خواهيم داشت دارند، براي ورودي

 .صفرها، كه روي ضرايب غير متغير با زمان پاسخ اثر دارند، متفاوتند

tانتگرال زماني براي  • = t تا � =  اگر خطاي ماندگار بعبارت ديگر،.  كراندار باشد قابل كمينه سازي است است و در صورتي كه∞

هاي طراحي   قابل استفاده در اين روشPID يا PIهاي  پس فقط كنترل كننده. توان انتگرال را كمينه كرد  نميداشته باشيم

 .هستند
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 4-6صفحه 

 طراحي محافظه ITAEاما كمينه سازي توان كنترل كننده را طراحي كرد،  هاي ديگر هم مي در تئوري، با استفاده از روش •

 . فقط نتايج اين روش آورده شده است4- 1-6بخش بهمين دليل در . شود  بشدت در عمل توصيه ميكهي دارد تر كارانه

  

  نيكولز- زيگلر9نهايي-بهره روش 3- 1- �6

ستند اما ممكن است سيستم كنترل فرايندهايي است كه ذاتا پايدار ه) يا تنظيم برخط (تست حلقه بستهاين روش تجربي بر مبناي 

اگر امكان حذف سبك انتگرالي و مشتقي وجود نداشت، زمان . شود براي آزمايش از كنترل تناسبي استفاده مي. آنها ناپايدار شود

با اعمال يك شود تا  تناسبي آرام آرام افزايش داده مية بهر. انتگرال را روي مقدار حداكثر و زمان مشتق را روي حداقل آن قرار دهيد

در تناوب نوسان ة تناسبي و دورة مقدار بهر. ، پاسخ داراي نوسانات ثابتي شود)مقدار مقرر يا بار ناخواسته(كوچكي در ورودي ة تغيير پل

c,، نهايية بهربترتيب اين لحظه  u
K 10تناوب نهايية دور، و ،

u
Tاي از روابط تجربي كه  اين دو مقدار در مجموعه. ندشو ، ناميده مي

  . آمده است4-1- 6بخش زيگلر و نيكولز ارائه شد كه در توسط 

  :دو توضيح اضافي

در فصل بعد با جايگذاري . توان از تحليل پايداري هم بدست آورد نهايي را مي) يا فركانس(تناوب ة نهايي و دورة بهر: مرور •

s jω=و در بحث پاسخ فركانسي هم با استفاده از معيار نايكوئيست و نمودار ،حلقه بستهة مشخصة  در معادل Bode اين 

 .مقادير را بدست خواهيم آورد

هايي هستند  تناوب نهايي واژهة نهايي و دورة بهر. چيست» 11دائمنوسانات «سوالي كه ممكن است پيش آيد اين است كه معني  •

البته در واقعيت هرگز سيستم را .  جايي كه سيستم در معرض ناپايدار شدن قرار دارد–اي در ارتباط هستند  حاشيهكه با پايداري 

، لازم نيست نهايي در محلتنظيم   لزومووجود داشته با عدم قطعيت بزرگي كه در تنظيم تجربي . دهيم به اين سمت سوق نمي

c,گيري دقيقي از  اندازهكه  u
K و 

u
Tدر هنگام آزمايش، فقط كافيست كه بهره را تا جايي افزايش دهيم كه به يك .  داشته باشيم

  .پاسخ نوساني مناسبي برسيم

  

  . را بدست آوريدPIDة  پارامترهاي كنترل كنند7-5اختلاط رنگ در مثال ة براي مسئل:  الف7- 5مثال �

 انجام شود، تابع تبديل پاسخ  شدپيشنهاد) 1- 6(ة  بدست آورديم، اگر آزمايشي حلقه باز آنچنانكه در معادل7- 5ثال بر مبناي آنچه در م

  :پله برابر خواهد بود با

( )( ) ( )

( )( )
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/ / /
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s

PRC a p m

e
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s s
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= =

+ +

7258 6 2 6

4 1 2 1
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در اين مرحله تقريب زير بدست . نداول همراه با تأخير تقريب زده شوة ها با يك تابع تبديل مرتب براي استفاده از روابط تجربي بايد داده

  :آيد مي
/

/
s

PRC

e
G

s

−

≈

+

9125

4 1

�

  

 PIDة هاي زير براي كنترل كنند  تنظيم4-1-6بخش با استفاده از 

  .آيد بدست مي

تناسبي در ة عموما، بهر. هاي مختلف كاملا متفاوت است نتايج روش

. ستكن بيشتر بوده و پاسخ ديناميكي بيشتر كم ميرا ا-روابط كوهن

مارلين بسيار محافظه كارانه است؛ داراي - تنظيم توسط روابط سيانكون

ها، معمولا  دليل گستردگي نتايج حاصل از اين روشبه . ثابت زماني مشتق خيلي كوچك و به تبع آن ثابت زماني انتگرال بسيار بزرگ

  .شود  در محاسبات تجربي ترجيح داده ميPIاستفاده از 

اي كه بايد بدان توجه  نكته.  ج بررسي خواهد شد7- 5هاي مختلف در مثال  ه سازي شده توسط كنترل كنندهپاسخ زماني شبية مقايس

. دليلي وجود ندارد كه در مورد عامل مشتق گير حساسيت داشته باشيم. شود اين است كه تنظيم تجربي يك علم بسيار مبهمي است

  . گيرد ميتر انجام   تنظيم در محل و يا با محاسبات دقيقو پس از آن زيرا اين محاسبات فقط جهت تنظيم اوليه كاربرد دارند

  

  روش تجربي مورد استفاده 
c

K  
I

τ  
D

τ  

4/  كن- كوهن 9  /2 �  /31�  

4/  نيكولز-زيگلر 3  /1 8  /45�  

ITAE) 2/  )مقدار مقرر 8  /3 1  /31�  

4/  12/  )مقدار مقرر(مارلين - سيانكون 4  / 7� �  
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 5-6صفحه 

 براي 4-1-6بخش  از .تر به روابط خالي از لطف نيست رسد، نگاهي دقيق در حالي كه محاسبات در مثال قبل خيلي ساده بنظر مي

   :كن داريم-تناسبي از روابط كوهنة بهرة محاسب

)6 -6(  
c

d

K K
t
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d
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= + 
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4 1
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  PID:  

حاصلضرب : قرار دارد) بي بعد(تناسبي تحت تأثير دو كميت ة انتخاب بهر
c

K K ،و نسبت تأخير زماني به ثابت زماني 
d

t τ . ممكن

 دليل اهميت حاصلضرب است
c

K Kهايي كه بخش بعد در سنتز مستقيم خواهيم ديد علت   در حال حاضر روشن نباشد، اما در روش

  .پايداري سيستم مشاهده خواهيم كردة همچنين در بحث پايداري هم كمك آن را در محاسب. بوجود آمدن آن را خواهيم ديد

توان از عدد ثابت  خير نسبتا كوچك است، فقط جملات سمت راست در سه تنظيم گفته شده مهم است و ميدر شرايطي كه زمان تأ

يا كاهش (با افزايش مقدار تأخير زماني . صرف نظر كرد
d

tτ(تناسبي بايد كاهش يابد كه روابط هم اين موضوع را تأييد ة ، مقدار بهر

گر انتگرال، نياز به كاهش  با افزايش عمل.كنند مي
c

Kة ، جمل)6-6(ة در مقايسه با معادل)  الف7-6(ة در حقيقت در معادل.  است
d

tτ 

1كاهش يافته و عدد ثابت هم به % 10ة به انداز هاي تناسبي بزرگتر استفاده  ان از بهرهتو ، ميPIDبا اعمال كنترل . يابد  تنزل مي12

. برقرار استهم  4-1- 6بخش در نيكولز - در مورد روابط زيگلرتحليلهمين . شود ديد اين را بوضوح مي)  الف8-6(ة در معادل. كرد

  .شود توان استنباط كرد كه افزايش تأخير زماني باعث افزايش ثابت زماني انتگرال مي  مي4- 1-6بخش علاوه بر اين، از 

  

   روابط مختلف تنظيم كنترل كننده4- 1- �6

  :آيد هاي تجربي بدست مي  تابع تبديل حلقه باز بصورت زير از دادهروابطدر اين :  مبتني بر تست حلقه باز ابط رو)الف

d
t s
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G

sτ

−

=

+1
  

  نيكولز-كن و زيگلز- كوهنابط رو)1 –الف 

  لزنيكو-روش زيگلر  كن- روش كوهن  كنترل كننده
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 6-6صفحه 

  ITAEمعيار حداقلي روابط مربوط به  )2 –الف 

  بار ناخواستهغيير در براي ت

)6 -12(  , ,

b b b

d d

c I D

d

a t t
K a

K t a

τ τ
τ τ τ

τ τ

     
= = =     

    

1 2 3

1
3

2

  

  a1  b1  a2  b2  a3  b3  كنترل كننده

PI /859�  /977�  /674�  /68� �  -  -    

PID  /1 357  /947�  /842�  /738�  /381�  /995�  

  مقدار مقرربراي تغيير در 

)6 -13(  
( )

, ,

b b

d

c I D

d d

a t
K a

K t a b t

τ τ
τ τ τ

τ τ

   
= = =   

−   

1 3

1
3

2 2

  

  a1  b1  a2  b2  a3  b3  كنترل كننده

PI  /586�  /916�  /1 3� �  /165�  -  -    

PID  /965�  /855�  /796�  /147�  /3 8� �  /929�  

  

c,نهايي ة در اين روش با داشتن مقادير بهر.  روابط تنظيم مبتني بر تست حلقه بسته)ب u
Kتناوب نهايي ة  و دور

u
T با استفاده از 

  . آيند نيكولز مقادير پارامترهاي كنترل كننده بدست مي-نهايي زيگلر-روش بهره

  كنترل  

  كننده

  )6 -14(  / ,c c u
K K= 5�  P 

/  ) الف15- 6( ,c c u
K K= 455�    

I/  ) ب15- 6( u
Tτ = 833�  

PI  

   يك چهارمفروكشبا نسبت   با فرارفت اندك  بدون فرارفت

/  ) الف18- 6( ,c c u
K K= /  ) الف17- 6(  �2 ,c c u

K K= /  ) الف16- 6(  �33 ,c c u
K K= 6�  

I/  ) ب18- 6( u
Tτ = I/  ) ب17- 6(  �5 u

Tτ = I/  ) ب16- 6(  �5 u
Tτ = 5�  

I/  ) ج18- 6( u
Tτ = I/  ) ج17- 6(  �333 u

Tτ = I/  ) ج16- 6(  �333 u
Tτ = 125�  

PID 

  

  IMC(13( و كنترل مدل داخلي 12 سنتز مستقيم2- 6

  

در مطالبي كه تاكنون آمده است، نوع كنترل كننده از قبل مشخص . شود متفاوتي از طراحي كنترل كننده مطرح مية در اينجا فلسف

ديگري براي تنظيم كنترل اي ه از خصوصيتتوان   مي،از طرف ديگر. شد ميبوده و بايد بمنظور داشتن پاسخ مناسب سيستم، تنظيم 

بدليل . توان كنترل كننده را طوري طراحي كرد كه پاسخ مناسبي براي سيستم حلقه بسته داشته باشيم د؛ مثلا ميستفاده كركننده ا

  . شيم هستند، نيازي نيست كه در بازار به دنبال آنها بايكامپيوترهاي   مالگوريتها بيشتر بر مبناي  آنكه اين نوع كنترل كننده

مواردي از فرايندها در نظر گرفته خواهند . مطرح خواهند شد) و نه همه آنها(ها   اين كنترل كنندهملموسدر اين فصل برخي از موارد 

هاي كنترل كننده را با استفاده از  خواهيم ديد كه اين روش بهره.  باشدPIDي خواهيم كرد تا كنترل كننده منتج يك يها شد و فرض

تري براي كنترل كننده  هاي تجربي، طراحي معقول اين روش، در مقايسه با روش. انتخاب خواهد نمود) مدل فرايند (فرايندپارامترهاي 

  . شود  گفته مي14مبنا- مدلاز آنجا كه نتايج وابسته به مدل هستند به آنها طراحي . خواهد داشت
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   سنتز مستقيم1- 2- �6

L(گيريم  سروو را در نظر مية يك مسئل = كنيم  ، و توابع تبديل محرك و اندازه گير را برابر واحد انتخاب مي)�
a m

G G= تابع . 1=

   :تبديل حلقه بسته عبارتست از

)6 -19(  c p

c p

G GC

R G G
=

+1
   

با محاسبه 
c

Gخواهيم داشت :   

)6 -20(  
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( )
c

p

C R
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G C R
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−  

1

1
   

C(اگر پاسخ بخصوصي از سيستم كنترل مد نظر باشد  Rبا تابع (توان تابع تبديل كنترل كننده را براي هر فرايندي  ، مي) مشخص

تبديل 
p

G (بدست آورد .  

اول، : اخيرة سريع از معادلة دو مشاهد
c

G معكوس 
p

Gهاي  بعبارت ديگر، قطب.  است
p

G به صفرهاي 
c

G و بالعكس وابسته 

Cدوم، هر انتخابي براي . شود  ناميده مي15حذف قطب با صفر اين مبناي عملي است كه –هستند  Rهايي   جايز نيست؛ فقط انتخاب

   : كندءحلقه بسته را ارضاة مشخصة مجاز است كه معادل
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Cتوان  شود كه نمي ، ديده مي)20-6(ة از معادل R اما از . داردكنترل كننده نياز نامحدود براي ة بهربه  چرا كه را انتخاب كرد، 1=

Cشود كه  استنباط مي) 21- 6(ة معادل R (پاسخ حلقه بسته ) 21-6(براي ارضاء . تواند باشد عدد ثابتي هم نميC R ( بايد شامل

  . بايد زماني محدود براي پاسخ در نظر گرفته شودتواند سريعا پاسخ داده و  باشد بدين معني كه سيستم نميsمتغير 

   :حالت يكنواخت واحد در نظر باشدة اول با بهرة فرض كنيد بعنوان پاسخ سيستم، يك تابع تبديل مرتب

)6 -22(  
c

C

R sτ
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1

1
   

كه 
c

τجايگذاري از . واحد يعني اينكه در سيستم افت كنترل نداريمة بهر. شود  ثابت زماني سيستم است و پارامتر طراحي ناميده مي

   :دهد تابع تبديل كنترل كننده را نتيجه مي) 20-6(در ) 22- 6(ة معادل

)6 -23(  
c

p c
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   :برابر است با) 21-6(ة حلقه بسته متناظر با معادلة مشخصة معادل

)6 -24(  c p

c

G G
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+ = + =
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1 1 �   

ة كه همان معادل
c
sτ+ =1  قطب حلقه بسته .آيد هم بدست مي) 22-6(ة  است كه از معادل�

c
s τ= اين نتيجه براي هر .  است1−

p
G از آنجا كه ثابت .  كامپيوتر شبيه سازي كردكه بتوان بصورت فيزيكي كنترل كننده را ساخت و يا آن را با  مادامي– صحيح است

زماني سيستم 
c

τواضح . دهد شود كه سنتز مستقيم اجازه طراحي هر گونه پاسخ زماني را به ما مي  پارامتر طراحي ماست، مشخص مي

  .گيرند رت مانور را از ما ميهاي فيزيكي نظير اشباع شدن قد است كه در عالم واقع اين درست نيست زيرا محدوديت

  

داده شده است را بدست ) 22- 6(ة  براي پاسخي كه با معادلاولة  مرتبفرايندتابع تبديل كنترل كننده را براي يك : 1-6مثال �

  .آوريد
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pبراي تابع تبديل فرايند 

p

p

K
G

sτ

=

+1
  :ت با، تابع تبديل كنترل كننده برابر اس)23-6(ة  و بر اساس رابط

( )p p

c

p c p c p

s
G

K s K s

τ τ

τ τ τ

+   
= = +  

    

1 1 1
1  

 است با PIة كه بوضوح مشخص است كه يك كنترل كنند
c p p c

K Kτ τ= و 
I p

τ τ= .ة تناسبي با عكس بهرة توجه كنيد كه بهر

چنانچه . فرايند متناسب است
c

τ تناسبي بايد بزرگ انتخاب شودة مد نظر باشد، بهر) پاسخ سريع( كوچك.  

تنظيم پارامترهاي كنترل كننده : يادآوري
c

K و 
I

τ، شود ، مديريت مي)كه انتخابي ماست( توسط پارامترهاي فرايند و پاسخ سيستم .

، سيستم  زماني پاسخ  ثابتتنها پارامتر تنظيمي
c

τ،است .  

  

داده شده است را ) 22-6(ة  براي پاسخي كه با معادلدوم پرميراة  مرتبفرايندتابع تبديل كنترل كننده را براي يك : 2-6مثال �

  .بدست آوريد

براي تابع تبديل فرايند 
( ) ( )

p

p

K
G

s sτ τ

=

+ +1 21 1
  :، تابع تبديل كنترل كننده برابر است با)23-6(ة  و بر اساس رابط

( )( )

c

p c

s s
G

K s

τ τ

τ

+ +  
=  

 

1 21 1 1
  

يكي بسط جملات صورت و فاكتور .  با اين حال دو راه براي نمايش اين كنترل كننده وجود دارد. استPIDة كه يك كنترل كنند

)گيري از  )τ τ+1   : است كه نتيجه خواهد داد2

( )

c

p c

G s
K s

τ τ τ τ

τ τ τ τ τ

 +    
= + +    

+ +     

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1
1  

)تناسبي، ثابت زماني انتگرال و ثابت زماني مشتق توسط روابط ة هربمقادير  ) ( )c p c
K Kτ τ τ= +1  و 2

I
τ τ τ= +1  و 2

( )D
τ τ τ τ τ= +1 2 1   . شوند  داده مي2

  :  سري نوشته شودPIDروند دوم اين است كه تابع تبديل كنترل كننده بصورت 

( ) ,
c

p c

G s
K s

τ
τ τ τ

τ τ

 
= + + > 

 

1
2 1 2

1

1
1 1  

  .توضيح داده شد)  الف و ب9-5(نوشته شود همانطور كه در معادلات » واقعي«تواند بصورت مشتق  جمله مشتق مي

بر مبناي تجربه، از آنجا كه ثابت زماني مشتق كوچكتر از ثابت زماني انتگرال است، ثابت زماني بزرگتر بعنوان ثابت زماني انتگرال 

τدر حالتي كه . شود براي ثابت زماني مشتق انتخاب ميτ2 براي ثابت زماني انتگرال و τ1بنابر اين . ددگر انتخاب مي τ1 ، هر دو �2

تعريف اخير براي 
c

Gبا هم برابر خواهد شد .  

  

   :شود بنابر اين پاسخ سيستم بصورت زير تعريف مي. توان صرف نظر كرد فرايند داراي تأخير است، از تأخير نميدر مواقعي كه 

)6 -25(  
s

c

C e

R s

θ

τ

−

=

+1
   

   : برابر است با)20-6(ة تعريف كنترل كننده بر مبناي معادل.  تأخير سيستم استθكه 

)6 -26(  
( ) ( )

s s

c s

p c p c

e e
G

G s e G s

θ θ

θ

τ τ θ

− −

−

   
= ≈   

+ − +      

1 1

1
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s(اول ة براي رسيدن به تعريف سمت راست، از بسط تيلور مرتب
e s

θ

θ
−

≈ اين بمنظور ساده سازي . در مخرج استفاده شده است) 1−

 استفاده كرد اما نتايج هم Padeتوان از تقريب  براي ترم نمايي مي (.گردد شود، استفاده مي ها، همانطور كه در مثال بعد ديده مي فرمول

  .) نخواهد بودPIة بسادگي يك كنترل كنند

  

) 25-6(ة  براي پاسخي كه با معادلاول همراه با تأخير زمانية  مرتبفرايندتابع تبديل كنترل كننده را براي يك : 3- 6مثال �

  .داده شده است را بدست آوريد

تابع تبديل فرايند 
( )

d
t s

p

p

p

K e
G

sτ

−

=

+1
 تغيير متغير با. است 

d
tθ ، تابع تبديل كنترل )23- 6(ة ابط براي تأخير زماني و استفاده از ر=

  :كننده برابر است با

( )

p

c

p c p

G
K s

τ

τ θ τ

 
= + 

+   

1
1  

 هر چند نتايج بدست آمده براي تابع تبديل فرايند است اما قابل استفاده براي . استPIة كه يك كنترل كنند
PRC

G بدست آمده از 

  . باشد هاي تجربي نيز مي داده

  

مقدار : حال سوال اينجاست
c

τبراي . هاي متفاوتي دارند تواند باشد؟ منابع مختلف در كتب و مقالات توصيه  انتخاب شده چقدر مي

PI ،/cة كننديك راهبرد آنست كه براي كنترل نمونه، 
τ θ>1 PID ،/cة  و براي كنترل كنند7

τ θ> يادآوري .  انتخاب گردد�25

مهم آن است كه بايد همواره مقدار 
c

τچك شود، با استفاده از پاسخ شبيه سازي شده و تحليل تنظيم .  

   :دوم كم ميراي سيستم است بصورتة استفاده از پاسخ مرتب) 22-6(ة در مقابل معادل

)6 -27(  
C

R s sτ ζτ

=

+ +
2 2

1

2 1
   

 كه بايد بر اساس خصوصيات رفتاري پاسخ مورد نظر(تناوب طبيعي سيستم هستند ة  بترتيب ضريب ميرايي و دورτ و ζكه در آن  

   :داريم) 20-6(در ) 27- 6(ة معادل با جايگذاري ).بدست آيند

)6 -28(  
c

p

G
G s sτ ζτ

 
=  

+ 
2 2

1 1

2
   

   . داشته باشيمPID  از نوعآوريم كه با ساده كردن آن كنترل كننده هايي مي ما باز هم مثال. تر است كمي پيچيده) 23- 6(كه از 

  

) 27- 6(ة كه با معادل همانطور كم ميرابراي پاسخي  دوم پرميراة  مرتبفرايندتابع تبديل كنترل كننده را براي يك : 4-6مثال �

  .داده شده است را بدست آوريد

براي تابع تبديل فرايند 
( ) ( )

p

p

K
G

s sτ τ

=

+ +1 21 1
  :، تابع تبديل كنترل كننده برابر است با)28-6(ة  و بر اساس رابط

( ) ( )

( )
c

p

s s
G

K s s

τ τ

τ τ ζ

+ +

=

+

1 21 1

2
  

)با تعريف  )f
τ τ ζ= 2 ،

c
Gبرابر است با :  

( )( )

( )
c

p f

s s
G

K s s

τ τ

ζ τ τ

+ +

=

+

1 21 1

2 1
  

τ(قطب كندتر τ2فرض كنيد كه  τ>2 با انتخاب . باشد) 1
f

τ τ= نترل ك عمل حذف قطب با صفر اتفاق خواهد افتاد و نتيجه يك 2

  :هد بود خواPIة كنند
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( )

c

p

s
G

K s

τ

ζ τ

+

=
1 11

2
  

با تعريف 
f

τ و نياز به 
f

τ τ= τتوان نوشت كه ، مي2 ζτ=   :  و شكل نهايي كنترل كننده عبارتست از22

, ,
c c c I

I p

G K K
s K

τ
τ τ

τ ζ τ

 
= + = = 

 

1
12

2

1
1

4
  

  . پارامتر تنظيم است،ζ ،مسيستدر اين مسئله، مقدار ضريب ميرايي 

  

   حذف قطب با صفر2- 2- �6

استفاده   از آنتوضيح بدهيم تا بهتر بتوانيمبيشتر بايددر اين مورد . در ابتداي اين بخش استفاده كرديم» حذف قطب با صفر«از عبارت 

البته در . گردد استفاده مي) غالب(طراحي قطب فراگير  و يا 16جبران سازي حذفحذف قطب با صفر همچنين با عناوين . كنيم

فتد، اما بررسي اين موضوع كمك شاياني به درك تئوري ما ا سيستم هاي موجود فيزيكي اين عمل بصورت كامل بندرت اتفاق مي

  .خواهد داشت

بخاطر ) 20- 6(ة  اگر از معادل.ودفرايند با يك قطب مطلوب حلقه بسته جايگزين ش) نامطلوب حلقه باز(تفكر اين است كه يك قطب 

آوريد، 
c

G شامل عكس 
p

Gچنانچه صفرهاي .  است
c

Gهاي   همان قطب
p

G انتخاب شود، با ضرب اين دو يعني 
c p

G Gبا هم ، 

  . شود  عملي كه حذف قطب با صفر ناميده مي–د نشو حذف مي

   :توان بصورت زير نوشت را مي) 20- 6(ة به جهت تكرار، معادل

  ) الف20- 6(
( )

( )
c p

C R
G G

C R
=

−1
   

يعني، سواي اين كه 
p

G ،چه باشد 
c

G حاصلضرب آنها كاملا تابعي از پاسخ دلخواه سيستم  طوري تعريف شده است كه)C R (

   :توان نوشت داده شده نيز مي) 23- 6(ة ويژه همانطور كه در معادلة براي پاسخ حلقه بست. است

c  ) الف23- 6( p

c

G G
sτ

=
1

   

مشخصه سيستم برابر ة از آنجا كه معادل
c p

G G+ =1 هاي حلقه بسته فقط به پارامتر طراحي   است، قطب�
c

τبستگي خواهد داشت  .

اي كه بر اساس حذف قطب با صفر طراحي شود، رفتاري بشدت متفاوت نسبت به سيستمي خواهد داشت كه  يك سيستم حلقه بسته

  .بدون اين حذف باشد

 را در نظر بگيريد كه براي كنترل يك فرايند مرتبه اول استفاده شود با اين شرط PIة كنترل كنندبراي روشن شدن بيشتر موضوع يك 

كه 
a m

G G=    :حلقه بسته برابر است باة مشخصة معادل. 1=

)6 -29(  pI

c p c

I p

Ks
G G K

s s

τ

τ τ

 +
+ = + = 

+ 

1
1 1

1
�   

 در شرايط معمول بايد
I

τ ر اگ. انتخاب گردد بنحو مناسبي
I

τبرابر  
p

τ انتخاب شود، صفر تابع تبديل كنترل كننده قطب تابع تبديل 

وقتي ) 29-6(ة معادل. قطب حلقه باز نهايتا در مبدأ خواهد بود. فرايند را حذف خواهد كرد
I p

τ τ=يابد ر كاهش ميزية  به معادل:  

c p c p

p p

K K K K
s

sτ τ

+ = → = −1 �  

با فرض 
c

K > از . رسيم اي است كه با سنتز مستقيم هم به آن مي اين همان نتيجه. قطب حلقه بسته حقيقي و منفي خواهد بود، �

C كه بر مبناي 1- 6نتايج مثال  Rة تابع تبديل كنترل كنندبود، ) 22- 6(ة  در معادلPIبرابر است با :  

,
p p pI

c c c I p

I p c p p c

ss
G K K

s K s K

τ τ ττ
τ τ

τ τ τ τ

 + +
= = → = =       

11
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مشخصه، قطب حلقه بسته برابر ة با جايگذاري اين مقادير در معادل
c

s τ= حاصلضرب .  خواهد بود1−
c p

G G23-6(ة  هم با معادل 

  .مطابقت كامل دارد) الف

  

  )IMC( كنترل مدل داخلي 3- 2- �6 

ي تقريبمدلي  آن است كه در واقعيت، فقط IMCفرض مقدم در . است) IMC(يك روش زيباتر از سنتز مستقيم، كنترل مدل داخلي  

حتي اگر مدل درست فرايند را . از فرايند واقعي موجود است

داشته باشيم، پارامترهاي آن ممكن است درست اندازه گيري 

بنابر اين مدل ناقص بايد فقط بعنوان بخشي از . نشده باشند

  . طراحي استفاده شود

 3-6شكل  (شود مي استفاده IMCاي كه از  در دياگرام جعبه

  معادلسنتية ، كنترل كنند)الف
c

G تئوري( شامل مدل (

*ة نترل كنندك
c

G و تابع تبديل تقريبي 
p

Gمجددا، .  خواهد بود�

  آنبرايموارد قابل بحث در اينجا محدودند و ما اين تحليل را 

 برسيم و 5-6نتايج مثال كنيم كه به  دسته از مواردي بحث مي

  . ب تنظيم كنيم3- 6 را مانند شكل PIDة بتوانيم كنترل كنند

. در ابتدا لازم است كه تابع تبديل حلقه بسته سيستم بدست آيد

  :براي خطا داريم)  الف3-6شكل (اي  بر اساس نمودار جعبه

( )E R C C= − −
�  

  :مدلة و خروجي كنترل كنند

( )
* *
c c

P G E G R C C= = − +
�  

با جايگذاري 
p

C G P=
� �،   

)6 -30(  ( )
* *
c c p

P G E G R C G P= = − +
�   

  با بازآرايي اين معادله

)  ) الف30- 6( )

*

*

c

c p

G
P R C

G G
= −

−1 �
   

ارتباط بين هدف از اين مرحله اين است كه 
c

G با *
c

G و 
p

G� نشان دهيم را:   

)6 -31(  
*

*

c

c

c p

G
G

G G
=

−1 �
   

 30- 6(ة با جايگذاري معادل.  استفاده خواهد شدPIDة هاي معادل كنترل كنند اي است كه براي بدست آوردن بهره اين همان معادله

  :فرايند خواهيم داشتة در معادل) الف

( )

*

*

p c

L p L

c p

G G
C G L G P G L R C

G G
= + = + −

−1 �
  

  :و با استفاده از نتايج اين مرحله

)6 -32(  
( )

( ) ( )

* *

* *

c p L p c

c p p c p p

G G G G G
C L R

G G G G G G

   −

   = +

   + − + −   

1

1 1

�

� �
   

  )الف

  )ب

   در مقايسه باIMCيك سيستم با ) الف: 3-6شكل 

  يك سيستم سنتي) ب
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اي مشخصه  چند جملهچون  –مثل هميشه، مخرج آنها شبيه به هم است . جملات داخل پرانتز دو تابع تبديل حلقه بسته هستند

  .باشد مي

*دانيم چگونه بايد  نمي! هنوز يك كار باقي مانده است
c

Gد يادآوري كنيم كه در قبل از تصميم گيري در اين مورد، باي.  انتخاب گردد

هاي  هاي سنتز مستقيم، قطب روش
c

G» از صفرهاي » بطور ذاتي
p

Gاگر . آيند  بدست مي
p

G داراي صفر مثبت باشد، منجر به 

تابعي براي 
c

Gبراي جلوگيري از اين مورد، ما تابع تبديل تقريبي را به دو قسمت . است!) ناپايدار(راي قطب مثبت ا خواهد شد كه د

   :كنيم مي» تقسيم«

)6 -33(  
p p p

G G G
+ −

=
� � �   

كه 
p

G
+

 كنترل كننده فقط بر مبناي .است!) در صورت وجود (صفرهاي مثبتة  شامل هم�
p

G
−

تابع تبديل كنترل . گردد  طراحي مي�

   :آيد كننده مدل، مشابه آنچه در سنتز مستقيم گفتيم، بدست مي

)6 -34(  * , , ,

r

c

cp

G r
sG τ

−

 
= = 

+ 

1 1
1 2

1
…

�
   

مشابه سنتز مستقيم، 
c

τ بدست آمده ة  اينكه كنترل كنندبه منظور اطمينان از.  پارامتر تنظيم استتنها ثابت زماني حلقه بسته و

هايي كه در اينجا آورده  شويم كه مثال دوباره متذكر مي.  استفاده شده استrاز توان ) 34-6(در  بصورت فيزيكي قابل تحقق است،

  . برسيمPIDة  كه به يك كنترل كننداند هشوند طوري انتخاب شد مي

  

ي مناسب طراحي ا  كنترل كنندهIMC و با استفاده از اول همراه با تأخير زمانية فرايند مرتبم با براي يك سيست: 5-6مثال �

  .كنيد

، و با قبول خطاها و )با استفاده از اطلاعات تست حلقه باز(اول با تأخير مدل شده باشد ة فرض كنيد يك فرايند با يك تابع تبديل مرتب

تقريبي يا عدم قطعيت آزمايش، تابع تبديل مدل 
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  :داريم) 33- 6(ة  براي تأخير زماني و جدا كردن صفر مثبت مانند معادلPadeاول ة با استفاده از تقريب مرتب
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  :رسيم با پارامترهاي زير  ميPIDة و كمي كار رياضي به يك كنترل كنند) 31-6(ة با جايگذاري روابط اخير در معادل
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اول همراه با تأخير زماني، ة  براي فرايندهاي مرتبPIDة  براي تنظيم كنترل كنند5- 6ل با استفاده از نتايج مثا:  ب7- 5مثال �

  . بدست آوريد)7-5مثال  (اختلاط رنگة  را براي مسئلPIDة پارامترهاي كنترل كنند
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 الف بيان شد و با فرض اينكه 7- 5اول همراه با تأخير همانطور كه در مثال ة با تقريب مرتب
c

τ دوسوم مقدار تأخير باشد، مقادير 

  : بدست آمد، خواهيم داشتPID كه در مثال قبل براي IMCپارامترهاي كنترل كننده بر مبناي 

  

  

  

  

كن و -  بين كوهنIMCتناسبي ة در حالي كه بهر.  الف بدست آورديم كمي متفاوت است7- 5اين نتايج با آنچه در مثال ة مقايس

ITAEم رود كه تنظي با وجود ثابت زماني انتگرال كوچكتر انتظار مي.  قرار دارد، زمان انتگرال آن نسبتا بزرگ استIMC كمتر 

  .هاي مختلف خواهيم ديد  ج پاسخ حلقه بسته را با تنظيم7-5در مثال . نوساني باشد

  

  اختلاط رنگ موثر است؟ة هاي مختلف كنترل كننده بر پاسخ زماني مسئل چگونه تنظيم:  ج7- 5مثال �

  : جهت شبيه سازي پاسخ زماني استفاده كنيدMatlabهاي زير در  از فرمان
alfa=0.1;                         % Real PID 
Gc=tf(kc*[taui*taud (taui+taud) 1],[alfa*taui*taud taui 0]); 
td=0.725; 
Gm=tf([-td/2 1],[td/2 1]);        %Padé approximation for dead time 
Km=2.6;                           %Move Km into the forward path 
Gp=tf(0.8,[4 1]); 
Ga=tf(0.6,[0.2 1]); 
Gcl=feedback(Km*Gc*Ga*Gp,Gm);     % The closed-loop function 
step(Gcl)                         % Plotting... 

فرارفت هستند % 64و % 74نيكولز بترتيب داراي -كن و زيگلر-هاي كوهن شود كه تنظيم با تغيير پارامترهاي كنترل كننده، مشاهده مي

فرارفت % 14 با ITAE !).چهارم باشد نيكولز بايد نسبت فروكش يك- براي زيگلر(رفت بمراتب بزرگتر هستند  انتظار ميكه از آنچه 

  .كارانه بوده و پرميرا و كند است مارلين بسيار محافظه-تنظيم سيانكون. كاري بيشتري دارد محافظه

. راست با وجود اينكه پاسخ مورد انتظار بايد بدون نوسان باشدكمي كم مي) به زيبايي( مثال قبل، پاسخ زماني منتج IMCبا تنظيم 

هاي  بطور كلي بهتر است تنظيم. يكي از دلايل اين موضوع تقريب تابع تأخير زماني و ديگري نحوه انتخاب ثابت زماني سيستم است

IMCمجددا چك شوند .  

  

در . هاي تنظيم گيج شده باشيد نده بدليل وجود تنوع در روشتنظيم پارامترهاي كنترل كنة تا اينجا ممكن است كاملا در مورد نحو

هاي مختلف بعنوان راهنما براي  روشة اي از مقايس شود و سپس خلاصه  آورده ميIMCادامه ابتدا چند مورد از روابط تنظيم توسط 

 .شما آورده شده است

 

   و سنتز مستقيمIMCروابط تنظيم كنترل كننده بر مبناي ة  خلاص4- 2- �6

  كنترل كننده  دل فرايندم
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  كنترل كنندهة هاي انتخاب بهر روشة  خلاص5- 2- �6

  
  ملاحظات  شود؟ ام پارامتر محاسبه ميكد  چه بايد كرد؟  روش

 معيار پاسخ گذرا        

سيستم ة اي مشخص با استفاده از چند جمله  اقتباس تحليلي •

دوم ضريب ميرايي حلقه بسته را بدست ة مرتب

تناسبي سيستم ة ضريب ميرايي را به بهر. آوريد

  .مربوط كنيد

جز ب. دوم استة هاي مرتب محدود به سيستم •  تناسبية معمولا بهر

ها  كنترل كنندهة ، براي بقيPة كنترل كنند

 .جواب منحصر بفردي وجود ندارد

توان از ديگر معيارهاي پاسخ  در تئوري مي •

 .گذرا هم استفاده كرد

فرارفت % 50چهارم برابر  نسبت فروكش يك •

  .است

  تنظيم تجربي با

  تست حلقه باز

حلقه باز، كه منحني واكنش فرايند ة پاسخ پل

ة آنرا با يك مرتب. د، را بدست آوريدشو ناميده مي

  .اول همراه با تأخير تقريب بزنيد

    

 كن-كوهن •

 نيكولز-زيگلر •

  مارلين-سيانكون •

تناسبي، ثابت زماني انتگرال و مشتق كنترل ة بهر  .روابط طراحي تجربي را اعمال كنيد

  PID و يا P ،PIهاي  كننده

ة كن با جلوگيري از يك انحراف اولي-كوهن •

قدار مقرر براي مهار اغتشاشات بزرگ از م

مقدار نسبت فروكش . طراحي شده است

چهارم عموما براي تغيير در مقدار مقرر  يك

  . خيلي بزرگ است

معيارهاي عملكردي  •

، ISE(انتگرال خطا 

IAE و ITAE(  

روابط طراحي بدست آمده از كمينه سازي 

زمان تئوري را ة  براي پاسخ حوزانتگرال خطا

  .استفاده كنيد

تناسبي، ثابت زماني انتگرال و مشتق كنترل ة بهر

  PID و يا PIهاي  كننده

براي تغييرات مقدار مقرر و يا بار ناخواسته  •

 .روابط متفاوتند

 .هاي متفاوت خطا روابط متفاوتند براي انتگرال •

 كمترين نوسان پاسخ را ITAEة معيار كمين •

  . دارد

 نهايي زيگلرة بهر -

تنظيم  (نيكولز

ست حلقه تجربي با ت

  )بسته

ة تناسبي را انقدر افزايش دهيد تا پاسخ پلة بهر

ة نهايي و دورة بهر. سيستم نوسان پايداري شود

روابط تجربي . تناوب نهايي را بدست آوريد

  .طراحي را اعمال كنيد

تناسبي، ثابت زماني انتگرال و مشتق كنترل ة بهر

  PID و يا P ،PIهاي  كننده

sجايگذاري  • jω= بصورت تجربي و 

 .آزمايشگاهي

هاي شيميايي در عمل  لزوما براي سيستم •

 .مناسب نيست

چهارم  استفاده از مقدار يكة روابط تنظيم اجاز •

  .دهند نسبت فروكش تا نوسانات اندك را مي

 مبنا-مدل        

براي يك سيستم داده شده، تابع تبديل كنترل   سنتز مستقيم •

دلخواه حلقه بسته سنتز كننده را براي پاسخ 

ثابت زماني سيستم . كنيد
c

τ تنها پارامتر 

  .تنظيم است

هر كجا كه تناسبي، ثابت زماني انتگرال و مشتق ة بهر

  .مقتضي باشند

هايي   نيست اما در حالتPIDطراحي لزوما  •

 بوجود بيايد، PIDة كه ساختار كنترل كنند

، P(راي انتخاب نوع اين روش بصيرت لازم ب

PI و يا PID (و تنظيم آن را به ما خواهد داد.  

طراحي كنترل . بسط يافته سنتز مستقيم است  كنترل مدل داخلي •

كننده شامل يك تابع تبديل تقريبي داخلي 

  .براي فرايند است

ة اول همراه با تأخير، بهرة بديل مرتببراي يك تابع ت

 ة ق كنترل كنندتناسبي، ثابت زماني انتگرال و مشت

PIDآل  ايده.  

  

 تحليل هاي  روش

  پايداري

      

حلقه ة اي مشخص آزمون روث را بر چند جمله  هرويتس-معيار روث •

اي  بسته اعمال كنيد تا اگر قطب حلقه بسته

  .سمت راست محور موهومي باشد، آن را بيابيد

ي نسبتا ساده و با ها معمولا براي سيستم •  .كند كنترل كننده محدوديت اعمال مية روي بهر

 .تناسبية تمركز بر روي بهر

دهد در  تناسبي منفي مية هنگامي كه بهر •

  .مورد تفسير آن بايد محتاط بود
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sاي مشخصه  در چند جمله  جايگذاري مستقيم • jω= را قرار داده 

. هاي روي محور موهومي حل كنيد و براي قطب

ن مقادير قسمت حقيقي و قسمت موهومي آ

  . نهايي را خواهد دادفركانسنهايي و ة بهر

(تناوب نهايي ة نهايي و دورة بهر
u u

T π ω= 2 (

نيكولز استفاده -نهايي زيگلرة توانند در روابط بهر مي

  .شوند

ة نهايي با نتايج تحليل آراية نتايج حاصل از بهر •

 .روث مطابقت دارد

  . هاي ساده است محدود به سيستم •

مكان هندسي  •

  ها ريشه

هاي  تناسبي، قطبة با انتخاب مقادير مختلف بهر

با دست و يا كامپيوتر . حلقه بسته را رسم كنيد

  .هاي مكان را رسم كنيد شاخه

ة هاي حلقه بسته اثر احتمالي تغيير بهر مكان قطب

. دهد كنترل كننده را بر روي پاسخ ديناميكي نشان مي

و ثابت زماني، مكان هندسي با خصوصيات نسبت ميرايي 

  .تناسبي باشدة تواند مبنايي براي انتخاب بهر مي

بندرت در مراحل نهايي طراحي كنترل كاربرد  •

 .دارد زيرا با تابع تأخير زماني مشكل دارد

اين روش دستورالعملي است و براي آموزش  •

  .بسيار مناسب است

 هاي پاسخ  روش

  فركانسي

 دقت پشتيباني تأخير زماني را براحتي و با •    

 .كند مي

استفاده از تابع تبديل ة معيار نايكوئيست اجاز •

 و Bodeحلقه باز در ترسيم نمودارهاي 

ة دهد كه براي تحليل مسئل نايكوئيست را مي

 .رود حلقه بسته بكار مي

ة مرتبة هاي ساد معيار پايداري براي سيستم •

اول و دوم بدون صفر حلقه باز مثبت كاربردي 

  .ندارد

  Bodeدار نمو •

  نمودار نايكوئيست •

تابع تبديل حلقه ة انداز بصورت Bodeنمودار 

آرگومان تابع تبديل بر حسب فركانس و باز 

  .گردد  بر حسب فركانس رسم ميحلقه باز

نموداري پارامتري بر حسب نمودار نايكوئيست 

  فركانس است 

فاز را ة بهره و حاشية تناسبي لازم براي حاشية مقدار بهر

  .كند  ميمحاسبه

اين نمودارها در مورد پايداري نتايج خوبي  •

دارند اما براي تحليل پاسخ حلقه بسته نياز به 

  .هاي ديگر دارند روش

نموداري پارامتريك بر حسب چارت نيكولز   چارت نيكولز •

تابع تبديل بر حسب ة كه اندازفركانس است 

اندازه و آرگومان . كند آرگومان آن را ترسيم مي

 contourل حلقه بسته بصورت تابع تبدي

  .مشخص شده اند

تناسبي را ة داده شده، بهرة فاز و يا بهرة براي حاشي

توان با استفاده از آن  همچنين مي. كند محاسبه مي

نوسان ة ها را بدست آورده، درج حداكثر نسبت دامنه

  . پاسخ حلقه بسته را بدست آورد

چارت نيكولز معمولا براي سيستم پسخور  •

  .شود رسيم ميواحد ت

مدول لگاريتمي  •

  حداكثري حلقه بسته 

تابع تبديل حلقه بسته ة نموداري است كه انداز

  .كند را بر حسب فركانس رسم مي

ها را  هاي تناسبي مختلف حداكثر نسبت دامنه براي بهره

  .دهد مي
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  هاي فصل ششم پانويس

                                                 
1 Process reaction curve 
2 Manual  
3 Ziegler-Nichols 
4 Cohen-Coon 
5 Ciancone-Marlin 
6 Integral of Square Error 
7 Integral of Absolute Error 
8 Integral of Time-weighted Absolute Error 
9 Ultimate gain 
10 Ultimate period 
11 Sustained oscillation 
12 Direct synthesis 
13 Internal Model Control 
14 Model-based 
15 Pole-zero cancellation 
16 Cancellation compensation 
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  هاي حلقه بسته  پايداري سيستم7

  

اين . هنگام طراحي يك سيستم حلقه بسته، خصوصيات مورد انتظار ممكن است مشخصاتي خاص را براي پاسخ ديناميكي ديكته كنند

ه بخودي بنابر اين نگراني اوليه در طراحي سيستم، پايدار نگه داشتن آن است ك. كار مقدور نخواهد بود مگر آنكه سيستم پايدار باشد

  . طراحي استفاده شودهدفتواند بعنوان يك  خود مي

  

  :عمده مباحث فصل
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   تعريف پايداري1- 7

  

پاسخ سيستم حلقه بسته، . خواهيم مطمئن شويم كه تنظيم كنترل كننده منجر به ناپايداري سيستم نخواهد شد مي. هدف ساده است

   . بدست آمده است، را در نظر بگيريد2- 5آنطور كه در بخش 

)7-1(  m c a p L

m c a p m c a p

K G G G G
C R L

G G G G G G G G

   
= +   

+ +      1 1
    

   :مشخصهة با معادل

)7-2(  
m c a p

G G G G+ =1 �    

به بيان ديگر، براي پايداري سيستم تمام .  استپايدارمشخصه داراي قسمت حقيقي منفي باشند، سيستم ة هاي معادل اگر تمام ريشه

بيان، پايداري جزء خصوصيات ذاتي ديناميكي با اين . هاي تابع تبديل حلقه بسته بايد در سمت چپ محور موهومي واقع شوند قطب

  .پايداري تفاوتي نخواهد داشتتنظيم نتايج ة سروو و مسئلة ورودي ندارد؛ يعني براي مسئلسيستم بوده و ربطي به تابع 

 BIBOيك سيستم، پايدار : وجود دارد BIBO(1 (ورودي محدود خروجي محدودتعريف عمومي ديگري هم تحت عنوان پايداري 

تابع  اين تعريف، يك موقعيت فرضي را در نظر بگيريد كه درك بهتربراي . پاسخ خروجي محدود بماندبراي هر ورودي محدود اگر است 

اگر به اين سيستم يك ورودي ضربان و يا ضربه . )يك انتگرال گير باشد (باشدداشته در مبدأ فقط يك قطب  حلقه بسته تبديل

اما، چنانچه به اين سيستم يك . ماند محدود باقي مي) زمانة سطح زير منحني ورودي حوز: وروديانتگرال (مستطيلي وارد شود، پاسخ 

يابد و نامحدود  ، پاسخ خروجي يك شيب ثابت است كه با افزايش زمان، افزايش مي)كه محدود است(واحد اعمال گردد ة ورودي پل

ها بايد در سمت  قطبة هم.  محور موهومي باشد، پذيرفته نيستبه همين دليل، هيچ سيستم كنترلي كه داراي قطبي روي. گردد مي

  .چپ محور موهومي باشند

هاي  مثال. ددگركنترل پسخور ممكن است يك فرايند ناپايدار را پايدار كند و يا منجر به ناپايداري يك فرايند پايدار ة اضافه كردن حلق

 يك فرايند ناپايدار حلقه باز را كند ميتلاش گيريم كه  كلاسيك را در نظر ميعجالتا، مثالي . بسياري از حالت دوم را بعدا خواهيم ديد

  .نمايدپايدار 

  

تابع تبديل فرايند ناپايدار : 1-7مثال �
p

K
G

s a
=

−

) يك راكتور گرمازا كه سيستم خنك كن درستي نداردة مثلا مدل خطي شد (

براي درك بهتر و تصور . تناسبي، سيستم كنترل آن را پايدار كردة توان با يك كنترل كنند يسوال اين است كه آيا م. را در نظر بگيريد
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درست مسئله، سيستم كنترل را پسخور واحد با 
m

G شود كه تابع تبديل محرك هم برابر  همچنين فرض مي. گيريم  در نظر مي1=

واحد باشد، 
a

G =1 .  

تناسبي، ة با فرض كنترل كنند
c c

G K=سروو برابر است باة ، تابع تبديل سيستم حلقه بست:  

c p c

c p c

G G K KC

R G G s a K K
= =

+ − +1
  

  :آن برابر است باة مشخصة كه معادل

c
s a K K− + = �  

  :زير صدق كنندة  در رابطهاي حلقه بسته بايد اگر بخواهيم كه سيستم پايداري داشته باشيم، قطب

c
s a K K= − + < �  

: بعبارت ديگر، سيستم حلقه بسته پايدار خواهد بود اگر
c

K a K>.  

  

دو تكنيكي كه فرا خواهيم . اي مشخصه به اين سادگي نبوده و براي تحليل ابزار كمكي لازم است تر، چند جمله براي مسائل پيچيده

مكان هندسي بخصوص وقتي كه كامپيوتر در اختيار باشد مهمتر و . باشد ها مي هرويتس و مكان هندسي ريشه-زمون روثگرفت آ

 كه به آن –هاي روي محور موهومي را پيدا كرد  توان ريشه ، مي)جبر خيلي پيچيده نباشد(وقتي شرايط اجازه بدهد . مفيدتر است

ي بالا، وقتة در مثال ساد. شود ميگفته ) مرز ناپايداري(اي  پايداري حاشيه
c

K a K= مشخصهة معادلة ريش( باشد قطب حلقه بسته (

البته در اينجا بايد هوشيار بود كه . روي محور موهومي خواهد بود
c

K a K>  گردد و نه انتخاب
c

K a K<.  

  

  2هرويتس-  معيار روث2- 7

  

 بندرت كسي در –آن را در اينجا اثبات نخواهيم كرد . گردد هرويتس براي بررسي پايداري معرفي مي-در ابتدا روش بسيار قديمي روث

ابتدائا، يك . اي براي به تصوير كشيدن خواصي ساده استفاده خواهند شد با اين حال، دو چند جمله. كند متون درسي اين كار را مي

s را در نظر بگيريد كه ضريب sدوم از  ةاي مرتب چند جمله
در ( p2 و p1ة اي داراي دو ريش اين چند جمله.  آن برابر يك است2

   :خواهد شد بصورت زير تجزيه است كه) !خواهند بودمزدوج صورت مختلط بودن 

)7-3(  ( ) ( )( )P s s a s a s p s p= + + = − −
2

1 1 2�
    

aدر شرايطي كه  =1 jة  دو ريش� a±
�

aبا فرض ( روي محور موهومي خواهند بود  >
�
aچنانچه ). � =

�
ها در  ، يكي از ريشه�

   :داريم) 3-7(ة با بسط معادل. دمبدأ خواهد بو

)7-4(  ( ) ( )P s s p p s p p= − + +
2

1 2 1 2    

): داريم) 3- 7(با ) 4-7(ة با مقايس )a p p= − +1 1 a و 2 p p= 1 2�
 منفي باشند، مجموع p2 و p1 حال چنانچه قسمت حقيقي .

a: به بيان ديگر. آنها عددي حقيقي و منفي، و حاصلضرب آنها عددي حقيقي و مثبت خواهد بود >1 a و � >
�
�.  

s را در نظر بگيريد كه ضريب sسوم از ة اي مرتب سپس، يك چند جمله
، p1ة اي داراي سه ريش اين چند جمله. ن برابر يك است آ3

p2 و p3و بصورت زير تجزيه خواهد شد!) در صورت مختلط بودن مزدوج خواهند بود(باشد كه حداقل يكي حقيقي است    مي:   

)7-5(  ( ) ( )( )( )P s s a s a s a s p s p s p= + + + = − − −
3 2

2 1 1 2 3�
    

   :معادله داريماين با بسط 

)7-6(  ( ) ( ) ( )P s s p p p s p p p p p p s p p p= − + + + + + −
3 2

1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3    

a و a2 ،a1ها داراي قسمت حقيقي منفي باشند، ضرايب  و مجددا، اگر تمام ريشه
�

  ).چرا؟( مثبت خواهند بود 

,ها و ضرايب  ين است كه بين علامت قسمت حقيقي قطبتصور بر ا , ,
n n

a a a
−1 �
 بايد ارتباطي nة مرتبة اي مشخص  در چند جمله…

، )تست پايداري سيستم (هايي است كه همگي داراي قسمت حقيقي منفي باشند اگر نياز به داشتن قطبحال سوال اينست كه . باشد
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,راهي براي فهم اين موضوع با استفاده از ضرايب ا آي , ,
n n

a a a
−1 �
پاسخ اين . درها وجود دا  بدون بدست آوردن مقادير واقعي ريشه…

 تئوري فراگيريك . اي مشخصه بايد مثبت باشند ضرايب چند جملهة راه مورد اشاره بطور خلاصه اين است كه همثبت بوده و مسوال 

مشخصه براي ة  معادل حل نياز بهبدونجذابيت معيار روث در آنست كه . زمينه وجود دارد كه روث آن را انجام داده است در اين هم

  .ندنپايداري براي طراحي كنترل كننده را مشخص كة هايي بدست آورد كه محدود توان نامساوي ها، مي بدست آوردن قطب

هايي كه  روث تعداد قطبة تحليل كامل آراي. ر سمت چپ محور موهومي باشندها بايد د  همه قطبBIBOگفتيم كه براي پايداري 

در اينجا خيلي به جزئيات آنگونه . نمايد را مشخص مي) روي محور موهومي و يا سمت راست آن(داراي قسمت حقيقي نامنفي هستند 

اي را  هاي دقيق چند جمله ريشهتوان  مي Matlab  با استفاده ازكهست است در. كه در اكثر متون كنترل آمده است، نخواهيم پرداخت

اين هدف بدست آوردن معياري است كه براي انتخاب . شود هنوز كاربرد دارد معيار روث هم براي هدفي كه تعريف مياما ، پيدا كرد

اشد جذابيت خود را از اين تكنيك موقعي كه جبر مسئله پيچيده ب. هاي نسبتا ساده به ما كمك كند هاي كنترل كننده در سيستم بهره

  .هرويتس بدون اثبات خواهد آمد-ذيلا معيار ساده شده روث. دهد دست مي

  

  اي  آزمون هرويتس براي ضرايب چند جمله7-2-1 �

    nة اي مرتب براي آنكه چند جمله

)7-7(  ( ) ,n n

n n n
P s a s a s a s a s a a

−

−
= + + + + + >

1 2
1 2 1 �

� �    

,محور موهومي واقع باشند بايد تمام ضرايب هايي باشد كه سمت چپ  داراي ريشه ,
n

a a
�

   . مثبت باشند…

اگر يكي از . خواهيم داشت) سمت راست محور موهومي(چنانچه يكي از ضرايب منفي باشد، حداقل يك ريشه با قسمت حقيقي مثبت 

به . رسد تعدادي از آنها روي محور موهومي باشند ظر مي به ن؛ها سمت چپ محور موهومي نخواهند بود ضرايب صفر باشد، تمام ريشه

در صورت خطا در اين آزمون بايد   و استBIBOاين آزمون يك شرط لازم براي پايداري . هر صورت نياز به تحليل بيشتر نيست

  .كنترل كننده را مجددا طراحي كرد

  

  3روثة  آراي7-2-2 �

داده روث بمنظور بدست آوردن شرط لازم و كافي جهت پايداري تشكيل ة د، آراياي مشخصه آزمون ضرايب را بگذران اگر چند جمله

تأكيد نكرده و فرمول كلي آن حذف  در اينجا خيلي بدست آوردنهاي كلاسيكي است كه روي   اين يكي از معدود تكنيك.خواهد شد

  .فهوم آن را به تصوير بكشيمچهار بررسي خواهد شد تا مة ها تا مرتب اي ساختن آرايه براي چند جمله. گردد مي

)روث ة ، آرايnة اي مرتب در حالت كلي، براي يك چند جمله )n اي در دو سطر اول بصورت ستوني  ضرايب چند جمله.  سطر دارد1+

حتي بدون دانستن فرمول كلي، با .  با ستونهاي ديگر هستندستون اولة ها بصورت دترمينان نرمالايز شد آرايهة بقي. شوند قرار داده مي

  .روث را ساختة توان آراي هاي زير مي استفاده از الگوي استفاده شده در مثال

.  داراي علامت مثبت باشندن ضرايب در ستون اول آ»تمام«ند كه ك اي مي را منوط به داشتن آرايه داشتن سيستمي پايدار ،معيار روث

تعداد تغيير . خواهيم داشت) سمت راست محور موهومي( از آنها منفي باشد، حداقل يك ريشه با قسمت حقيقي مثبت اگر حتي يكي

  .هاي با قسمت حقيقي مثبت خواهد بود ها در ستون اول تعداد قطب علامت

)، دومة مرتباي  آرايه براي يك چند جمله )P s a s a s a= + +
2

2 1 �
  : بقرار زير خواهد بود

( )P s a s a s a= + +
2

2 1 �
    

a
�

  a2  1 

�  a1  2  

  
( )a a a

b a
a

−

= =
1 2

1

1

�

�

�
  3  

 شرط كافي )هرويتس (اينجا آزمون ضرايبدر . اي خواهد بود روث همان ضرايب چند جملهة دوم، اولين ستون آراية براي سيستم مرتب

  .روث يكي خواهد بودة آزمون ضرايب و يا آراية بعبارت ديگر نتيج. هم خواهد بود
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)، سومة مرتباي  براي يك چند جملهروث آرايه  )P s a s a s a s a= + + +
3 2

3 2 1 �
  : بقرار زير خواهد بود،

( )P s a s a s a s a= + + +
3 2

3 2 1 �
    

�  a1  a3  1 

�  a
�

  a2  2  

  
( ) ( )a a

b
a

−

= =
2 3

2

2

� �
�  

a a a a
b

a

−
=

2 1 3
1

2

�  3  

  �  
b a b a

c a
b

−
= =

1 2 2
1

1

�

�
  4  

bاز آنجا كه . گردد  محاسبه ميb2در اين حالت يك ستون صفر اضافه كرديم تا نشان دهيم چگونه  =2 c است، � a=1 �
 بوده و معيار 

   :كند روث يك قيد اضافه اعمال مي

)7-8(  
a a a a

b
a

−
= >

2 1 3
1

2

�
�    

): گيريم  بحث را پي ميچهارة مرتبي ا ك چند جملهبا ي )P s a s a s a s a s a= + + + +
4 3 2

4 3 2 1 �
.  

( )P s a s a s a s a s a= + + + +
4 3 2

4 3 2 1 0    

a
�

  a2  a4  1 

�  a1  a3  2  

�  
( )a a a

b a
a

−

= =
3 4

2

3

�

�

�
  

a a a a
b

a

−
=

3 2 1 4
1

3

  3  

  
( ) ( )b a

c
b

−

= =
1 3

2

1

� �
�  

b a b a
c

b

−
=

1 1 2 3
1

1

  4  

  �  
c b c b

d b a
c

−
= = =

1 2 2 1
1 2

1

�
  5 

   :جود خواهد آمد كه عبارتند ازدو قيد اضافي در اين حالت بو

)7-9(  
a a a a

b
a

−
= >

3 2 1 4
1

3

�    

)7-10(  
b a b a b a a a

c
b b

− −
= = >

1 1 2 3 1 1 3
1

1 1

�
�    

  

، استفاده گردد) يك پارامتري(تناسبي  هكنند كنترلاز اگر هاي حلقه باز حقيقي و منفي،   با قطبهاي براي سيستم: 2-7مثال �

حلقه بسته زير معيار ة مشخصة براي نمونه، براي معادل. بالا قابل اعمال استة  مرتبهاي هرويتس بسادگي براي سيستم- معيار روث

  .پايداري را بدست آوريد

( )( )( )
c

K
s s s

+ =

+ + +

1
1

1 2 3
�  

  :اي خواهيم داشت با بسط و بازآرايي معادله به صورت چند جمله 

( )c
s s s K+ + + + =
3 26 11 6 �  
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  با آزمون هرويتس، اي مشخصه مثبت است،  چون ضريب اول چند جمله

 
c c

K K+ > → > −6 6�  

كنترل كننده مد نظر باشد ة در صورتي كه پارامترهاي مثبت براي بهرو يا  

c
K > �.  

  :لذا. بايد مثبت باشدنيز  b1 مقدار معيار روثپايداري در ة براي محدود

 
( )c c

c

K K
b K

× − + −
= = > → <1

6 11 6 6
6

6 6

�
� �  

 ابر خواهد بود باپايداري سيستم برة پس محدود
c

K< < 6� �.  

 

يك فرايند ميراي بحراني با تابع تبديل : 3-7 مثال�
p

G
s s

=

+ +
2

1

2 1
ة اگر هدف استفاده از يك كنترل كنند.  را در نظر بگيريد

PIباشد، قيود پايداري را تعيين كنيد  .  

شود كه  براي سادگي فرض مي
m a

G G=   :شود سروو بصورت زير نوشته مية تابع تبديل حلقه بسته براي مسئل. 1=

c p

c p

G GC

R G G
=

+1
  

  :مشخصه حلقه بسته عبارت است ازة در اين مسئله معادل

c p c

I

G G K
s s sτ

 
+ = + + = 

+ + 
2

1 1
1 1 1

2 1
�  

  :و يا

( )I I I c c
s s K s Kτ τ τ+ + + + =
3 22 1 �  

بدليل آنكه 
I

τتوان نتيجه گرفت كه بايد   آزمون هرويتس ميز  مثبت است، با استفاده ا
c

K >   . ضرايب مثبت شوندة  تا هم�

با استفاده از . مشخصه بفرم روبرو خواهد بودة روث براي اين معادلة آراي

  :نياز است كه) 8-7(ة معادل

( )
( )

I c I c c

I c

I

K K K
b K

τ τ

τ

τ

+ −

= = + − >

2

1

2 1
1

2 2
�  

  :با باز نويسي اين نامساوي خواهيم داشت

I I c
Kτ τ

 
+ − > 
 

1

2
�  

بر حسب مقادير كه 
I

τ  حالت متصور خواهد بوددو:  

• /I
τ ≥ 5�: b1 به ازاي جميع مقادير 

c
K >  و تغيير مثبت بوده ،�

c
Kدر پايداري سيستم نخواهد داشت تغييري  . 

• /I
τ <   : زير قابل بيان استصورتبه دو ) شرط پايداري(در اينصورت نامساوي ياد شده : �5

I

c

I

K
τ

τ

<

−

2

1 2
 و يا 

( )

c

I

c

K

K
τ >

+2 1
  

 براي اخيربعبارت ديگر در حالت 
I

τ شده مقدار  داده
c

Kبراي  ياد وناي تجاوز ك  نبايد از مقدار بيشينه 
c

K داده شده مقدار 
I

τ 

  . كمتر شودحدينبايد از 

  .دگي درك اين شرايط مقدور استها هم خواهيم پرداخت و خواهيم ديد چگونه بسا به اين مسئله در مبحث مكان هندسي ريشه

 
 
 
 
  

( )c
s s s K+ + + +
3 26 11 6    

�  11  1  1 

�  c
K+6  6  2  

  �  b1  3  

    
c

K+6  4  

( )I I I c c
s s K s Kτ τ τ+ + + +
3 22 1    

( )I c
Kτ +1  

I
τ  1 

c
K  

I
τ2  2  

�  b1  3  

  
c

K  4  
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 6- 7صفحه 

  4روش جايگذاري مستقيم: 3- 7

 
sها روي محور موهومي با قرار دادن  از آنجا كه مرز ناپايداري محور موهومي است، بدست آوردن محل قطب jω=ة  در معادل

 ناميده بحراني يا نهايية بهرتناسبي ة اين مقدار بهر.  خواهد دادرا به ما) يا مرز ناپايداري(تناسبي حد پايداري ة مشخصه، مقدار بهر

  .شود  ناميده مي5گذر يا فركانس نهاييفركانس متناظر نيز . شود مي

  

نهايي و فركانس نهايي را بدست ة  مقادير بهر2-7مشخصه مثال ة با اعمال روش جايگذاري مستقيم در معادل:  الف2-7مثال �

  .آوريد

( )c
s s s K+ + + + =
3 26 11 6 �  

sبا جايگذاري  jω=خواهيم داشت :  

( )c
j j Kω ω ω− − + + + =

3 26 11 6 �  

  :براي صفر شدن اين معادله بايد قسمت حقيقي و موهومي آن با هم صفر شوند

( ) ( )Re :
c c

K Kω ω− + + = → = −
2 26 6 6 1�  

( )Im : ω ω ω ω− + = → − =
3 211 11� �  

نس نهايي برابر بدست آمده قسمت موهومي، فركاة از معادل
u

ω =  ،حقيقية قسمت جايگذاري اين مقدار در معادل. آيد  بدست مي11

c,نهايي را برابر ة مقدار بهر u
K = 6   .كند كه با نتايج بدست آمده از معيار روث تطابق دارد  پيشنهاد مي�

مقدار ديگر 
u

ω = نهايي ة د بود بدين مفهوم كه مبدأ محل قطب ديگر روي محور موهومي خواهد بود كه مقدار بهر خواه�

,c u
K =  .اين مقدار نيز با مقدار حاصل از معيار روث تطابق كامل دارد.  را خواهد داد6−

  

  .نهايي را بدست آوريدة  شرايط بهر3- 7در مثال :  الف3- 7مثال �

sبا جايگذاري  jω=در :  

( )I I I c c
s s K s Kτ τ τ+ + + + =
3 22 1 �  

  :خواهيم داشت

( )I I I c c
j K j Kτ ω τ ω τ ω− − + + + =

3 22 1 �  

  :آيد دو معادله از قراردادن قسمت حقيقي و قسمت موهومي برابر صفر بدست مي

Re :
I c c I

K Kτ ω τ ω− + = → =
2 22 2�  

( )Im :
I c

Kτ ω ω − + + = 
2 1 �  

ωبنابر اين يا  = ) و يا � )c
Kω− + + =

2 1 با جايگذاري . �
c

Kخواهيم داشتقسمت موهومي ة  معادل درقسمت حقيقية  از معادل:  

( )I I
ω τ ω τ ω− + + = + − =

2 2 21 2 1 2 1 �  

واضح است كه چنانچه 
I

τ − ≥2 1 ω، قسمت موهومي فقط براي � = c, برابر صفر خواهد بود و در نتيجه � u
K = بنابر اين محور . �

اگر . موهومي در محلي ديگر قطع نخواهد شد
I

τ − <2 1   :، خواهيم داشت�

u

I

ω

τ

=

−

2 1

1 2
  

نهايي زير ة قسمت حقيقي، مقدار بهرة معادل فركانس نهايي در جايگزيني. زيرنويس براي نشان دادن فركانس نهايي استفاده شده است

  :دهد را نتيجه مي

,
I

c u

I

K
τ

τ

=

−

2

1 2
  

  . كنند شود، نتايج حاصل از جايگذاري مستقيم نتايج معيار روث را تأييد مي همانطور كه ديده مي
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جواب قطعي و دقيقي براي اين سوال . »؟ترين روش استآيا روش جايگزيني مستقيم به«سوالي كه ممكن است پيش آيد اين است كه 

هرويتس كمتر است و نتايج مستقيما بدست - رويهم رفته، احتمال اشتباه جبري هنگام استفاده از دستورالعمل روث. وجود ندارد

لازم . آيد بدست ميم ه !!)محصول جانبي (در عوض در روش جايگذاري مستقيم نيازي به حفظ فرمول نبوده و فركانس نهايي. آيند مي

  . ها و تحليل پاسخ فركانسي هم بدست آورد توان با رسم مكان هندسي ريشه بذكر است كه فركانس نهايي را مي

). Pade مثلا تقريب(هرويتس بايد تابع نمايي تأخير تقريب زده شود -هاي داراي تأخير زماني، هنگام استفاده از معيار روث در سيستم

نهايي ة كند كه مقادير فركانس و بهر جايگذاري مستقيم، اما، اين امكان را فراهم مي. ده تقريبي بيش نخواهند بودلذا نتايج بدست آم

  .دهد مثال بعد اين موضوع را توضيح مي. بصورت دقيق بدست آيند

  

ة معادل. كند ميكنترل را أخير اول همراه با تة تناسبي يك فرايند مرتبة يك سيستم را در نظر بگيريد كه با كنترل كنند: 4-7مثال �

  :حلقه بسته اين سيستم برابر است باة مشخص

/
s

c

e
K

s

−

+ =

+

28
1

5 1

�
�  

  .معيار پايداري را براي اين سيستم بدست آوريد

 برابر مشخصهة با اين تقريب معادل. كنيم تأخير استفاده مية  براي جملPadeاول ة هرويتس از تقريب مرتب-براي استفاده از معيار روث

  :است با

( )

( )
( ) ( )

/
/ /c c c

s
K s K s K

s s

− +

+ = → + − + + =

+ +

218
1 5 6 8 1 8

5 1 1

�
� � � �  

براي مقادير مثبت 
c

K كند كه  پيشنهاد مي) ؟!در اينجا شرط لازم وكافي(، آزمون هرويتس/ c
K− >6 8� c/ و يا �

K< < 7 5� .  

sبا جايگذاري مستقيم  jω=واقعي و استفاده از اتحاد اولر ة مشخصة  در معادل)cos sinj
e j

θ

θ θ
−

= تأخير ة براي جمل) −

  :خواهيم داشت

( ) ( )/ cos sin
c

j K jω ω ω+ + − =5 1 8 2 2� �  

  :يعني. كه مجددا معادل است با معادلات قسمت حقيقي و قسمت موهومي صفر

/Re : cos
cos

c c
K Kω

ω

+ = → = −
5

1 8 2
4 2

� �  

/Im : sin
sin

c c
K K

ω
ω ω

ω

− = → =
25

5 8 2
4 2

� �  

با برابر قرار دادن مقادير 
c

Kبدست آمده از دو فرمول اخير خواهيم داشت :  

tanω ω+ =5 2 �  
u/حل اين معادله فركانس نهايي را برابر 

ω = اهد قسمت حقيقي و يا موهومي برابر خوة نهايي از معادلة مقدار بهر.  خواهد داد�895

,بود با  /c u
K = 5 c/تناسبي برابر است با ة لذا حدود دقيق پايداري براي بهر. 73

K< < 5 73� .  

  .اين نتايج با مقاديري كه بعدا در مبحث پاسخ فركانسي خواهيم گفت مطابقت كامل دارد: 1ة نكت

ها بشدت به حدس اوليه وابسته هستند، ممكن است حدس  ز آنجا كه اين روشا. هاي تكراري است راه حل اين معادله روش: 2ة نكت

جواب بدست آمده منجر به نتايجي غلط و ة قبول كوركوران. و يا نتايج غير قابل قبول گردد(!) اوليه اشتباه منجر به نتايج كاملا اشتباه 

  .دور از انتظار خواهد شد

  

  6ها  تحليل مكان هندسي ريشه4- 7

  

  : دسترسي به كامپيوتر، بتصوير كشيدن نمودار مكان هندسي بسيار ساده استدر صورت

تناسبي ة  پارامتر طراحي را انتخاب كنيد، مثلا بهريك )1
c

K.  

 در  به شما بدهد، بعنوان نمونهپارامتر طراحيمشخصه را به ازاء مقادير مختلف ة هاي معادل كوچكي بنويسيد كه ريشهة برنام )2

 .، و غيره...، ��1، ...، 3، 2، 1، �
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 8- 7صفحه 

  . مختلط ترسيم نماييدة  يا زيباتر در صفحقرار دهيد ورا در يك جدول ) ها همان مقادير ريشه(نتايج  )3

ها در طراحي و تحليل كنترل  مندترين تكنيكيكي از قدرتاما رسد،   به نظر ميخيلي ساده كه رسم نمودار مكان هندسي درست است

  .داراي تأخير زماني نباشدكننده است البته وقتي كه سيستم 

حلقه بسته وقتي كه پارامتر طراحي تغيير ) ها قطب(مشخصه ة هاي معادل ريشهمحل  است از نمايشي گرافيكيها  مكان هندسي ريشه

ة براي تحليل معمولا از بهر. شوند ادير پارامتر طراحي بطور صريح نشان داده نميشوند و مق ها ترسيم مي فقط ريشهدر اينجا . كند مي

. كند تغيير مي) در عمل به ميزان خيلي بزرگ(نهايت  تناسبي از صفر تا بية مقادير بهر. گردد تناسبي بعنوان پارامتر طراحي استفاده مي

  .دهيم با مثالي ساده اين روش را توضيح مي

  

دقت كنيد چگونه . تناسبي بدست آوريدة اول و دوم با كنترل كنندة هاي مرتب ها را براي سيستم  هندسي ريشهمكان: 5- 7مثال �

  .رود نهايت مي مكان به بي

  :شود تناسبي، بصورت زير نوشته مية اول با كنترل كنندة متشكل از فرايندي مرتبة يك سيستم سادة مشخصة معادل) الف

p

c p c p

p

K
K s K K

s
τ

τ

+ = → + + =

+

1 1
1
� �  

  :جواب اين معادله، همان قطب حلقه بسته سيستم، برابر است با

( )c p

p

K K
s

τ

+

= −

1
  

يك خط روي محور حقيقي است كه از ) شكل روبرو(نمودار مكان هندسي 
p

s τ= −1 

وقتي كه 
c

K =  است شروع شده و وقتي �
c

Kبه سمت منهاي نهايت ميل كند  به بي ،

آيا در . تر خواهد شد كنترل كننده پاسخ سريعة با افزايش بهر. يابد نهايت امتداد مي بي

  ).بله، اشباع شدن(عمل حد بالايي براي آن متصور است؟ 

ة معادل. دهيم دوم پرميرا است ادامه مية مثال را با فرايندي كه تابع تبديل آن مرتب) ب

  :حلقه بسته سيستم بصورت زير استة شخصم

( ) ( )
( ) ( )

p

c c p

K
K s s K K

s s
τ τ τ τ

τ τ

+ = → + + + + =

+ +

2
1 2 1 2

1 2

1 1
1 1

� �  

  :دو قطب حلقه بسته عبارتند از

( ) ( ) ( ) ( ) ( )c p c p
K K K K

s

τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ

− + ± + − + − + ± − −

= =

2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

4 1 4

2 2
  

براي تغيير 
c

Kچهار حالت متصور است :  

)1 (
c

K =   ، دو قطب حقيقي منفي بصورت�

( ) ( )
,s s s

τ τ τ τ

τ τ τ τ

− + ± −

= → = − = −

2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1

2
  

  .هاي حلقه باز هستند كه همان قطب

)2 (
( )

c

p

K
K

τ τ

τ τ

−

< <

2

1 2

1 2

1

4
  .غيرتكراري، داراي دو قطب حقيقي منفي و �

)3 (
( )

c

p

K
K

τ τ

τ τ

−

=

2

1 2

1 2

1

4
  :، داراي دو قطب حقيقي تكراري برابر با

( )
s

τ τ

τ τ τ τ

− +  
= = − − 

 

1 2

1 2 1 2

1 1 1

2 2
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 )4 (
( )

c

p

K
K

τ τ

τ τ

−

>

2

1 2

1 2

1

4
، با افزايش 

c
Kهاي حلقه بسته از هم جدا شده   قطب

از اينجا به بعد ). شكل روبرو(و تشكيل دو قطب مزدوج مختلط خواهند داد ) جدايية نقط(

هاي تكراري ذكر شده در حالت  ريشهبرابر تغيير نكرده و ها  ديگر قسمت حقيقي اين قطب

عمودي خواهيم داشت كه قسمت موهومي آنها ة بنابر اين دو شاخ. باقي خواهد ماند) 3(

توان ديد كه با افزايش  در اين تحليل، مي. رود نهايت مي به سمت بي
c

K از سيستم، پاسخ 

  .ماند كند اما همچنان پايدار مي پر ميرا به كم ميرا تغيير مي

  

پر واضح است . به دنبال آن هستيم) ها و يا نمودار مكان هندسي ريشه(ته هاي حلقه بس اين همان چيزي است كه در رسم نمودار قطب

 استنباط 5- 7اي ارزشمند كه از مثال  نتيجه. نياز خواهد بودتر  هاي پيچيده كه به ابزار رياضي و محاسباتي بيشتري در تحليل سيستم

 در سمت راست محور موهومي نداشته باشند، قه بازيا صفر حل قطب واول و دومي كه ة  مرتبيها گردد آن است كه براي سيستم مي

  . استهمواره پايدارسيستم حلقه بسته 

*حلقه بسته بصورت ة مشخصة فرض كنيد كه معادل. كنيم تري بررسي مي هم اكنون مسئله را در حالت كلي
c

K G+ =1  باشد كه �

*در آن 
c

K G باز است تابع تبديل حلقه .
c

Kتناسبي كنترل كننده  و ة  بهر*
G» اگر كنترل كننده . است» هاي باقيمانده تمام بلوك

*تناسبي باشد، 
a p m

G G G G= . ،چنانچه كنترل كننده ديگري داشته باشيم*
G اين شامل قسمتي از كنترل كننده هم  علاوه بر

*با تعريف . خواهد بود
Gصفر خواهيم داشت-ها در تركيب بندي قطب اي اي و نوشتن چند جمله  بصورت نسبت دو چند جمله:   

)7-11(  
( )

( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

* m

c c c

n

Q s s z s z s z
K G K K

P s s p s p s p

− − −

+ = + = + =

− − −

1 2

1 2

1 1 1
�

�
�

    

   :و يا

)  ) الف7-11( )( ) ( ) ( )( ) ( )n c m
s p s p s p K s z s z s z   − − − + − − − =   1 2 1 2� � �    

)ام nة اي مرتب هاي چند جمله ريشه )P s = ، ....، p1 ،p2 يا �
n

pة اي مرتب هاي چند جمله ريشه. هاي حلقه باز هستند  قطبm ام

( )Q s = ، ....، z1 ،z2 يا �
m

zهاي حلقه بسته هستند كه  قطب) 11- 7(ة مشخصة هاي كل معادل ريشه. هاي حلقه باز هستند  صفر

  . آورند مكان را بوجود مي

توان مشاهده نمود كه وقتي  بسادگي مي. خواهد بود)  الف11-7(ة اي مشخص چند جملهة  مرتبهاي مكان برابر تعداد شاخه
c

K = � ،

هنگامي كه . هاي حلقه باز خواهد بود برابر قطب)) 11- 7(ة مشخصة معادل(هاي سيستم حلقه بسته  قطب
c

K → هاي  ، قطب∞

  .اين نتايج دو خصوصيت رياضي ارزشمند هستند. شوند ابر صفرهاي حلقه باز ميسيستم حلقه بسته بر

براي . شود بعبارت ديگر، در يك نمودار مكان هندسي، هر شاخه مكان از يك قطب حلقه باز شروع و به يك صفر حلقه باز ختم مي

nهاي واقعي،  سيستم m> و m ≥ )پس .  است� )n m−مكان كه براي آنها صفر حلقه باز وجود ندارد، بسته به نوع سيستم ة  شاخ

  . روند نهايت مي  به سمت بينحويمورد مطالعه، ب

  

  .نهايي را بيابيدة  مكان هندسي را رسم كرده و بهر2-7براي مثال :  ب2- 7مثال �

  :رابر است بامشخصه بة براي مثال ياد شده معادل

( )( )( )
c

K
s s s

+ =

+ + +

1
1

1 2 3
�  

6نهايي تقريبا ة هاي زير مقدار بهر  و با فرمانMatlabة بوسيل   .آيد  بدست مي�
G=zpk([],[-1 -2 -3],1); 
k=0:1:100;  % We have to use our own gain vector in this example 
rlocus(G,k) % because the MATLAB default plot does not cross the Im axis 
rlocfind(G) 
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تناسبي ة ها و بهر كند تا مقدار ريشه اي از مكان مي تقاضاي كليك بر روي نقطه rlocfind() ،Matlabرمان بعد از وارد كردن ف

  .كنيم در اين مسئله روي محل تلاقي مكان با محور موهومي كليك مي. متناظر را محاسبه كند

  

  .ها تكرار كنيد  را با استفاده از تحليل مكان هندسي ريشه3-7مثال :  ب3- 7مثال �

  : بصورت زير است3-7حلقه بسته مثال ة مشخصة معادل

( )

( )

I

c

I

s
K

s s s

τ

τ

+

+ =

+ +
2

1
1

2 1
�  

براي مقادير مختلف 
I

τ با استفاده از Matlabتوانيد مونه ميبراي ن. ها را رسم كنيد  مكان هندسي ريشه:  
taui=0.2;    % Open-loop zero at -5 
G=tf([taui 1],conv([taui 0],[1 2 1])); 
rlocus(G) 

I/درخواهيد يافت كه براي 
τ > I/براي . ، سيستم همواره پايدار است�5

τ = نهايت  ، سيستم در مقادير بي�5
c

Kگردد  ناپايدار مي .

I/اما براي مقادير 
τ <  وقتي از مقادير بزرگ �5

c
Kمثلا براي . استفاده شود سيستم ناپايدار خواهد شد /I

τ =  و با استفاده از �1

نزديكي اين .  بدست آمد3-7 خواهد بود كه برابر مقداري است كه در مثال �25/نهايي تقريبا برابر ة  مقدار بهرrlocfindتابع 

  .تلاقي مكان با محور موهومي داردة بستگي به دقت شما در كليك كردن بر روي نقطبه هم، مقادير 

  

توان آن را با  اهد بود كه بدانيم چگونه ميكند اما بسيار مفيد خو ها را رسم مي  بسادگي مكان هندسي ريشهMatlabدرست است كه 

مثال زير چند . باشد ها مي ها و صفرهاي حلقه باز و جهت حركت شاخه  دانستن محل قطب،نيازاطلاعات مورد اقل حد. دست انجام داد

شروع مناسبي ة ل نقطموارد بسيار زيادتري وجود دارند اما اين مثا. كشد ترند، را بتصوير مي خصوصيتي كه در مسائل كنترل عمومي

  .است

  

دار مكان نمو: 6-7مثال �

ها را براي چند  هندسي ريشه

حلقه بسته ة مشخصة معادل

حتما . معمول زير رسم كنيد

 خودتان Matlabآنها را با 

  .انجام دهيد

شكل نمودار را ) و(در مورد 

براي صفرهاي حلقه باز 

/− 5� ،/−2 3−/ و 5   هم5

  .رسم كنيد

 
هاي تقريبي  در اينجا شكل

 بدست Matlabآنچه شما در 

هاي  همراه فرمانخواهيد آورد 

مكان . ترسيم شده استلازم 

خطي ) الف(هندسي سيستم 

است كه روي محور حقيقي به 

نهايت خواهد  سمت منهاي بي

هاي  شاخه). شكل زير(رفت 

9گر آمده و از هم جدا شده و با زاويه سمت همديروي محور حقيقي به ) ب(مكان هندسي سيستم  �
. روند نهايت مي  به سمت بي�

  روند نهايت مي بسادگي از هم جدا شده به سمت بي) ج(هاي تكراري در  ريشه

  معادلة مشخصة حلقه بسته  توصيف

  يك سيستم مرتبة اول) الف(
( )

c
K

s
+ =

+

1
1

2
�  

  يك سيستم مرتبة دوم) ب(
( )( )

c
K

s s
+ =

+ +

1
1

2 1
�  

  هاي حلقه باز تكراري يك سيستم مرتبة دوم با قطب) ج(
( )

c
K

s

+ =

+
2

1
1

2
�  

( )

( )( )

/

c

s
K

s s

+

+ =

+ +

5
1

2 1

�
�  

( )

( )( )

/

c

s
K

s s

+

+ =

+ +

15
1

2 1
  بة دوم با صفرهاي متفاوت حلقه بازيك سيستم مرت) د(  �

( )

( )( )
c

s
K

s s

+

+ =

+ +

4
1

2 1
�  

  يك سيستم مرتبة سوم) ه(
( )( )( )

c
K

s s s
+ =

+ + +

1
1

3 2 1
�  

  يك سيستم مرتبة سوم با صفر حلقه باز) و(
( )

( )( )( )

/

c

s
K

s s s

+

+ =

+ + +

15
1

3 2 1
�  
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 همگي فقط )ج(تا ) الف(موارد  

داراي قطب حلقه باز حقيقي 

آنها ة  و كنترل كنندهستند

) الف(در مورد . تناسبي است

ة سيستم داراي فرايندي مرتب

دو مورد در اول است در حاليكه 

ديگر بترتيب سيستم داراي 

دوم پرميرا و ة فرايندهاي مرتب

  .ميراي بحراني است

ممكن است نمودار مكان ) آل  ايدهPDة مثلا يك كنترل كنند(دهند كه چگونه يك صفر حلقه باز  نشان مي) د(هاي  نمودارهاي سيستم

رفتارهاي كم .  تحت تأثير قرار دهد راكند، دوم پرميرا را كنترل مية بها و رفتار ديناميكي سيستمي كه يك فرايند مرت هندسي ريشه

(ميرا فقط در صفرهاي حلقه باز نسبتا بزرگ 
D

τها ازقطب حلقه  در نمودار سمت چپ شكل زير، يكي از شاخه. كند بروز مي)  كوچك

 شروع شده و به -1باز 

−/صفر حلقه باز  5� 

 -2دوم از ة شاخ. رسد مي

نهايت  به سمت منهاي بي

در نمودار . خواهد رفت

 -1مياني، يك شاخه از 

 15−/به قطب حلقه باز 

 به - 2رفته و ديگري از 

 به - 2 و -1مكان از ة خ قرار دارد، دو شا-4در نمودار سمت راست جايي كه صفر حلقه باز در . نهايت خواهد رفت سمت منهاي بي

ها پس از آن در جايي دورتر روي محور حقيقي فرود  شاخه. )جدايية نقط (شوند سمت هم حركت كرده، و سپس از يكديگر جدا مي

  .رود نهايت مي  رفته و ديگري به بي-4؛ يكي به سمت )همرسية نقط (آيند مي

تواند  مورد استفاده فقط مية كنترل كنند) ه(يهي است كه در مورد بد. سوم هستندة شامل فرايندهاي مرتب) و(و ) ه(هاي  سيستم

  . ايده آل باشدPDتواند حاصل استفاده از يك  داراي سناريويي است كه مي) و(تناسبي باشد، در حاليكه 

تواند به پايداري سيستم كمك زيادي بكند  مي) و(دد حال آنكه افزودن يك صفر حلقه باز همانند تواند ناپايدار گر مي) ه(سيستم 

 شروع - 2 و -1، دو شاخه از )ه(در ). شكل زير(

متعاقبا از هم جدا . آيند شده و به سمت هم مي

هاي حلقه  شده و پس از قطع محور موهومي، قطب

6±دو شاخه با زواياي . شوند بسته ناپايدار مي �
� 

مجانب  (كنند نهايت ميل مي به سمت مثبت بي

. ، سيستم همواره پايدار است)و(در . )شوند مي

 به - 1قطب حلقه بسته ماندگار همانست كه از 

با انتخاب مناسب صفر حلقه . رود  مي15−/سمت 

−/مثلا (باز    .تر گردد تواند سريع اين سيستم مي) �5

  

قابل آنها بسادگي قواعد  تعدادي از 6-7بعد از مثال . شود  ميارائه جهت رسم دستي نمودار راهنماي ترسيمدر اغلب متون كنترل، 

  :اين دستورالعمل ساده عبارتست از. استدرك 

  .ها نسبت به محور حقيقي متقارن است مكان هندسي ريشه .1

 .است) سيستمة يا مرتب(هاي حلقه باز   مكان برابر تعداد قطبهاي تعداد شاخه .2

  
(a) rlocus(tf(1,[1 2])) 
(b) rlocus(zpk([],[-1 -2],1)) 
(c) rlocus(zpk([],[-2 -2],1))  

 
(d – left)   rlocus(zpk(-0.5,[-1 -2],1)) 
(d – middle) rlocus(zpk(-1.5,[-1 -2],1)) 
(d – right)  rlocus(zpk(-4,[-1 -2],1))  

 
(e) rlocus(zpk([],[-1 -2 -3],1)) 
(f) rlocus(zpk(-1.5,[-1 -2 -3],1))  
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و به يك صفر حلقه باز ختم شده و گردد  مياز يك قطب حلقه باز شروع ) حلقه بستهة معادلة مشخصة مسير ريش(يك شاخه  .3

 .رود نهايت مي يا به بي

در كلاس مفصل بحث . (رد باشد آن فچپهاي سمت  ها و صفر قسمتي از محور حقيقي روي مكان است كه تعداد قطب .4

 .)خواهد شد

sروث بدست آورد و هم با جايگذاري مستقيم ة توان هم با استفاده از آراي محل تلاقي با محور موهومي را مي .5 jω= در 

 .)تواند مورد استفاده قرار گيرد  هم ميMatlabالبته . (حلقه بستهة مشخصة معادل

) 11-7(ة حلقه بستة مشخصة  كه همگي از معادل)در صورت لزوم (ها، موارد ذيل  شكل نمودار مكان هندسي ريشهبراي بدست آوردن

  :دشون بايد محاسبه آيند بدست مي

)به تعداد  .6 )n m−زوايا و محل . همرس هستندشوند كه  ها با خطوطي مجانب مي اين شاخه. روند نهايت مي  شاخه به بي

  :آيد از روابط زير بدست مي) در صورتيكه بيش از يك مجانب باشند(ها  مجانبقي تلا

( )

n m

i i

i i

p z
n m

= =

 
= − 

−  
∑ ∑

1 1

1
  ها  محل تلاقي مجانب

( )
, , , , ,

k
k n m

n m
π

+

= = − −

−

2 1
1 2 1�   ها مجانبة  زاوي…

  :آيد در مكان از رابطه زير بدست مي) نقاط شكست(محل نقاط جدايي و همرسي  .7

( )
( )

( )
( )

*

*c

d d d d d
K G P s Q s

ds ds G ds P s ds Q s ds

 
   = → − = → = → =     

 

1 1 1
� � �  

  :آيد صفر، اين رابطه بصورت زير در مي- در پيكره بندي قطب
n m

i ii i
s p s z

= =

=

− −
∑ ∑

1 1

1 1
  

اگر  .8
a

pة  قطب مرتبqزير بدست خواهد آمدة ترك آن از رابطة  و مختلط باشد، زاوي:  

( ) ( ) ( )

,

, , , ,
n m

a i a i

i i a i

k p p p z k q
q

π

= ≠ =

 
= + − − + − = − 

 
∑ ∑
1 1

1
2 1 1 2 1� � �   ترك قطبة زاوي…

ر اگ .9
b

z ة  مرتبصفرνديآ ميزير بدست ة ميل به آن از رابطة  و مختلط باشد، زاوي:  

( ) ( ) ( )

,

, , , ,
n m

b i b i

i i i b

k z p z z kπ ν

ν
= = ≠

 
= + + − − − = − 

 
∑ ∑

1 1

1
2 1 1 2 1� � �   ميل صفرة زاوي…

)در معادله مشخصه  بايد s(روي مكان  sهر متناظر با تناسبي براي بدست آوردن بهرة  .10 )
*

c
K G s+ =1 ، از ) صدق كند�

 :شود رابطة زير استفاده مي

( )
*c

K
G s

=
1

  

  

   طراحي با استفاده از مكان هندسي5- 7

  

. دهند اميك سيستم به ما مياطلاعاتي را در مورد دين) هاي مكان يا شاخه(هاي حلقه بسته  در بحث طراحي كنترل كننده، قطب

sها بمراتب بيشتر و بهتر از تحليل معيار روث و يا جايگزيني  هميشه اطلاعات بدست آمده از مكان هندسي ريشه jω=در .  است

ماني يا نسبت فروكش توان مشخصاتي خاص، مثلا ثابت ز ها بعنوان ابزار طراحي، مي حقيقت، هنگام استفاده از مكان هندسي ريشه

  .دلخواه، براي سيستم را ديكته كرد

  

تناسبي سيستم كنترل شده داراي ضريب ميرايي ة  چه بهربه ازاء.  را در نظر بگيريد5-7دوم مثال ة سيستم مرتب:  الف5- 7مثال �

   خواهد بود؟�7/
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  :توان بفرم زير باز نويسي كرد  بدست آمد را مي5-7 دوم كه در مثالة سيستم حلقه بسته مرتبة مشخصة معادل

( )

( )

( )c p c p

s s
K K K K

τ ττ τ +

+ + =

+ +

1 221 2 1
1 1

�  

sعمومي ة اين معادله و معادلة با مقايس sτ ζτ+ + =
2 2 2 1   :توان نوشت  ضريب ميرايي است، ميζ تناوب زماني و τ، كه �

( )

( )

( )

,
c p

c p
K K K K

τ ττ τ
τ ζ

τ τ

+

= =

+ +

1 21 2

1 2

1

21 1
  

پس مقدار 
c

Kتوان براي   را ميζداده شده بدست آورد .  

. تر كه بسيار مفيد است هاي پيچيده  خصوصا در مواجهه با سيستم–تر پاسخ را يافت  توان بمراتب سريع  اما ميMatlabافزار  با نرم

فرايند ة ر عددي بهرمسئله را با مقادي
p

K τ و ثوابت زماني فرايند برابر 1= =1 τ و 2 =2 حلقه ة مشخصة معادل.  را در نظر بگيريد4

  بسته برابر است با 

( )( )
c

K
s s

+ =

+ +

1
1

2 1 4 1
�  

  :كنيم  وارد ميMatlabهاي زير را در  فرمان

G=tf(1,conv([2 1],[4 1])); 
rlocus(G) 
sgrid(0.7,1)          % plot the 0.7 damping ratio lines 
[kc,cpole]=rlocfind(G) 

 129/تناسبي برابر ة ها، مقدار بهر  و مكان هندسي ريشه�7/ از محل تقاطع خط ضريب ميرايي rlocfind(G)با استفاده از 

/ها در  آيد كه محل قطب بدست مي)  است12944/مقدار واقعي برابر ( / j− ±375 382� قسمت موهومي و حقيقي اين .  خواهد بود�

cos−1/ها برابر نيستند چون  قطب . توان از معادلات تحليلي بدست آمده كمك گرفت براي تأييد نتايج مي. ت نيس�45 دقيقا برابر �7

 تناسبي با هم تطابقة هاي حلقه بسته و مقدار بهر شود كه قسمت حقيقي قطب  نتيجه مي5-7با استفاده از نتايج بدست آمده از مثال 

  . دارندكامل

  

حالت يكنواخت ة بهر. باشد اول بدون افت كنترل مية  مرتب براي يك سيستمPIة فرض كنيد هدف تنظيم كنترل كنند: 7- 7مثال �

 علاوه بر اين فرض كنيد.  دقيقه است2 و ثابت زماني آن برابر �5/فرايند برابر 
a m

G G= حلقه بسته سيستم ة مشخصة معادل. 1=

  :بسادگي بصورت زير خواهد بود

( )

( )

/ I

c

I

s
K

s s

τ

τ

+

+ =

+

5 1
1

2 1

�
�  

چگونه بايد كنترل كننده را طراحي كرد؟ براي داشتن .  است�7/هدف داشتن پاسخي كم ميرا و به نسبت سريع با ضريب ميرايي 

) تصويري بهتر مقادير ثابت زماني انتگرال را در دو حالت الف
I

τ = )  و ب3
I

τ = 2   . دقيقه در نظر بگيريد3

.  در پايداري آن بحثي نيست ايندوم بدون صفر مثبت است، بنابرة  اين يك سيستم مرتبكنيم كه  يادآوري ميقبل از شروع طراحي

اما، با مكان هندسي . دو را نوشت و نتايج را بصورت تئوري بدست آوردة يك سيستم مرتبة مشخصة توان معادل بصورت تئوري، مي

  . تر است ها اين كار بمراتب ساده شهري

−/هاي حلقه باز در  قطب) الف  با در نظر گرفتن.  و مبدأ هستند�5
I

τ =  همانطور كه 3

1−در شكل پيداست، صفر حلقه باز در   هاي حلقه بسته حقيقي و  بوده و تمام قطب3

تناسبي افزايش ة پاسخ وقتي كه بهر» سرعت«. سيستم كم ميرا نخواهد شد. منفي هستند

1−يابد با موقعيت صفر در  اين همان مقداري است كه قطب حلقه .  محدود خواهد شد3

  .بسته فراگير قرار خواهد گرفت

با ثابت زماني انتگرال كوچكتر، ) ب
I

τ = 2 هاي مكان  شاخه.  است15−/صفر حلقه باز حالا در . افتد تري اتفاق مي ، وضعيت جالب3

  بيشتربا افزايش). زيرشكل (دهند  ها به سمت يكديگر آمده سپس جدا شده و تشكيل يك دايره مي هندسي ريشه
c

Kها مجددا  ، شاخه

  . قرار دارد ميل خواهد كرد15−/قطب ماندگار به سمت صفر كه در . كنند حور حقيقي حركت ميبه سمت م
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 14- 7صفحه 

ها را  مكان هندسي ريشه ه در دو نقط�7/، خط ضريب ميرايي Matlabافزار  با استفاده از نرم 

/برابر ) A(ة نقط: قطع خواهد كرد / j− +312 323� c/ و متناظرا �
K = ) B(ة ؛ نقط�55

/برابر  / j− +115 c/ و متناظرا 117
K = 7 17.  

kc=1; taui=2/3; 
Gc=tf(kc*[taui 1], [taui 0]); 

Gp=tf(0.5, [2 1]); 
rlocus(Gc*Gp) 
sgrid(0.7,1) 
[kc,cpole]=rlocfind(Gc*Gp) 

c/تناسبي ة اگر اشباع شدگي مهم نباشد، بهر
K = 7 قطب حلقه بسته متناظر ثابت زماني . شود ترجيح داده مي) Bة نقط (17

  .)گردد محاسبات مربوط به تناوب زماني يا فركانس و تأييد ضريب ميرايي بعنوان تمرين واگذار مي (.سريعتري خواهد داشت

بندرت در عمل اين كار قابل .  سريعترين پاسخ بدون نوسان ممكن– روي مكان هندسي آرماني است Cة ئوري، نقطاز نظر ت: 1ة نكت

  .تناسبي آنقدر زياد است كه كنترل كننده اشباع خواهد شدة انجام است؛ بهر

با كاهش ثابت زماني انتگرال از : 2ة نكت
I

τ = ة مشخصة جملاتي از معادل.  اتفاق خواهد افتادطب با صفرحذف ق دقيقه، 2 به دقيقا 3

اگر . اول كاهش خواهد يافتة حلقه بسته حذف خواهند شد و پاسخ در اين مثال به يك سيستم مرتب
I

τ 2 فقط اندكي كوچكتر از 

آنرا با (بسيار كوچك خواهد بود ) ب(ده در حالت بوجود آم» دايره«؛ كه اندكي كم ميراست  دقيقه باشد، سيستمي خواهيم داشت

Matlabچنانچه . در عمل، بسيار مشكل است كه يك حذف قطب با صفر كامل اتفاق بيفتد).  چك كنيد
I

τ خيلي نزديك 
p

τ 

  .اشتانتخاب گردد، پاسخ سيستم بين كم ميرا و پرميرا نوسان خواهد د

  

  ها آخرين تذكر براي مكان هندسي ريشه

ها آنست  يكي از مهمترين اين محدوديت. هاي خاص خودش را دارد ها، اين تكنيك محدوديت عليرغم مفيد بودن مكان هندسي ريشه

 Pade تقريب با داشتن فرايندي كه تأخير زماني دارد بناچار بايد از. كه تأخير زماني بسادگي قابل اعمال توسط اين روش نيست

  .هرويتس است- اين محدوديت همانند محدوديت معيار روث. استفاده كرد

هاي  ها را براي سيستم اي بنويسد كه ريشه تواند برنامه هاي سريع كامپيوتر، آيا كسي نمي با پيشرفتممكن است از خود بپرسيد كه 

هاي  هايي براي رسم دستي مكان هندسي ريشه حتي تكنيك. ندا داراي تأخير با دقت بدست آورد؟ البته كه افرادي اين كار را كرده

تعداد اندكي از آن . شوند اما، اين ابزارها براحتي قابل استفاده نبوده و بندرت استفاده مي. اند هاي داراي تأخير بسط يافته سيستم

  .كند  تأخير زماني را تحليل ميهاي داراي  براحتي و با دقت سيستم8كنند زيرا تحليل پاسخ فركانسي در فصل  استفاده مي

توان پايداري  ها فقط در مورد پايداري مطلق بحث كرده و با آن نمي مكان هندسي ريشهدوم كه حائز اهميت است آن است كه ة نكت

 ممكن است كسي پاسخ. نداردوجود عمومي و خوب » 7امنة حاشي«نسبي را تحليل كرد، بدين مفهوم كه راه آساني براي تعريف يك 

هر مسئله ة هاي حلقه بسته از محور موهومي اين كار امكان پذير است، اما اين روند ويژ اي مناسب براي قطب دهد كه با انتخاب فاصله

ها است و خيلي مشكل است كه از روي آن بتوان اثر  تناسبي پارامتر ضمني مكان هندسي ريشهة بياد آوريد كه بهر. بايد تعريف شود

در درك اثرات تغيير تواند  مي در اينجا تحليل پاسخ فركانسي .را بدست آورد) حساسيتة مسئل(تناسبي ة رتغييرات تدريجي به

  . يك سيستم شودمثلا يك ثابت زماني انتگرال مشخص چگونه مي تواند باعث ناپايداري . كمك زيادي بكند ،پارامترهاي كنترل كننده

ها به   كاري كه مكان هندسي ريشه–لاعاتي در مورد پاسخ ديناميكي به ما بدهد از طرف ديگر، تحليل پاسخ فركانسي قادر نيست اط

  !لذا طراحي كنترل كننده همواره يك روند تكراري دارد و راه حلي منحصر بفرد وجود ندارد. دهد سادگي انجام مي

متر استفاده كرد و براي تغيير آنها مكان توان از ثوابت زماني انتگرال و مشتق هم بعنوان پارا نهايتا، ممكن است تعجب كنيد كه مي

مشخصه بصورتي كه پارامترهاي ديگر بمانند بهره ة با بازآرايي معادل. باشد از لحاظ تئوري اين امكان پذير مي. ها رسم كرد هندسي ريشه

هاي مكان تفسير زيبايي  هيك دليل عمده آنست كه شاخ. كند تناسبي عمل نمايند، اين كار قابل انجام است اما كسي چنين كاري نمي

  .توانند داشته باشند نميرا تناسبي داريم ة كه با بهرآنطور 
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  هاي فصل هفتم پانويس

                                                 
1 Bounded-Input Bounded-Output  
2 Routh-Herwitz criterion 
3 Routh array 
4 Direct substitution 
5 Cross-over frequency 
6 Root locus method 
7 Safe margin 
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 1- 8صفحه 

  ي تحليل پاسخ فركانس8

  

 با دامنه و تأخير فاز آن ،)پاسخ ماندگار (موج سينوسي پس از طي زمان طولاني يك سيستم مفروض به يك ورودي 1پاسخ فركانسي

تحليل بر مبناي اين .  بدست آورد نيزتوان از تابع تبديل و البته بدون عمليات معكوس گيري اين دو كميت را مي. گردد مشخص مي

s ة زيني  سادجايگ jω= تابع ) 5آرگومان (4فازة و زاوي) قدر مطلق (3 از اندازهكه ،است)  محور موهومي2نگاشت( تابع تبديل در

بر مبناي تبديل لاپلاس است، فقط براي هاي قبلي  مانند تحليلاز آنجا كه اين تحليل هم . گردد  اطلاعات لازم استخراج مي،تبديل

  .هاي خطي شده كاربرد دارد مدل

  

   :عمده مباحث فصل

•  �������	
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   و تأخير فازدامنه 8-1

  

 به ورودي سينوسي نهايتا يك سينوسي خالص پايدار) يا سيستم(صيت رياضي استوار است كه پاسخ يك فرايند تحليل بر اين خصو

فاز از تابع تبديل ة دوكميت دامنه و زاوي. فاز آن متفاوت خواهد بودة  اما دامنه و زاويپاسخ با فركانس ورودي برابر،فركانس . خواهد بود

  . آيند بدست مي

اول زير را در نظر ة مدل آشناي مرتب. كنيم  خصوصيت، ابتدا از روش تبديل معكوس و پاسخ زماني استفاده ميبراي نشان دادن اين

   :بگيريد

)8-1(  ( )p p

dy
y K x t

dt
τ + =    

   :با تابع تبديل زير

)8-2(  ( )
( )

( )

p

p

KY s
G s

X s sτ

= =

+1
    

)اگر ورودي يك تابع سينوسي بفرم  ) sinx t A tω=باشد، تبديل لاپلاس خروجي برابر خواهد بود با :   

)8-3(  ( )
p

p

K A
Y s

s s

ω

τ ω

=

+ +
2 21

    

   :، پاسخ زماني برابر خواهد بود بامحاسباتبا بسط كسرهاي جزئي و گرفتن تبديل معكوس، البته بعد از كلي 
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)8-4(  ( ) ( )sinp
tp p p

p
p

AK AK
y t e t

τ
τ ω

ω φ

τ ω τ ω

−

 
 = + +

+  + 
2 2 2 21 1

    

   :كه در آن

)8-5(  ( )tan
p

φ τ ω
−

= −
1    

-8(ة معادلة محاسبة جزئيات جبري نحو. تأخير فاز است

كه همانطور كه بعدا خواهيم آنست مهم . مهم نيست) 4

 و با تر راحتبسيار توان  ميگفت به همين نتيجه 

مهم آنكه اگر ة قبل از آن، اما، نكت.  رسيدمحاسبات كمتر

نسبت به (كافي ة زمان به انداز
p

τ (تابع سپري گردد ،

ميرا شده و پاسخ زماني يك تابع ) 4-8(ة نمايي در معادل

  ).1- 8شكل ( خالص خواهد شد سينوسي

  

  

كه اصطلاحا به ( طولانيي پس از گذشت زمانپاسخ زماني 

توان بصورت زير  را مي) شود  هم گفته ميپاسخ ماندگارآن 

   :نوشتدر حالت نرمالايز شده 

)8-6(  
( )

( )sin
p

p

Ky t
t

A
ω φ

τ ω

∞

 
 = +

 + 
2 2 1

    

در ماندگار دامنه و زاويه فاز پاسخ .  گويندAR(6 (ها ت دامنهنسب نرمالايز شده پس از گذشت زمان طولاني ماندگاره دامنه پاسخ ب

پاسخ بدست آمده بين صفر و يك محدود شود، ة مجددا نرمالايز شود تا دامن) 6-8(ة اگر معادل. مقايسه با موج ورودي متفاوت است

   :خواهيم داشت

)8-7(  
( )

( )sin
p

p

y t
t

AK
ω φ

τ ω

∞

 
 = +

 + 
2 2

1

1
    

اين پاسخ نرمالايز شده، ة دامن
p

y AK
∞

  .)از اين تعريف كمتر استفاده خواهيم كرد (شود  ناميده مي7ها نسبت اندازه، 

sبا قرار دادن . آوريم حال نگاشت محور موهومي توسط تابع تبديل را بدست مي jω= ،( ) ( )p p
G s G jω= عددي مختلط 

   :دبوخواهد 

)8-8(  ( )
p p p p p

p

p p p p

K j K K
G j j

j j

ωτ ωτ

ω

ωτ ωτ τ ω τ ω

     − +

= = −          + − + + +     
2 2 2 2

1

1 1 1 1
    

)در مختصات قطبي نوشته شود، ) 8- 8(اگر  ) ( )
j

p p
G j G j e

φ

ω ω=اندازه ،) ( )p
G jω(فازة  و زاوي) φ(برابرند با :   

)8-9(  ( ) ( ) ( ), tanp

p p p

p

K
G j G jω φ ω ωτ

τ ω

−

= = ∠ = −

+

1

2 2 1
    

)دهد كه  مينشان ) 6-8(و ) 9-8(بين معادلات ة مقايس )p
G jω و ( )p

G jω∠  پاسخ دقيقا همان دامنه و تأخير فاز بترتيب

  . هستندماندگار

  
خط (به يك ورودي سينوسي ) خط پر(اول ة پاسخ يك تابع مرتب: 1- 8شكل 

نمايي سريعا ميرا ة  تأخير فاز بوده و جمل وكوچكترة پاسخ داراي دامن). چين

  .شود تا يك پاسخ سينوسي خالص بدست آيد مي
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 3- 8صفحه 

)بايد توجه نمود كه  )p
G jω و φبا بزرگتر شدن فركانس، .  توابعي از فركانس هستند( )p

G jω  كوچكتر وφد ن بزرگتر خواه

با نوشتن . شد
p p

τ ω ω ω=فرايند، » طبيعي«كافي از فركانس ة شود كه چنانچه فركانس موج ورودي به انداز ، ديده مي
p

ω بيشتر ،

)و بالنتيجه، كاهش باشد، فرايند سريعا پاسخ نداده  )p
G jω و افرايش φولي اگر فركانس موج ورودي به نسبت .  را خواهيم داشت

)كوچك باشد،  )p
G jω و ،حالت يكنواختة بهرمقدار  به φكند  به صفر ميل مي. 

  

  حليل عمومي ت�8-1-1

) پايدارتابع تبديل عمومي يك مدل . هيمد اكنون به مسئله ساده پيش گفته عموميت مي )G sاين تابع تبديل را .  را در نظر بگيريد

)اي هم نوشت،  توان همچنين بصورت نسبت دو چندجمله مي ) ( ) ( )G s Q s P s= . با دادن ورودي سينوسي( ) sinx t A tω= 

   :تبديل لاپلاس خروجي برابر است با

( ) ( )
( )

( ) ( )( )

Q sA A
Y s G s

s P s s j s j

ω ω

ω ω ω

 
= = 

+ + − 
2 2

  

)هاي  از آنجا كه مدل پايدار است، تمام ريشه )P s صرف نظر از اينكه حقيقي و يا مختلط هستند، داراي قسمت حقيقي منفي بوده و 

 علاقمند باشيم، فقط كافيست كه بسط ماندگاربنابر اين اگر به پاسخ زماني . را خواهد بودجملات زماني متناظر بصورت نمايي مي

   :منتج از ورودي سينوسي را بدست آوريمة كسرهاي جزئي دو جمل

)8-10(  ( )

*
a a

Y s
s j s jω ω

∞
= +

+ −

    

  :سايد با استفاده از بسط هوي. ود با استفاده از تبديل معكوس ديگر مشكل نخواهد بماندگاربعد از آن، بدست آوردن پاسخ 

( ) ( ) ( )
( )

s j

AG jA
a s j Y s G j

j jω

ωω
ω ω

ω
=−

−

= + = − =

− −2 2
  

   و براي مزدوج آن،

( ) ( ) ( )
( )*

s j

AG jA
a s j Y s G j

j jω

ωω
ω ω

ω
=+

= − = =

2 2
  

)و در نتيجه  )G jω مزدوج ( )G jω−برابر است باماندگاربنابر اين پاسخ .  خواهد بود :  

( )
( ) ( )

j t j t
AG j AG j

y t e e
j j

ω ω
ω ω

−

∞

   −

= +   
−   2 2

  

)ا نوشتن ب ) ( )
j

G j G j e
φ

ω ω= و ( ) ( )
j

G j G j e
φ

ω ω
−

−   .آيد بدست ميماندگار زير براي پاسخ ة معادل، =

( )
( )

j j t j j t
y t e e e e

G j
A j j

φ ω φ ω

ω

− −

∞
 

= + 
− 2 2

  

   :نهايي براي پاسخ نرمالايز شده برابر است باة با اعمال اتحاد اولر، نتيج

)8-11(  ( )
( ) ( ) ( )sin ,

y t
G j t G j

A
ω ω φ φ ω

∞

= + = ∠    

در حالت كلي، فقط لازم است اندازه و . دهد را تشكيل ميبنيان تحليل پاسخ فركانسي بسيار مهم بوده و  دست آمده بنتيجة اين

)آرگومان تابع تبديل  )G s با جايگذاري s jω= )بدست آيد) تر نگاشت محور موهومي توسط تابع تبديل و يا ساده.  

  

   چند خصوصيت مهم�8-1-2

ليل پاسخ فركانسي بسيار مهم  در انجام تح،شوند توابع تبديل وقتي كه به صورت متغيرهاي مختلط نوشته مينگاشت خواص از آنجا كه 

تر   توابع تبديل سادهحاصلضرببه » شكستن«در نظر داشته باشيد كه هر تابع تبديلي قابل . پردازيم  ميهااست، در اينجا به مطالعه آن

   :است
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)8-12(  ( ) ( ) ( ) ( )n
G s G s G s G s= 1 2 �    

دوم نوشته ة اول و يا حداكثر مرتبة مرتبة  و غيره اگر بفرم سادG1 ،G2توابع . نياز به بسط تمام تابع تبديل به كسرهاي جزئي نيست

sدر تحليل پاسخ فركانسي، جايگزيني . خواهند بودده قابل استفا تحليل براي كافية به اندازشوند،  jω=ة  انجام گرفته و اندازه و زاوي

  :شوند نوشته مينگاشت حاصل بصورت زير فاز 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

j j j

n n
G j G j G j G j G j e G j e G j e

φ φ φ

ω ω ω ω ω ω ω= =
1 2

1 2 1 2� �  

  :و يا

( ) ( ) ( ) ( )
( )n

j

n
G j G j G j G j e

φ φ φ

ω ω ω ω
+ + +

=
1 2

1 2
�

�  

   :اندازه برابر خواهد بود با

)8-13(  ( ) ( ) ( ) ( )n
G j G j G j G jω ω ω ω= 1 2 �    

  :يا

( ) ( ) ( ) ( )log log log log
n

G j G j G j G jω ω ω ω= + + +1 2 �  

   :فاز برابر است باة زاوي

)8-14(  ( ) ( ) ( ) ( )n
G j G j G j G jφ ω ω ω ω= ∠ = ∠ + ∠ + + ∠1 2 �    

  

  :اندازه و تأخير فاز را براي تابع تبديل زير بدست آوريد: 1- 8مثال �

( )
( )

( )( )

a
s

G s
s s

τ

τ τ

+

=

+ +1 2

1

1 1
  

  :توان بصورت حاصلضرب زير نوشت اين تابع تبديل را مي

( ) ( )
( ) ( )

a
G s s

s s
τ

τ τ

= +

+ +1 2

1 1
1

1 1
  

  ):9- 8(ة بر اساس معادل

( ) ( ) ( ) ( ), tan tan tan
a a

G jω τ ω φ ωτ ωτ ωτ

τ ω τ ω

− − −

= + = + − + −

+ +

2 2 1 1 1
1 22 2 2 2

1 2

1 1
1

1 1
  

زنيم كه نتايج حاصل از تابع تبديل اولي بايد  در اينجا فقط حدس مي. ده بودش بررسي ن، صفر داشته باشددر صورت تاكنون حالتي كه

توجه .  آن را بدست خواهيم آورد4-8در مثال .  بدست آورديم)9-8(ة اول باشد كه در معادلة عكس نتايج حاصل از تابع تبديل مرتب

  . داراي بعد راديان استτω  در نتيجهوبوده  داراي بعد راديان بر زمان ω داراي بعد زمان، τكنيد كه 

  

)تابع تبديل  )G sتوان بصورت متفاوت زير نوشت  را مي:   

)8-15(  ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )a b m n
ja b m a b m

n n

G j G j G j G G G
G j e

G j G j G j G G G

φ φ φ φ φ φ
ω ω ω

ω

ω ω ω

+ + + − − − −

= =
1 2

1 2 1 2

� �
� �

� �

    

   :برابر است با) 13-8(ة در اين حالت، فرم معادل معادل

)8-16(  ( )log log log log log log log
a b m n

G j G G G G G Gω    = + + + − + + +   1 2� �    

   :گفته شد برابر است با) 14-8(ة و معادل آنچه در معادل

)8-17(  ( ) [ ] [ ]a b m n
G j G G G G G Gφ ω= ∠ = ∠ + ∠ + + ∠ − ∠ + ∠ + + ∠1 2� �    
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توابع ها مشاركت تك تك  پيام مهم اين فرمول. با اين نتايج، اكنون قادريم كه نمودارهاي لازم در تحليل پاسخ فركانسي را رسم كنيم

  .ها، البته در مقياس لگاريتمي خواهد بود اندازه.  در ساختار منحني نهايي استتبديل

  

   ابزار تحليل گرافيكي8-2

  

)دانيم كه هم  مي )G jω و هم ( )G jω∠ ،توابعي از فركانس ωمشخصا بدنبال آن هستيم تا اين ارتباط را به صورت . ، هستند

لاصه توضيح ابتدا هر سه را بصورت خ. سه نمايش گرافيكي براي نشان دادن تابعيت از فركانس وجود دارد. نموداري مشاهده كنيم

 يمخواهآن توضيح به هاي بعدي مفصلا   در مثالو كنيم آغاز ميناميم   ميBode نموداري كه آنرا نمودار را بامعرفي . خواهيم داد

  .پرداخت

  

)رسم  –  نمودارهاي اندازه و فاز�8-2-1 )log G jω بر حسب logω و ( )G jω∠ بر حسب logω  

( )p
G jω و ( )p

G jω∠ نمودار  كه – جداگانه بر حسب فركانس رسم مي شوندBode8(ة بر اساس معادل. شود  خوانده مي-

بزرگتر، براي فركانس هم از مقياس لگاريتمي استفاده  ةبمنطور پوشش محدود. ، براي اندازه بايد مقياس لگاريتمي استفاده شود)16

)لذا براي رسم . شود مي )G jω بر حسب ω از مقياس log-log و براي رسم ( )G jω∠ بر حسب ω از مقياس semi-log 

  .فاز معمولا درجه و واحد فركانس راديان بر واحد زمان استة واحد زاوي. يمكن استفاده مي

بل  دسي) قدر مطلق(هاي كنترل مورد استفاده در مهندسي برق و يا كنترل صنعتي، واحد مورد استفاده براي اندازه  در بيشتر كتاب

)dB (است:   

)8-18(  ( )dB log G jω=1 2�    

اين درك براي بسط . ها و خصوصيات خاص آنها لازم است ، دانستن شكل مورد انتظار منحنيMatlabاز حتي با امكان استفاده 

. بسيار آموزنده خواهد بوددر درك مطلب بنابر اين رسم دستي چند نمودار ساده . هاي حل مسئله بسيار تعيين كننده است مهارت

مقادير زاويه و ) قدر مطلق( در رسم اندازه ي فركانس بالا و پايينها  مجانب، شيب)شكست(فركانس گوشه ، Bodeهنگام رسم نمودار 

  .ديدهاي بعدي خواهيم  جزئيات را در مثال.  محاسبه شوندبايدفاز ة زاويدر رسم فاز براي فركانس بالا و پايين 

تابع تبديل فرايند را هاي غير فركانسي حاصل از آزمايش هم  توان از داده  آن است كه ميديگر مزيت تحليل پاسخ فركانسي

 را Bodeتوان نمودار  آزمايش پاسخ فركانسي و يا آزمايش يك ضربه بهمراه تبديل فوريه مناسب، ميبا استفاده از . كرد» شناسايي«

  .رسم كرد و آنرا براي طراحي كنترل كننده مورد استفاده قرار داد

  

)رسم  – 8نمودار مختصات قطبي �8-2-2 )G jω در مختصات قطبي و يا ( )Im G jω   بر حسب ( )Re G jω    

)توان قسمت حقيقي و موهومي  مي )G jωپارامتر تغير  را با مختلطة  در صفحω نمودار  معروف است به – رسم كرد

تواند بصورت مختصات قطبي نيز نمايش داده شود، به نمودار نايكوئيست نمودار قطبي  كه يك عدد مختلط ميبدليل آن. 9نايكوئيست

  .گويند هم مي

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Re Im ,j
G j G j j G j G j e G j

φ

ω ω ω ω φ ω   = + = = ∠     

اگر كامپيوتري . تر است اما نسبت به فركانس ضمني است نمودار قطبي فشرده.  را داردBodeترسيم همان اطلاعات نمودار ة اين نحو

استفاده از نمودار . توانند براي ترسيم نمودار نايكوئيست استفاده شوند  ميBode اعداد روي نمودار ، تئورياز ديددست نباشد، در 

 آسانتر تفسير شده و ابزار Bodeاما از طرف ديگر، نمودار . هاي چند حلقه و يا چند متغيره بيشتر معمول است نايكوئيست در تحليل

  .يادگيري خوبي است

اما هنوز نياز به دانستن خصوصيت كيفي چند . هاي ترسيم دستي هم وجود دارند اما ما از كامپيوتر بيشتر استفاده خواهيم كرد شرو

  .نمايد تابع تبديل ساده ضروري مي
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)رسم  –  نمودار اندازه بر حسب فاز�8-2-3 )log G jω بر حسب ( )G jω∠  

)  ازسومتصويري ير در تفس )G jωعموما . 10چارت نيكولز معروف به –توان لگاريتم اندازه را بر حسب تأخير فاز ترسيم كرد  ، مي

اين .  روي آن قرار دارندحلقه بسته كانتورهاي اندازه و آرگومان تابع تبديل. گردد اين نمودار براي سيستم كنترل پسخور واحد رسم مي

  . ارتباط بهتري با پاسخ ديناميكي حلقه بسته داردودهد  دار تحليل طراحي پاسخ فركانسي را انجام ميونم

  

 استيادآوري لازم به . شود  معرفي شد، توضيح داده مي3 و 2 كه قبلا در فصول  و نايكوئيستBodeرسم نمودارهاي ة در اينجا، نحو

): اين نمودارها اطلاعات يكساني دارندهمه كه  )G jω .افزار هاي عددي دلخواه در نرم داده را با  داده شده در زيرهاي  مثالچنانچه 

Matlab خواهد بودشمايادگيري بهتر براي كمك شاياني  ، كنيدنيز امتحان .  

  

  . رسم كنيداولة تابع تبديل مرتب و نايكوئيست را براي يك Bodeنمودارهاي : 2- 8مثال �

  تابع تبديلمحور موهومي توسط نگاشت فاز ة اندازه و زاوي. كنيم بندي ثابت زماني تابع تبديل استفاده مي از پيكره

( )
( )

( )

p

p

KY s
G s

X s sτ

= =

+1
  

  :برابر است با) 9-8(ة طبق معادل

( ) ( ) ( ), tanp

p p p

p

K
G j G jω φ ω ωτ

τ ω

−

= = ∠ = −

+

1

2 2 1
  

  . بصورت زير شكل روبرو بوجود خواهد آمدMatlabهاي  با استفاده از فرمان
kp=1; % Just arbitrary values. 
tau=2; 
G=tf(kp,[tau 1]); 
figure(1), bode(G); 
figure(2), nyquist(G); 

  :شود كه در حالت تئوري به اين ترتيب عمل ميبراي ترسيم دستي، اما 

( ) ( )log log log
p p p

G j Kω τ ω= − +
2 21

1
2

  

) فقط از تعريف φبراي رسم نمودار  )p
G jφ ω= براي . شود  استفاده مي∠

، محاسبات پارامتري )نايكوئيست(رسم نمودار در مختصات قطبي 

( )p
G jω و ( )p

G jω∠ انجام شده و يا بصورت ساده قسمت موهومي بر 

)حسب قسمت حقيقي  )p
G jωبراي ارزيابي درستي . گردد  رسم مي

 فركانس 11هاي نمودارهاي رسم شده توسط كامپيوتر، فقط كافيست مجانب

 كاري كه براي رسم اين نمودارها در روزگاران –بالا و پايين تست شوند 

  :در حد فركانس پايين. شده است گذشته استفاده مي

( ) ( ),
p p p

G j K G jω ω φ ω→ → → = ∠ →� �  

خطي است افقي در ) يا فركانس صفر( نمودار اندازه، مجانب فركانس پايين در

p
K .در . در نمودار فاز، مجانب فركانس پايين خط افقي صفر درجه است

ة حد فركانس صفر نقط) نايكوئيست(نمودار قطبي 
p

K روي محور حقيقي 

  :نس بالادر حد فركا. است

( ) ( ),
p

p p

p

K
G j G jω ω φ ω

τ ω

→ ∞ → → = ∠ → −9 �

�  

با رسم نمودار .  را درك كرداولة تأخير مرتباول به يك ة با بررسي مقدار تأخير فاز، شايد بتوان علت نامگذاري يك تابع تبديل مرتب

log-log اين مجانب همچنين خط افقي .  دارد- 1، مجانب فركانس بالا شيبي برابر
p

K) را در ) مجانب فركانس پايين
p

ω τ=1 

  
 Bodeنمودار ) الف

  
  نمودار نايكوئيست) ب
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9−در نمودار زاويه فار، مجانب فركانس بالا خط افقي . قطع خواهد كرد �

نهايت  ، حد فركانس بي)نايكوئيست(در نمودار قطبي .  است�

)شود كه نمودار  با مبدأ مختصات نشان داده مي )p
G jω 9− با زاويه �

  .كند  به سمت آن ميل مي�

هاي فركانس بالا و پايين،  فركانس محل تلاقي مجانب
p

ω τ=1 ،در اين . شود ناميده مي) شكستيا فركانس  (12فركانس گوشه

  :فركانس

( ), tan
p

p

p

K
Gω φ

τ

−

= → = = − = −
11

1 45
2

�  

  

ωممكن است اهميت فركانس گوشه،  τ=1 ،تابع تبديل براي براي روشن شدن مطلب از يك مثال عيني .  پرسش قرار گيرددمور

ديگر، يك فرايند يا سيستم سريع بعبارت . بزرگ خواهد بودة اگر ثابت زماني كوچك باشد، فركانس گوش. كنيم اول استفاده مية مرتب

بر عكس، يك فرايند يا سيستم كند داراي ثابت . آنها پاسخ خواهد دادة هاي ورودي بدون تغيير در دامن بزرگي از فركانسة به محدود

ة دامن. كوچكي استة زماني بزرگ و بالتبع داراي فركانس گوش

ركانس ها سريعا با افزايش ف گونه فرايندها يا سيستم پاسخ اين

متناسبا، تأخير فاز سريعا به مقدار مجانب . يابد ورودي كاهش مي

  .كند فركانس بالا  كاهش پيدا مي

 13پهناي باند عمومي مورد استفاده در مهندسي كنترل اصطلاح

)شود كه مقدار  است، كه به فركانسي گفته مي )G jω به 

/ %7 - 8شكل (يابد  مجانب فركانس پايين كاهش مي مقدار �7

/واضح است كه مقدار ). 2 %7 1 مقدار �7  است كه از 2

 كه در حالي دارند پهناي باند بزرگي ،هاي داراي ثابت زماني كوچك سيستم.  بدست آمد2- 8اول در مثال ة محاسبات تابع تبديل مرتب

ترين مثال  اول سادهة اي ديگر، تابع تبديل مرتب از زاويه. آورند هاي بزرگ پهناي باند باريك بوجود مي هاي كند يا ثابت زماني اسخپ

كنند، در حاليكه با افزايش فركانس  هاي با فركانس زير پهناي باند بدون تغيير عبور مي سيگنال.  هستند14گذر- فيلترهاي پايين

  .يابد مي كاهش خروجية ورودي دامن

  

  . را رسم كنيددومة تابع تبديل مرتب و نايكوئيست يك Bodeنمودارهاي : 3- 8مثال �

sبا جايگذاري  jω=دوم ة  در تابع تبديل مرتب  

( )
K

G s
s sτ ζτ

=

+ +
2 2 2 1

  

  :داريم

( )

( )

( )

( ) ( )

K jK
G j

j

τ ω ζτω

ω

τ ω ζτω τ ω ζτω

 − − 
= =

− + − +

2 2

22 2 22 2

1 2

1 2 1 2
  

  :رياضية پس از انجام چند مرحل

( )

( ) ( )

K
G jω

τ ω ζτω

=

− +

2 22 21 2
  

( ) tanG j
ζτω

φ ω

τ ω

−
− 

= ∠ =  
− 

1

2 2

2

1
  

  

  
  از دو سيستم با پهناي باند پهن و باريكنمايي : 2- 8شكل 
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 براي رسم نمودارهاي ياد شده بقرار زير است كه در Matlabهاي  فرمان

  :شوند نمودارها ديده ميروبرو شكل 
k=1; % Just arbitrary values.  
tau=2; 
zeta=0.2; 
G=tf(k,[tau*tau 2*zeta*tau 1]); 
damp(G) % confirm the damping ratio 
figure(1), bode(G); 
figure(2), nyquist(G); 

  :در حد فركانس پايين

( ) ( ),G j K G jω ω φ ω→ → → = ∠ →� �  

  :و در حد فركانس بالا

( ) ,
p

K
G jω ω φ

τ ω

→ ∞ → → → −
2 2

18 �

�  

محل .  دارد- 2 اندازه، مجانب فركانس بالا شيبي برابر log-logدر نمودار 

ωدر ) Kخط (هاي فركانس بالا و پايين  مجانبتلاقي  τ=1خواهد بود .  

  در فركانس گوشه،

( ), tan
p

K
Gω φ

τ ζ

−

= → = = −∞ = −
11

9
2

�

�  

ζكافي كم ميرا باشد، ة براي فرايند و يا سيستمي كه به انداز ≤1 2 ،

بعبارت ديگر . دشخواهد واقع مجانب فركانس پايين بالاي در منحني اندازه 

  .گيرد قرار مي Kبا شعاع ة  دايربيروندر مختصات قطبي نمودار 

  

)اندازه، ة با مشتق گيري از معادل ) ( ) ( )G j Kω τ ω ζτω= − +

2 22 21 واقعي و فركانس مربوطه، ة  براي بدست آوردن بيشين2

   :شود، داريم ناميده مي هم 15فركانس تشديدكه 

)8-19(  ,
r n

ζ
ω ω ζ ζ

τ

−

= = − ≤

2
21 2 1

1 2
2

    

   :و مقدار حداكثر اندازه برابر است با

)8-20(  ( ) ,
r

p

K
M G j

ω

ω ζ

ζ ζ

= = ≤

−
2

1

22 1
    

توان بر مبناي حد بالايي براي  كنترل كننده را مي
p

Mهر چه مقدار ضريب ميرايي .  طراحي كردζ كوچكتر باشد، مقدار 
p

M 

نياز به گفتن نيست كه تشديد بيش از . بعبارت ديگر پاسخ سيستم كم ميرا خواهد بود. بزرگتر بوده و فرارفت بيشتري خواهيم داشت

  .خواهد بودمقدار مجاز، قابل قبول ن

  

)،  اولة  مرتبفاز پيش و نايكوئيست يك Bodeنمودار : 4- 8مثال � ) p
G s sτ=   .، را رسم كنيد1+

sبعد از جايگذاري  jω=،در تابع تبديل   

( ) p
G j jω τ ω= +1  

  
  Bodeنمودار ) الف

  
  نمودار نايكوئيست) ب
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  :كه

( )

( ) ( )tan

p

p

G j

G j

ω τ ω

φ ω τ ω
−

= +

= ∠ =

2 2

1

1
  

دار  نموMatlabهاي زير در  با اجراي فرمان

  .آيد روبرو بدست مي
taup=2; % Just an 
arbitrary value 
G=tf([taup 1],1); 
figure(1), bode(G); 
figure(2), nyquist(G); 

)نمودارهاي  )G jω و φ تصوير « همان

نسبت (اول ة نمودارهاي تأخير مرتب» اي آينه

نمودار اما، . هستند) ايينبه مجانب فركانس پ

. ، كاملا متفاوت است)نايكوئيست(قطبي 

)قسمت حقيقي  )G jω مستقل از ω است1ر براب و .  

  

 و نايكوئيست Bodeنمودار : 5- 8مثال �

)، تأخير زمانيبراي تابع  )
s

G s e
θ−

، را =

  .رسم نماييد

sمجددا، با جايگذاري  jω=،در تابع تبديل   

( )
j

G j e
θω

ω
−

=  

( )G jω φ و 1= ωθ= هنگامي كه . −

ω π θ= ،است φ π= در نمودار . −

ة قطبي، تابع تبديل يك تأخير زماني داير

  .واحد خواهد بود

  

مهم در مثال اخير آن است كه تأخير فاز ة نكت

هاي مرتبة اول و دوم كه مينيمم  در مقايسه با سيستم. يابد يك تابع تأخير زماني بدون هيچ محدوديتي با افزايش فركانس افزايش مي

 به سيستمي 17مينيمم فازدر تعريف رسمي، يك سيستم .  گويند16غيرمينيمم فازن مشخصات را سيستم سيستمي با ايفاز هستند، 

  .شود كه نه داراي تأخير باشد و نه صفري سمت راست محور موهومي داشته باشد گفته مي

هاي  تواند با داده خواننده مي. ها استفاده خواهد شد از اينجا به بعد، فقط محاسبات تحليلي و يا نمودارهاي مجانبي مهم در حل مثال

  . چك كندMatlabعددي آنها را در 

  

  . را رسم كنيداول همراه با تأخير زمانية تأخير مرتب و نايكوئيست يك Bodeنمودار : 6- 8مثال �

 با جايگذاري .دهد كه چرا پاسخ فركانسي قادر است تأخير زماني را به آساني تحليل نمايد اين مثال دليل بسيار مهمي را نشان مي

s jω= در ( )

d
t s

p

p

K e
G s

sτ

−

=

+1
  :داريم، 2-8 و 5-8و استفاده از نتايج مثال ، 

( ) ( ) ( ) ( ), tan
d

j t

p p

d p

p
p

K e K
G j G j G j t

j

ω

ω ω φ ω ω ωτ

τ ω τ ω

−

−

= → = = ∠ = − + −

+ +

1

2 21 1
  

  
  Bodeنمودار ) الف

  
  نمودار نايكوئيست) ب

  
 Bodeنمودار ) الف

 
  نمودار نايكوئيست) ب
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) نمودار. ها و يا آزمون روث نياز به تقريب نيست  مانند تحليل مكان هندسي ريشه–نتايج واقعي هستند  )G jωتابع تبديل  همانند 

ة اول است اما، تأخير فاز بدون هيچ محدوديتي، بدليل وجود جملة مرتب
d

tω−ة  در معادلφخواهيم ديد چگونه اين . يابد ، افزايش مي

)نمودار در نمودار نايكوئيست، . جمله نقش انكارناپذيري در ناپايداري دارد )G jω از مقدار 
p

K روي محور حقيقي شروع شده و با 

  .كند مختلط حركت مية به سمت مبدا در صفح»  حلقويچرخش«

 :كنيم  بصورت زير عمل ميMatlabبراي رسم اين نمودار در 
kp=1;                                        % Some arbitrary values 
taup=10; 
G=tf(kp,[taup 1]); 
tdead=2; 
freq=logspace(-1,1);                   %Make a frequency vector 
[mag,phase]=bode(G,freq); 
mag=mag(1,:); phase=phase(1,:);        %MATLAB specific step 
phase = phase - ((180/pi)*tdead*freq); %Add dead time phase lag 
figure(1); 
subplot(211), loglog(freq,mag) 
ylabel('Magnitude'),title('Bode Plot'), grid 
subplot(212), semilogx(freq,phase) 
ylabel('Phase (degree)'),xlabel('Frequency'), grid 
figure(2)                      % We have to switch over to the polar plot 
phase=phase*pi/180;            % function to do this Nyquist plot 
polar(phase,mag) 

  

)، گير تابع تبديل صرفا انتگرال و نايكوئيست يك Bodeنمودار : 7- 8مثال � )G s K s=را بدست آوريد ،.  

sجايگذاري  jω=گردد  به يك عدد موهومي خالص مي در تابع تبديل منجر :( ) ( )G j K j j Kω ω ω= =   :و لذا. −

( ) ( ),
K

G j G jω ω

ω

= ∠ = −9 �

�  

  : بقرار زير استMatlabهاي  فرمان
G=tf(1,[1 0]); 
figure(1), bode(G) 
figure(2), nyquist(G) 

( )G jω در نمودار log-log و نمودار - 1 خطي با شيب φ  9−خطي در �

در مختصات قطبي، نمودار قسمت منفي محور .  است�

  .كند  تا صفر تغيير مي∞−، از ∞موهومي است كه با تغيير فركانس از صفر تا 

  

  . را بدست آوريدگير اول همراه انتگرالة تأخير مرتبيست يك  و نايكوئBodeنمودار : 8- 8مثال �

sقدم اول براي اين منظور جايگذاري  jω=در تابع تبديل   

( )

( )

p

p

K
G s

s sτ

=

+1
  

م نتايج حاصل از با ادغا. گير است اول و يك انتگرالة توان ديد كه اين تابع تبديل حاصلضرب يك تأخير مرتب براحتي مي. است

  :7-8 و 2- 8هاي  مثال

( ) ( ) ( ), tanp

p

p

K
G j G jω ω τ ω

ω τ ω

−

= ∠ = − + −

+

1

2 2
9

1

�

�  

  : بمنظور رسم اين نمودارها عبارتست ازMatlabها در  اي از فرمان نمونه
kp=1; 
taup=2; 
G=tf(kp,[taup 1 0]); 
figure(1), bode(G) 
figure(2), nyquist(G) 
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)نمودار . نس بالا و يا پايين افقي نيستندهاي فركا گير، هيچكدام از مجانب بدليل وجود انتگرال )G jωكه با افزايش دهد  نشان مي 

9−از  φنمودار . يابد  كاهش مي مقادير اندازهفركانس �

18− در مجانب فركانس پايين شروع شده و در مجانب فركانس بالا به � �

� 

نهايت در كنار خط  نمودار قطبي از منفي بي. رسد مي
p p

K τ− شروع شده و وقتي ω →   . به مبدأ متمايل خواهد شد∞

  

  : تابع تبديل زير را رسم كنيدBodeنمودار : 9- 8مثال �

( )
( )

( )( )

s
G s

s s

+

=

+ +

5 1

1 1 2 1�

  

  : بقرار زير استMatlab هاي فرمان
G=tf([5 1],conv([10 1],[2 1])); 
bode(G); 

  بطور كلي بايد توابع 

( )G jω ω

ω ω

= +

+ +

2 2

2 2 2 2

1 1
1 5

1 1 1 2�

  

  و

( ) ( ) ( ) ( )tan tan tanG jω ω ω ω
− − −

∠ = + − + −
1 1 15 1 2�  

 مجانبي علاوه بر اين، درك خصوصيات. ها هموار هستند؛ كه كاملا با ترسيم دستي متفاوتند ، منحنيMatlabدر ترسيم با . رسم شوند

) و البته بسيار مهم( ساده ، دستيبراي نمودارهاي تأخير فاز هم ترسيم. در ترسيم درست نمودارها بصورت دستي بسيار مفيد هستند

  .است

 داشته باشيد، در شكل Matlabبراي آنكه درك درستي از نتايج حاصل از 

كليدي ة نكت. هاي بالا و پايين رسم شده است روبرو نمودار مجانبي فركانس

در مورد مطرح شده، فركانس گوشه . هاي گوشه است تشخيص درست فركانس

1 مرتبه اول فاز پيشبراي  ة  مرتبفاز پس است، در حاليكه براي دو �2/ و يا 5

1=/هاي گوشه عبارتند از  اول فركانس 1 1� 1=/ و � 2 منحني نهايي . �5

حاصل تجميع اثرات تمامي توابع تبديلي است كه تابع تبديل اصلي را تشكيل 

  .اند داده

كه از (تأخير فاز » برجستگي«علاوه بر اين، چنانچه علاقمند به ديدن بهتر 

)ة هستيد، جمل) رسم دستي نمودار انتظارش را داريد )s +2 ر مخرج را به  د1

( )s   . تغيير دهيد1+

  

   تحليل پايداري8-3

  

هاي  نتايج حاصله براي سيستم. با استفاده از تحليل پاسخ فركانسي، قادر خواهيم بود كه معياري عمومي براي پايداري نسبي ارائه دهيم

هاي حلقه بسته فقط از تابع تبديل حلقه باز در محاسبات استفاده  ستمدر تحليل سي. همراه با تأخير زماني هم قابل استفاده خواهد بود

  .خواهد شد

  

  معيار پايداري نايكوئيست: �8-3-1

  : يك سيستم حلقه بسته عبارتست ازة مشخصة معادل

)7-2(  
m c a p

G G G G+ =1 �    
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توان تابع تبديل حلقه باز را بصورت  كه در آن مي
OL m c a p

G G G G G=وجود  (خواص روي محور موهومي» كاوش« جهت . نوشت

sتوان با جايگذاري  ، مي)قطب حلقه بسته روي محور موهومي jω=مشخصه را بصورت زير نوشتة  معادل:   

)  ) الف7-2( ) ( ) ( ) ( ) ( )m c a p OL
G j G j G j G j G jω ω ω ω ω= − ≡ = −1 1    

سمت چپ ة صفح توان خواص نيم آيد، مي نوشتن آن برمية  همانطور كه از نحوالبته اين معادله داراي اطلاعاتي در مورد پايداري است و

)ة محور موهومي را با نقط ),−1 دلالت دارد كه براي تحليل خواص پايداري حلقه بسته، بر اين مطلب )  الف2-7(فرم .  مرتبط دانست�

براي مسائل پيچيده، اين اصل باعث حذف . تابع تبديل حلقه باز نياز است فقط به) يا برنامه نويسي كامپيوتر(روند محاسبات در 

  .كنيم در اينجا فقط به بيان معيار پايداري نايكوئيست بسنده مي. گردد محاسبات ناخواسته مي

  

)ة حلقه بستة مشخصة براي معادل :معيار پايداري نايكوئيست )OL
G s+ =1 )، اگر � )OL

G s داراي P قطب حلقه باز ناپايدار 

)باشد و  )OL
G jω وقتي كه ω نگاشت محور موهومي تحت تابع  ( تغيير كند∞ تا ∞− از( )OL

G s(ة ، نقط( ),−1 ة در صفح �

در سمت راست ه مشخصة هاي معادل ريشه(هاي ناپايدار حلقه بسته  هاي ساعت دور بزند، تعداد قطب  بار در جهت عقربهNرا مختلط 

Zبرابر است با ) محور موهومي N P= +.  

گيرد، زيرا داشتن فقط يك قطب ناپايدار كننده حلقه بسته باعث  ر كه خواهيم ديد اين توصيف كمتر مورد استفاده قرار ميهمانطو

  .تر از تئوري آن است لذا استفاده از معيار پايداري نايكوئيست خيلي ساده. شود ناپايداري سيستم مي

براي يك سيستم حلقه باز پايدار، اگر ): 3-8شكل (معيار پايداري نايكوئيست ة بيان ساد

)نمودار قطبي  )OL
G jωة  نقط( ),−1 ة  در صفح�

OL
G را دور نزند، سيستم حلقه 

  .بسته پايدار است

نمودار قطبي «بيان، بجاي كلمات دهان پر كن از در اين 
OL

G «از . استفاده شده است

ة صفح«عبارت 
OL

G « استفاده كرديم تا بر اين نكته تأكيد كنيم كه تحليل بر مبناي

ة  حاشي،سوال اصلي اينست كه براي يك سيستم. انجام شده است)  الف2- 7(ة معادل

شود، كه  بهره مية فاز و حاشية اين سوال منجر به تعريف حاشي. ايمني چقدر بايد باشد

  .هاي حلقه بسته است مبناي معيارهاي پايداري نسبي عمومي براي سيستم

ωوقتي (هنگام رسم نمودار نايكوئيست، اغلب نگاشت قسمت مثبت محور موهومي  = � 

اگر سيستمي . شود نهايت شروع مي اين فقط نصف كل محور موهومي است كه از منهاي بي. گردد رسم مي) كند ت تغيير مينهاي تا بي

)ناپايدار باشد، نمودار بدست آمده نقطه  ),−1 ، )آنچه معني واقعي دور زدن است ( راديانπ2 راديان به جاي π را فقط به اندازه �

)ة دور زدن نقطة نگاشت قسمت مثبت محور موهومي براي مشاهد. زند دور مي ),−1   .رسد  توسط نمودار كافي بنظر مي�

  

   18 بهره و فازهاي حاشيه: �8-3-2

حلقه بسته سيستم ة مشخصة فرض كنيد كه معادل. ان استحال كه مبناي معيار پايداري نايكوئيست بيان شد، استفاده از آن آس

بصورت 
c p

G G+ =1 )ة با داشتن نقط.  نوشته شود� ),−1 ) بعنوان مرجع و منحني � ) ( )c p
G j G jω ω ،در نمودار نايكوئيست 

)ة  اينكه چقدر از نقط–يافت توان به معياري براي اندازه گيري ميزان ايمني دست  مي ),−1 دو امكان وجود دارد كه در .  فاصله داريم�

  . به نمايش در آمده استBode نشان داده شده است و تفسير انها در نمودار 4- 8شكل 

18−( روي محور حقيقي منفي )1( �

مقدار » فاصله«، )�
c p

G Gة  از نقط( ),−1 ، بهرهة حاشيعكس اين فاصله .  بدست آوريد�

GMن بصورت زير استآفرمول . ، است:  

)8-21(  
( ) ( )c cg p cg

GM

G j G jω ω

=
1

    

  
نمايش امكان پايداري و : 3- 8شكل 

  پايداري نايكوئيستناپايداري تحت معيار 
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)كه در آن  ) ( )c p
G j G jω ω در فركانسي كه φ  18−آن �

فركانس گذر فركانس مربوطه در اين نقطه . گردد  است محاسبه مي�

، 19بهره
cg

ω ω=هر چه مقدار . شود ، ناميده مي
c p

G Gسيستم كنترل «بهره بيشتر بوده و ة  در اين نقطه كوچكتر باشد، حاشي

  ». بودتر خواهد طراحي شده ايمن

ة  فركانسي را كه در آن انداز)2(
c p

G G 20فركانس گذر فازفركانس مربوطه .  است را بدست آوريد1 برابر ،
cp

ω ω= ناميده ،

بين ة مقدار زاوي. شود مي
c p

G G 18− و �

   : بصورت زير استة فازفرمول حاشي. ، استPM، فازة حاشي، �

)8-22(  ( )PM φ φ= − − = +18 18� �

� �    

گردد كه  اي محاسبه مي در نقطه) قداري منفيم (φكه در آن 
c p

G Gفاز ة تر باشد، حاشي هر چه اين زاويه بزرگ.  برابر يك است

تر  سيستم كنترل طراحي شده ايمن «تر بوده و  بزرگ

  ».خواهد بود

هاي كنترل، براي مشخصات طراحي،  براي اغلب سيستم

1/بهره بين ة معمولا حاشي 3فاز بين ة  و حاشي2 تا 7 �

� 

  .شود  انتخاب مي�45تا 

 Bodeتواند در نمودارهاي  معيار پايداري نايكوئيست مي

 Bodeدر حقيقت، محاسبات با نمودار . هم اعمال گردد

دست آوردن براي ب. تر است تر و قابل درك بمراتب ساده

بهره، مقدار ة حاشي
c p

G G را كه متناظر با 

φ = −18 �

براي بدست آوردن .  است را پيدا كنيد�

متناظر با  φبهره، ة حاشي
c p

G G   . را بيابيد1=

ة هاي مرتب كه سيستميك بار ديگر، به خاطر داشته باشيد 

اول و دومي كه صفر سمت راست محور موهومي ندارند، 

معني  فاز و بهره بية همواره پايدار بوده و براي آنها حاشي

 6 در فصل مقدار فركانس گذر بهره همانست كه. است

sفركانس نهايي ناميده شده بود وقتي كه  jω= را در 

بسته جايگزين كرده بوديم و يا معادله مشخصه حلقه 

نيكولز استفاده -موقعي كه از روش تناوب نهايي زيگلر

 (كرديم
cg u

ω ω=(.  

فاز و بهره در مبحث بعد براي طراحي كنترل ة حاشي

قبل از آن، نمودارهاي تابع . كننده استفاده خواهد شد

نها را كنيم و خواص آ تبديل چند كنترل كننده را رسم مي

)بطور كلي، هر تابع تبديلي كه . بررسي خواهيم كرد )G jω∠  و يا( )G jω  بيشتري به سيستم بدهد، باعث ناپايداري سيستم

  .خواهد شد كه اين به فركانس بستگي دارد

كنيم چرا كه  از كنترل كننده تناسبي صرف نظر مي
c c

G K= .هاي زير را در  توانيد با مقادير مختلف پارامترها، مثال شما مي

Matlabاجرا كنيد .  

  

  . بدست آوريدPIة فاز را براي تابع تبديل يك كنترل كنندة اندازه و زاوي: 10- 8مثال �

sبا جايگذاري  jω= در ( )c c

I

G s K
sτ

 
= + 

 

1
اما، با استفاده از اطلاعات گفته . ر خواسته شده را بدست آوردتوان مقادي  مي1

  : استفاز پيشگير و يك  توان نتيجه گرفت كه اين تابع تبديل حاصلضرب يك انتگرال شده قبلي فورا مي

  
هاي بهره و فاز بر مبناي معيار پايداري  تفسيرهاي حاشيه: 4- 8شكل 

  .Bodeنايكوئيست روي نمودارهاي نايكوئيست و 
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( ) ( )c c I

I

G s K s
s

τ

τ

= +
1

1  

  بنابر اين

( ) ( ) ( ), tan
c c I c I

I

G j K G jω τ ω ω τ ω

τ ω

−

= + ∠ = − +
2 2 11

1 9 �

�  

  : اجرا كنيدMatlabهاي زير را در  براي نمايش نمودار، فرمان
kc=1; % Just some arbitrary numbers 
taui=2; 
G=tf(kc*[taui 1],[taui 0]); 
figure(1), bode(G); 
figure(2), nyquist(G); 

)در نمودار  )c
G jω ة ، اما مجانب فركانس بالا خطي افقي با انداز-1، مجانب فركانس پايين خطي است با شيب

c
Kاست . 

( )c
G jω∠ 9− آن از �

)در نمودار قطبي، . كند هاي بالا ميل مي هاي شروع شده و به صفر درجه در فركانس  در فركانس� )c
G jω 

شده و به نهايت روي خطي عمودي شروع  در فركانس صفر از مكاني در بي
c

Kگردد  روي محور حقيقي ختم مي.  

تر از فركانس گوشه،  هاي پايين كنترل انتگرالي در فركانس
I

τ1 ،9−ة به انداز �

 تر ثابت زماني مقادير بزرگ. كند  اضافه ميφبه  �

اين همان دليلي است كه چرا انتخاب . كند شود تا كنترل كننده به سيستم تأخير بدهد را محدود مي مي كه باعث اي حدوده م،انتگرال

يك 
I

τتر نسبت به   بزرگ
I

τانجامد تر به پايداري بيشتر سيستم مي  كوچك.  

  

): 11- 8مثال � )c
G jω و ( )c

G jω∠ة  تابع تبديل يك كنترل كنندPDرا بدست آوريدآل  ايده .  

)از تابع تبديل . اول بيان گرديدة  مرتبفاز پيش براي يك 4- 8نتايج همانست كه در مثال  ) ( )c c D
G s K sτ= ، با جايگذاري 1+

s jω=يم دار:  

( ) ( )c c D
G j K jω τ ω= +1  

  :و بنابر اين

( ) ( ) ( ), tan
c c D c D

G j K G jω τ ω ω τ ω
−

= + ∠ =
2 2 11  

)در نمودار  )c
G jω مجانب فركانس پايين خطي افقي برابر ،

c
K دارد+ 1 و مجانب فركانس بالا شيب .( )c

G jω∠ از صفر درجه 

9+هاي بالا به  ركانس صفر است شروع شده و در فركانسوقتي كه ف �

)در نمودار قطبي، . رسد  مي� )c
G jω از مقدار 

c
K روي 

)بر اساس نمودار . كند نهايت ميل مي محور حقيقي شروع شده و بصورت خطي عمودي به سمت بي )c
G jω∠ة ، كنترل كنندPD 

)هم زمان، . كند ، به ثبات و پايداري بيشتر سيستم كمك مي)پيش فاز كردن(بدليل افزايش دادن فاز سيستم  )c
G jω در 

 در عمل PDة نترل كنندشود كه سرعت پاسخ ك اين همان دليل عملي است كه باعث مي. گردد هاي بالا باعث تقويت نويز مي فركانس

  .محدود گردد

  :اول قبلا استفاده كرديمة  مرتبفاز پيشهايي است كه براي يك   در اين مورد همانند فرمانMatlabهاي  فرمان
kc=1; % Just some numbers we pick arbitrarily 
taud=2; 
G=tf(kc*[taud 1],1); 
figure(1), bode(G); 
figure(2), nyquist(G); 

  

): 12- 8ل مثا� )c
G jω و ( )c

G jω∠ة  كنترل كنند  

( ) ( )
I

c c D

I

s
G s K s

s

τ
τ

τ

 +
= + 

 

1
1  

بدليل آنكه اين كنترل كننده . شود آل است و فرم تداخلي ناميده مي  بوده كه داراي عملگر مشتقي ايدهPIDة كه يك كنترل كنند

اول است، همچنين قابليت شناسايي مجانب فركانس بالا و پايين در آن وجود دارد، در ة  مرتبزفا پيشگير و دو  حاصلضرب يك انتگرال
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نيست اما نتايج عددي آنها بسيار به هم ) عير تداخلي(آل   ايدهPIDاين تابع تبديل همانند يك . شود اينجا بطور مفصل بررسي مي

  .شبيه است

 شكل روبرو را خواهند Matlabاي زير در ه فرمان. ابتدا بايد نمودار آن را رسم كنيم

  . داشته باشدBodeتواند سهم بسزايي در درك ما از نمودار  داد كه مي
kc=1; 
taui=4; 
taud=1; 
Gi=tf(kc*[taui 1],[taui 0]); 
Gd=tf([taud 1],1); 
G=Gi*Gd; 
bode(G); 

با انتخاب 
D I

τ τ<) هاي گوشه،  كه براي فركانس
D I

τ τ>1 ، نمودار )1

( )c
G jωعرض اين ناوداني به مقادير ة انداز.  داراي شكلي ناوداني خواهد بود

كمتر از ة مجانب فركانس پايين در محدود. هاي گوشه بستگي دارد نسبي فركانس

I
τ1 بالاتر از ة لا در محدودمجانب فركانس با.  است- 1 داراي شيب

D
τ1 نمودار . است+ 1 داراي شيب( )c

G jω∠ 9− از �

 به �

مقدار صفر درجه بعد از فركانس 
I

τ1 9+ رسيده و نهايتا با افزايش فركانس به سمت �

  .كند  ميل مي�

هاي بالا همانند يك كنترل   و در فركانسPIة هاي پايين همانند يك كنترل كنند  در فركانسPIDة بطور نسبي، يك كنترل كنند

 و PIة هاي هر دو كنترل كنند كنترل كننده حدود مياني فركانس است كه خصوصيتة مطلوبترين محدود. كند  عمل ميPDة كنند

PDة بهرة داشتن حاشية كف ناوداني، تابع تبديل كنترل كننده داراي حداقل اندازه بوده كه اجازة چنين در محدودهم.  وجود دارند

  .تر را به سيستم خواهد داد بزرگ

  

هاي  در بسياري از سيستم.  بدست آوريد22فاز پس و 21فاز پيشة جبران كنندفاز را براي توابع تبديل ة اندازه و زاوي: 13-8مثال �

ة الكترومكانيكي، كنترل كنندكنترلي 
c

Gة  توسط مدارهاي بسيار سادRCفاز هستند پس/فاز شود كه بفرم عناصر پيش  ساخته مي:  

( )
( )

( )
c

s z
G s K

s p

+

=

+

�

�

  

zدر اينجا، 
�

p و 
�

z) الف(حالت : كارا براي اين تابع تبديل متصور استدو حالت آش.  دو عدد مثبت هستند p>
� �

z) ب( و  p<
� �

 .

نمودارهاي اندازه و فاز 
c

Gرا براي هر دو حالت رسم كنيد .  

ها   به كدام كنترل كنندهفاز پس و فاز پيشهاي   كنندهجبران.  استفاز پس و كداميك فاز پيشة مشخص كنيد كه كداميك جبران كنند

  شباهت دارند؟

  :توان اين تابع تبديل را بصورت زير نوشت در پيكره بندي ثابت زماني مي

( )
( )

( )
c

s zz
G s K

p s p

+ 
=  

+ 

1

1
��

� �

  

: توان نوشت علاوه بر اين مي
c

K K z p=
� �

در هر دو صورت، . كنيم ده ميقطب استفا- ، اما ما ترجيحا از پيكره بندي صفر

z گوشه برابر خواهد بود با هاي فركانس
�

p و 
�

s، بايد از جايگذاري Bodeبراي رسم نمودار .  jω=تشخيص با  استفاده گردد، اما 

)توان  ميبسادگي   مرتبة اول در يك تأخير مرتبة اول است،فاز پيشحاصلضرب يك داده شده تابع تبديل كه اين  )c
G jω و 

( )c
G jω∠داريم4- 8 و 2-8هاي  بنابر اين، با استفاده از مثال.  را نوشت :  

( )G j K z

p

ω ω

ω

= +

+

2 2

2 2

1
�

�

  

  و

( ) ( ) ( )tan tanG j z pω ω ω
− −

∠ = + −
1 1

� �
  

شاياني  بدست خواهيم آورد، كمك Matlabبه ما در جهت فهم بهتر آنچه با هاي فركانس بالا و پايين  دستي مجانبترسيم نمودار 

  .دخواهد كر
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zبا ) الف(  p>
� �

 گفته فاز پسفاز همواره منفي بوده كه به آن جبران كننده ة ، زاوي

  : آن را ببينيد اجرا كنيد تا شكلMatlabهاي زير را در  فرمان. شود مي
k=1; 
zo=4; % Try repeat with various choices of zo and 
po 
po=1; 
G=zpk(-zo,-po,k); 
bode(G); 

)شكل نمودار  )c
G jω ة همانند شكل يك كنترل كنندPI است، با اين تفاوت كه حد 

 فاز پسة  كه يك جبران كنندتوان استنباط كرد مي. بالايي روي مجانب فركانس پايين دارد

 نمودار ناوداني شكل.  استPIة هاي خيلي كند پايدارتر از يك كنترل كنند با سيستم

( )c
G jω∠ة  كاملا با كنترل كنندفاز پسة  يك جبران كنندPIمتفاوت است  .

( )c
G jω∠ 9− جبران كننده بجاي �

با صفر شروع )  استPIة كه براي كنترل كنند (�

از طرف ديگر، بدون تابع . شود  ترجيح داده ميPIة  بر يك كنترل كنندفاز پسة از نقطه نظر پايداري، يك جبران كنند. شود مي

  . قادر نيست افت كنترل را حذف كندفاز پيشة گير، جبران كنند انتگرال

zدر حالت ) ب( p<
� �

ابتدا، .  استفاز پيشة فاز مثبت بوده و بنابر اين جبران كنندة ، زاوي

  :كنيم هاي زير استفاده مي براي اين منظور از فرمان. نياز داريم كه نمودار آن را رسم كنيم
zo=1; 
po=4; 
G=zpk(-zo,-po,1); 
bode(G); 

 آن است كه PDة كنند در مقايسه با يك كنترل فاز پيشة خصوصيت جالب يك جبران كنند

 يك است، در حاليكهداراي مقدار محدودي براي اندازه در فركانس هاي بالا جبران كننده 

آل هيچ محدوديتي براي كران بالا ندارد و به همين دليل نويزهاي   ايدهPDة كنترل كنند

  .كند ورودي را تقويت مي

  

ة مشخصة پسخور واحد ساده با معادلة ك حلقي. فاز پس و فاز پيشهاي  جبران كنندهطراحي : 14-8مثال �
c p

G G+ =1  با �

اول ة تابع تبديل فرايند مرتب
( )

p

p

p

K
G

sτ

=

+1
 و يا فاز پيشة ملاحظات طراحي براي استفاده از يك جبران كنند.  را در نظر بگيريد

  .ها استفاده كنيد  و مكان هندسي ريشهBodeاز نمودارهاي .  را بنويسيدفاز پس

با تعريف 
c

K K z p=
� �

  :، تابع تبديل حلقه بسته برابر است با

( )

( )( ) ( )

c p c p

c p p c p

G G K K s zC

R G G s p s K K s zτ

+

= =

+ + + + +

1

1 1 1 1

�

� �

  

)حالت يكنواخت برابر است با ة ديگر محاسبات، مقدار بهرة كه با يك مرحل )c p c p
K K K K+1 بدين معني كه هنگام استفاده از 

  . افت كنترل خواهيم داشتفاز پس و يا فاز پيشة يك جبران كنند

بسته به نوع طراحي ( كم ميرا و يا پرميرا دارد پاسخ سيستمتوان حدس زد كه احتمال  اي مشخصه، براحتي مي از روي چند جمله

از . كند شاياني ميها كمك  در اينجا مكان هندسي ريشه. ساده نيستلازم اما بروش جبري بدست آوردن شرايط . دباش) كنترل كننده

p مقادير فرض كرد كهتوان   ميفوراروي نمودار مكان 
�

z و 
�

از مقدار ) مستقل از مقادير نسبي آنها (
p

τ1 اين يكي از . باشند بيشتر

توان  ها، مي با داشتن نمودار مكان هندسي ريشه. ( از محور موهومي دور نگه داشتتوان هاي حلقه بسته را مي هايي است كه قطب روش

  .)پي برد كه اين سيستم همواره پايدار است

z را در نظر بگيريد، فاز پيشة ابتدا يك جبران كنند) الف( p<
� �

 ابتدا مكان هندسي Matlabهاي زير در  با استفاده از فرمان. 

  :كنيم و جبران كننده رسم مياول ة فرايند مرتبسيستمي شامل  را براي Bodeها و نمودار  ريشه
Kp=1; %Arbitrary numbers for the process function 
taup=1; 
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Gp=tf(Kp,[taup 1]); 
zo=2; %Phase-lead, zo < po 
po=4; 
Gc=zpk(-zo,-po,1) 
figure(1), bode(Gc*Gp) 
figure(2), rlocus(Gc*Gp) 

يك . هاي مختلط حلقه بسته پرميرا خواهد بود سيستم بدون قطب.  واقعي استPDة ها شبيه يك كنترل كنند مكان هندسي ريشه

−p»  واقعيPDقطب «مكان از ة شاخ
�

ديگر بين ة شاخ. نهايت روي محور حقيقي خواهد رفت  شروع و به سمت منفي بي
p

τ−1 و 

z−
�

zانتخاب بزرگي .  واقع خواهد شد كه سرعت پاسخ را كنترل خواهد كرد
�

 و به تبع آن 
c

K به فرايند و سخت افزار فيزيكي ،

  .موجود بستگي دارد

: دي عبارتند ازهاي گوشه بترتيب صعو ، فركانسBodeدر نمودار 
p

τ1 ،z
�

p و 
�

اول ة براي تأخيرهاي مرتبهاي فركانسي   مجانب.

 در
p

ω τ=1 و pω =
�

zωاول در ة  مرتبفاز پيش و براي  =
�

هاي بالا  مقدار تأخير فاز در فركانس.  همديگر را قطع خواهند كرد

9−برابر  �

  .ها هم توضيح داديم سيستم همواره پايدار است همانطور كه با استفاده از نمودار مكان هندسي ريشه.  است�

z، فاز پسة براي يك جبران كنند) ب( p>
� �

  :هاي زير را براي رسم نمودارها استفاده كنيد ، فرمان
%Gp remains the same as in part (a) 
zo=4; 
po=2; 
Gc=zpk(-zo,-po,1) 
figure(1), bode(Gc*Gp) 
figure(2), rlocus(Gc*Gp) 

هاي مكان  شاخه. ود ندارد است با اين تفاوت كه قطب حلقه باز در مبدأ وجPIة ها همانند يك كنترل كنند شكل مكان هندسي ريشه

−zدهند كه در سمت چپ صفر حلقه باز  پس از رسيدن به هم، از هم جدا شده و تشكيل يك دايره مي
�

يك شاخه . رسند  به هم مي

−zنهايت روي محور حقيقي و ديگري به سمت  به بي
�

 گفته شد 7- 7ه در مثال چنده را مشابه آنتوان كنترل كن مي.  خواهد رفت

  .طراحي نمود

: هاي گوشه بترتيب صعودي عبارتند از ، فركانسBodeدر نمودار 
p

τ1 ،p
�

z و 
�

اول ة هاي فركانسي براي تأخيرهاي مرتب  مجانب.

در 
p

ω τ=1 و pω =
�

zωاول در ة  مرتبفاز پيش و براي  =
�

9بيشترين تأخير فاز سيستم از .  همديگر را قطع خواهند كرد �

� 

pωدرست بعد از ( =
�

18بيشتر است اما همچنان از )  �

  .اين سيستم هم همواره پايدار است.  كمتر است�

  

   طراحي كنترل كننده8-4

  

همه ابزارهاي . آيد، يك معيار عمومي پايداري نسبي به ما خواهد داد  و بهره كه از معيار نايكوئيست بدست ميفازة مفهوم حاشي

بمانند . د بمنظور اطمينان از پايداري سيستم مورد استفاده قرار گيرندتوانن ، نايكوئيست و نيكولز ميBodeگرافيكي نظير نمودارهاي 

تناسبي استفاده ة تواند تغيير كند كه براي اين منظور از بهر ها، در اينجا هم فقط يك پارامتر در آن واحد مي مكان هندسي ريشه

  . گردد مي

  

  تناسبي را محاسبه كنيم؟ة  خطا بهرچگونه بدون حدس و: �8-4-1

.  و يا نايكوئيست، اين يك سوال اساسي استBodeدر هنگام استفاده از نمودار 

تناسبي ة اطلاعات آن بجز بهر» تمام«فرض كنيد يك سيستم حلقه بسته داريم كه 

حلقه بسته بصورت زير نوشته خواهد ة مشخصة و معادل) 5-8شكل (مشخص است 

  :شد
*

OL c
G K G+ = + =1 1 �  

كه در آن 
OL c a p m

G G G G G= كه بصورت *
c

K G هم نمايش داده شده است تا نشان دهد كه هدف بدست آوردن 
c

Kاست  .*
G 

ة زي فراتر از حاصلضرب سادچيها هم گفته شد،  همانطور كه در مبحث مكان هندسي ريشه
a p m

G G Gعلاوه بر توابع تبديل  است؛ 

  
  يك سيستم پسخور واحد ساده: 5- 8شكل 



  1جزوه درسي كنترل فرايند 
  

  دكتر جعفر صادقي

 

 18- 8صفحه 

* مذكور،
Gة مثلا در كنترل كنند(تناسبي ة  شامل تمامي جملات ديگر كنترل كننده بجز بهرPIDل جملات انتگرالي و مشتقي شام (

* توان ديد كه  براحتي مي.باشد هم مي
G همان 

OL
G وقتي است 

c
K   .در نظر گرفته شود 1=

 فقط به نمودارهاي اندازه و ،سيستم حلقه بستهة بهرة فاز و حاشية حاشيهاي  هاي مرجع، تئوري با تعاريف و توضيحات صريح در كتاب

، »بازحلقه كل تابع تبديل «فاز ة زاوي
OL

G و 
OL

G∠تناسبي، ة اين بدان معني است كه دانستن بهر. ، قابل اعمال است
c

K الزامي ،

سوال مهم آن . از باشد به عمليات حدس و خطا ني براي طراحيرسد كه  و بنظر ميمشخص نيستالبته اين مقدار هنگام طراحي . است

ة است كه آيا امكان محاسب
c

Kسوال بعدي آنست كه آيا مقدار . پاسخ آن مثبت است.  بدون حدس و خطا وجود دارد
c

Kتوان   را مي

*از نمودارهاي 
G و *

G∠دهد  روند زير جزئيات را توضيح مي.پاسخ اين سوال هم مثبت است. م بدست آورد ه.  

   :بهره داريمة از تعريف حاشي

)8-23(  
( ) ( )

*
OL cg c cg

GM GM

G j K G jω ω

= → =
1 1

    

ة كه مقادير اندازه در فركانس گذر بهر
cg

ω جايي كه ( )
*

cg
G jω∠ = −18 �

) مقدار .دنآي  است، بدست مي� )
*

cg
G jω بسادگي 

* تابع Bodeبا استفاده از نمودار 
Gفاز ة  زاوي چونكليدي آن است كهة نكت. آيد  بدست مي

c
K است، صفر *

G∠ دقيقا برابر 

OL
G∠ نمودار هر دو  لذا ودهبو *

G و 
OL

G داراي 
cg

ωبرابري هستند .  

GMبهره، در مرز ناپايداري ة با استفاده از تعريف حاشي GMبنابر اين، با .  است1= ، مقدار )23-8(ة عادل در م1=

( )
*

,c u cg
K G jω=1شود بفرم زير نوشته مي) 23-8(ة سپس، معادل.  محاسبه خواهد شد:   

)8-24(  , ,c u c u

c

c

K K
GM K

K GM
= → =    

c,بمحض دانستن  u
K با داشتن ،GMتوان بسادگي   در مسئله، مي

c
Kمعمولا، مقدار .  را محاسبه نمودGMة بهرة  براي محاسب

1/تناسبي    .شود  در نظر گرفته مي7

* تابع Bodeتوان از نمودار  فاز مية همچنين براي محاسبات حاشي
Gناي تعاريف در كتب مرجع، فرض بر اين بر مب.  استفاده نمود

فاز ة است كه زاوي
OL

Gφ =  را بايد در جايي كه ∠
OL

G − بايد φ مد نظر باشد، �45فاز ة اگر حاشي.  است، بدست آورد1=
�135 

ة رسد كه براي محاسب به نظر مي. باشد
OL

G بايد مقدار  
c

Kمعلوم باشد، اما در عمل اين طور نيست .  

*از آنجا كه 
G∠ با 

OL
G∠ برابر است، مقدار 

cp
ωدر نمودار . توان بصورت معكوس عمل كرد  براي هر دو نمودار يكي بوده و لذا مي

Bode تابع *
G مقدار ،( )

*
cp

G jωفاز ة  را كه متناظر زاوي−
*با داشتن .  است را بيابيد�135

OL c
G K G= موضوع كه  و اين

 در حاشية فاز بايد
OL

G ، بدون حدس و خطا، برابر خواهد بود با �45 فازة تناسبي براي حاشية  باشد، مقدار بهر1=

( )
*

c cp
K G jω=1 .  

توان جواب را امتحان كرد؟ كافيست كه  چگونه مي
c

K بدست آمده در 
OL

G قرار داده شود و نمودار Bode تابع 
OL

G بدست آيد كه 

 امتحان Matlabحتما آنها را در محيط . اكنون، آماده هستيم تا چند مثال را حل كنيم.  اين كار به آساني مقدور استMatlabبا 

  . درك كنيدها را كنيد تا صحت جواب

  

  بستهه حلقة مشخصة  را با معادل2-7مثال :  ج2- 7مثال �

( )( )( )
c

K
s s s

+ =

+ + +

1
1

1 2 3
�  

هاي پاسخ فركانسي استفاده كرد؟ فرض كنيد كه  توان از روش  باشد، چگونه ميPIة اگر هدف طراحي يك كنترل كنند. در نظر بگيريد

  .ها دقيقه است واحد ثابت زماني

  : استفاده خواهند شدMatlabهاي زير در  سوم داده شده، فرمانة با تابع تبديل مرتب. نهايي استة  بهراولين قدم پيدا كردن
p=poly([-1 -2 -3]); 



  1جزوه درسي كنترل فرايند 
  

  دكتر جعفر صادقي

 

 19- 8صفحه 

G=tf(1,p); 
margin(G); 

c, براي Matlabجواب  u
K بصورت / dB35 /در  (6 rad/ min

cg
ω = 3 6 برابر است با د كه خواهد بو)3 �) /35 6 21 �

�.(  

. چرا؟ بدليل آنكه تابع تبديل در پيكره بندي ثابت زماني نيست.  نيست1توجه داشته باشيد كه مجانب فركانس پايين نمودار اندازه  

1بر هاي لازم انجام گيرد، مجانب فركانس پايين برا اگر فاكتور گيري 6) / dB−15   .خواهد بود) 6

1/مورد نظر ة بهرة اگر مقدار حاشي /برابر خواهد بود با ) 24-8(ة كنترل كننده با استفاده از معادلة  باشد، بهر7 /c
K = =6 1 7 35 3� .

تناسبي كنترل كننده ة با استفاده از مقدار بهر.  تناسبي باشد2- 6مورد استفاده همانند مثال ة ننداين در حالتي است كه كنترل ك

/c
K = 35   :نماييم  را مجددا ترسيم ميBode نمودار 3

G=tf(35.3,p); 
margin(G); 

1/بهره دقيقا برابر ة ها مقدار حاشي با اين داده 7) / /log dB=2 1 7 4 18/فاز برابر ة حاشي. است) �6  خواهد بود كه بر اساس قواعد �8

  .سر انگشتي داده شده كمي پايين است

م براي با استفاده از پاسخ فركانسي، ابزار لاز.  راههاي مختلفي براي يافتن ثابت زماني انتگرال مناسب وجود داردPIة براي كنترل كنند

c,با مقادير . نيكولز در دسترس است-نهايي زيگلرة استفاده از روش بهر u
K = 6 / و � rad/min

cg
ω = 3  و استفاده از روابط تنظيم 3

تناسبي باشد، ه ، چنانچه كنترل كنند6در فصل 
c

K = 3 c/انتگرالي، - تناسبي و براي �
K = 27 / و 3 min

I
τ  بدست خواهد 158=

  . آمد

  :كنيم تناسبي رسم مية  را مجددا براي كنترل كنندBodeنيكولز، نمودار - با تنظيم پارامترهاي كنترل كننده بروش زيگلر
G=tf(30,p); 
margin(G); 

25/فاز برابر ة و حاشي) dB6 (2بهره دقيقا برابر ة مقدار حاشي ة تر از نتايج حاصل براي حاشي  خواهد بود كه كمي محافظه كارانه�4

1/بهره    :PI براي كنترل كنندة . است7
kc=27.3; taui=1.58; 
Gc=tf(kc*[taui 1],[taui 0]); 
G=tf(1,p); %p was defined at the beginning of this example 
margin(Gc*G); 

/ (147/حاصل برابر ة بهرة حاشي dB3 12/ة فاز و حاشي) 34 از نمودار مكان با استفاده . هر دو حاشيه كوچك هستند.  است�3

  .محور موهومي خواهيم ديدهاي حلقه بسته را خيلي نزديك  ، قطبMatlab در ()rlocfindها و  هندسي ريشه

 براي شبيه سازي پاسخ Matlabاز . ها را افزايش دهيم از اينجا به بعد چه بايد كرد؟ اين طراحي را قبول كنيم و بگذريم و يا حاشيه

ي سيستم را رسم كرده و اثرات روي نسبت فروكش موثر و كنيم و نمودار منحني پاسخ كم ميرا زمان حلقه بسته استفاده مية حوز

زمان خصوصيات لازم مورد نظر ما را نداشت، ة اگر پاسخ حوز. زنيم ديگر مقادير نظير درصد فرارفت را بصورت عددي تخمين مي

مجبوريم كه مقادير 
c

K و 
I

τم را مجددا تنظيم كني.  

اگر هدف افزايش حاشيه باشد، ممكن است با كاهش 
c

K و يا افزايش 
I

τيك امكان، قرار دادن .  اين امر محقق گردد

/ min
I

τ  براي يافتن Bode  و تكرار محاسبات نمودار 158=
c

K 2لازم، مثلا ة بهرة است كه حاشي جديدي) dB6( را فراهم كند ،

 بدست PIة نهايي جديد با استفاده از كنترل كنندة براي انجام آن ابتدا بايد بهر. تناسبي اين كار را انجام دادة همانطور كه كنترل كنند

  :آيد
kc=1; taui=1.58; 
Gc=tf(kc*[taui 1],[taui 0]); 
margin(Gc*G);                 %G remains as above 

Matlab بايد مقدار , /c u
K = 4 2�) / dB321 (ة بنابر اين با جايگذاري در معادل. را برگرداند)مقدار ) 24-8

/ /c
K = =4 2 2 2 1�  ,Matlab) kc=20.1ن مقادير در با چك مجدد اي.  بدست خواهد آمد2بهره ة  براي حاشي�

taui=1.58(ة پس از اين مرحله با بدست آوردن پاسخ حوز.  كمي پايين اما قابل قبول– خواهد بود �23 برابر ة فاز، مقدار حاشي

  .يابد ميه زمان محاسبات ادام

كامپيوتر فقط يك . كننده عملياتي كاملا مرحله به مرحله استطراحي كنترل .  هم قابل اعمال استPIDة اين روش براي كنترل كنند

  . ابزار است، آنچه بايد انجام شود را ما بايد بدانيم

  



  1جزوه درسي كنترل فرايند 
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 20- 8صفحه 

1/ة بهرة حاشيطراحي با تناسبي، ة در مثال قبل با يك كنترل كنند:  د2-7مثال �  . فاز كوچك را بوجود آوردة  سيستمي با حاشي7

   باشد؟�45فاز حداقل ة سبي چقدر باشد تا حاشيتناة بهر

)داده شد، بايد ) 24-8(ة با توضيحاتي كه بعد از معادل ) ( )( )( )G j j j jω ω ω ω

−

 ∠ = ∠ + + + 
1

3 2 البته با .  را بدست آورد1

  : داريمMatlab در ()bodeاستفاده از 
p=poly([-1 -2 -3]); 
G=tf(1,p); 
[mag,phase,w]=bode(G); 
mag=mag(1,:); % MATLAB v5 returns a 3-D array 1 
phase=phase(1,:); 
tmp=[w';mag;phase]' % Be careful with the primes here 

/يابيم كه در  در مي) فازة زاوي: اندازه و سطر سوم: فركانس، سطر دوم: سطر اول (tmpبا نگاهي به ماتريس  rad/minω =1 74 ،

/G = 54� ∠G/ و � = 48/فاز ة  كه حاشي�1314− /همچنين در . آورد  را بوجود مي�6 rad/minω = 2 21 ،/G = 37�  و �

G∠ = −15 �

3 فاز راة  كه حاشي� �

  .)  بايد ميان يابي شود�45فاز دقيقا برابر ة براي بدست آوردن حاشي (.دهد  مي�

48/فاز ة براي داشتن حاشي /تناسبي ة ، بايد از بهر�6 /c
K = =1 54 18 5�  Bodeتناسبي نمودار ة با اين مقدار بهر.  استفاده شود�

  :كنيم ي رسم مMatlabرا در 
G=tf(18.5,p); 
margin(G); 

48/فاز ة نتايج بدست آمده حاشي 3/بهره برابر ة كه حاشي كند در حالي  را تأييد مي�6 2) / dB1 1/بهره ة است كه از حاشي) �2 7 

/با انتخاب . تر است كمي محافظه كارانه /c
K = =1 37 26 96� 3فاز ة  حاشي،، محاسبات� �

2/بهره ة  را تأييد كرده اما حاشي� 2 

  .خواهد بود

  

 PIة  يك كنترل كنندهدف طراحي. كنيم ، كه يك سيستمي با تأخير زماني است، را مرور مي4- 7در اينجا مثال :  الف4-7مثال �

  ):شود كه واحد زمان دقيقه است  يمجددا فرض م(تناسبي بصورت زير است ة حلقه بسته با يك كنترل كنندة مشخصة معادل. است

/
s

c

e
K

s

−

+

+

28
1

5 1

�

  

سط تابع تأخير زماني  كافي است كه تأخير فاز اضافه شده تو6-8در اطلاعات بدست آمده از مثال . نهايي استة بهرة قدم اول محاسب

  :اعمال گردد
G=tf(0.8,[5 1]); 
tdead=2; 
[Mag,Phase,freq]=bode(G); 
Mag=Mag(1,:); 
Phase=Phase(1,:) - ((180/pi)*tdead*freq'); 
[Gm,Pm,Wcg,Wcp]=margin(Mag,Phase,freq) 

/در  rad/min
cg

ω = ,، مقدار �893 /c u
K = 5   با محاسبات4- 7بر مقداري است كه در مثال  آمد كه دقيقا برا بدست خواهد72

1/ة بهرة اگر حاشي. مده بودآبيشتري بدست  /تناسبي بايد برابر ة  در نظر باشد، مقدار بهر7 / /c
K = =5 72 1 7 3 .  انتخاب گردد36

  :فرمان زير
G=tf(3.36*0.8,[5 1]); 

54/فاز را ة قدار حاشيبا تكرار محاسبات م   .  خواهد داد كه خيلي زياد است�6

,نيكولز با مقادير -با استفاده از روابط تنظيم زيگلر /c u
K = 5 / و 72 rad/min

cg
ω = تناسبي بايد با ة كنترل كنند:  داريم�893

/c
K = 2 c/:  مقادير پارامترهاي كنترل كننده برابر خواهند بود باPIة و براي كنترل كنند استفاده شده 87

K = 2  و 61

/ min
I

τ = 5   .شود هاي داده شده بعنوان تمرين به خواننده واگذار مي بهره تنظيمة فاز و حاشية بدست آوردن حاشي. 85

  

  .كنيم  ميجمع بندي ج رها كرديم را 7- 5ط رنگ را كه در مثال اختلاة نهايتا مسئل:  د7- 5مثال �

براي كاهش . زيادي در پايين دست جريان نصب گردد سيستم كنترل را ناپايدار خواهد كردة اگر آشكار ساز نوري به فاصل) الف(

از آنجا كه شير كنترل بسيار . نيمك تناسبي استفاده مية اندازيم و از كنترل كنند محاسبات، به مسئله بصورت ساده شده نگاهي مي
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  دكتر جعفر صادقي

 

 21- 8صفحه 

تقريبي حلقه بسته استفاده خواهد ة مشخصة اول اختلاط در بدست آوردن معادلة سريعتر از فرايند اختلاط است، فقط يك تأخير مرتب

  :شد
d

t s

c v p m

p

K K K K e

sτ

−

+ =

+

1
1

�  

كنيم كه  مجددا براي اهداف بصري، فرض مي
c

Kاب گرديده است كه  طوري انتخ
c v p m

K K K K = 5 .
p

τ ثابت زماني فرايند 

هاي حدس و خطا طوري بيابيد كه سيستم   آشكار ساز نوري از محل اختلاط را بدون استفاده از روشLة حد اكثر فاصل. اختلاط است

فاز و يا استفاده از معيار نايكوئيست كه ة هاي اندازه و زاوي استفاده از فرمول: راي پيدا كردن جواب وجود دارددو راه ب. (پايدار بماند

  .) و اشتباهات محاسباتي كمتري هم داردتري بوده صريحروشي 

با فرضيات . گردد محاسبه شد، نصب مي) الف(ه در قسمت اي ك آشكارساز نوري در نصف فاصلهايمني، ة براي داشتن يك حاشي) ب(

  بهره چقدر خواهد بود؟ة و با همان كنترل كننده تناسبي، حاشي) الف(قسمت 

ة بهر. كنيم حالا كه براي آشكارساز نوري محل مناسبي پيدا شده است، ديناميك شير كنترل را هم در تحليل حلقه بسته وارد مي) ج(

بهره ة تناسبي براي داشتن حاشية ل در نظر گرفته شود، چقدر است؟ بهراوة تناسبي بحراني وقتي كه براي شير كنترل يك تأخير مرتب

/1   . را بدست آوريد7

خواهيم از  البته، مي. گيرند ها در مورد رنگ لباس بسيار ايراد مي دانيم كه مشتري مي. رسيم سرانجام به طراحي كنترل كننده مي) د(

از آنجا كه : استها، يك مهندس كهنه كار گفته  رغم تمام اين نگراني علي. استفاده هم اجتناب كنيمهاي غير قابل  دور ريختن رنگ

قابل قبول خواهد براي سيستم كنترل طراحي شده  درصد 25 تا �2 فرارفت ، قرار دارددر پايين دست جريانبسيار بزرگي تانك رنگ 

هاي كنترل كننده را انتخاب  لذا نوع كنترل كننده، مشخصات عملكرد، و بهره. داشته باشد» سريعي«بود بشرط آنكه زمان نشست 

زمان و تحليل پاسخ فركانسي، بمنظور اطمينان از مناسب بودن كنترل كننده، مجددا ة سازي حوز طراحي نهايي خود را با شبيه. كنيد

  .تست كنيد

  

اگر ) الف(
OL c v p m

G G G G G= ، 7-5با استفاده از مثال:  

( ), tand
t s

OL OL p d

p

G e G t
s

ωτ ω

τ

− −

= ∠ = − −

+

15

1
  

كه مقدار 
p

τ = در فركانس گذر بهره، .  است4
cg

ω ،
OL

G∠ = −18 �

GM و �  بدين معني كه 1=
OL

G براي مقدار اندازه ( 1=

  : لذا،)تابع تأخير زماني برابر يك است

/ s
cg

cg

ω

ω

−

= → =

+

1

2 2

5
1 112

1 4
  

  :فاز، مقدار تأخير زماني بحراني بدست خواهد آمدة زاوية با دانستن فركانس گذر بهره و با استفاده از معادل

( ) ( )( )/ / /tan s
d d

t tπ
−

− = − × − → =
118 4 112 112 18 145�

� �  

تناسبي كه ة  انتخابي براي بهربا مقدار. به ضريب تبديل واحد زاويه در معادله فاز دقت كنيد
c v p m

K K K K = ، مقدار تأخير زماني 5

/ s145 منجر به GM   . خواهد شد1=

cmسرعت متوسط سيال . گرديم  برمي7- 5به مثال ) ب( s4از فرايند اختلاط برابر آشكارساز نورية  است، پس حداكثر فاصل�� 

)است با  )( )/ cm=145 4 58�� cm=58ة كاهش اين طول به نصف به اين معني است كه آشكارساز بايد در فاصل. � 2 29� � 

/نصب گردد كه تأخير انتقالي آن برابر  / s=145 2   . خواهد بود�725

ة ابتدا با استفاده از معادل.  به عمليات محاسباتي معكوس نيازمنديمجديد،ة بهرة براي بدست آوردن حاشي
OL

G∠ مقدار فركانس گذر 

ة بهر
cg

ωسپس با پيدا كردن مقدار جديد . آوريم  را بدست مي
OL

Gجديد برابر با ة بهرة ، مقدار حاشي
OL

G1 هر چند . خواهد بود

با داشتن مقادير 
d

t ،
p

τ و 
c v p m

K K K Kتوان از  ، ميMatlabهاي لازم بقرار زير است فرمان.  هم بدين منظور بهره گرفت :  
k=5; 
tdead=0.725; 
taup=4; %The large time constant; dominant pole is at 1/4 
G=tf(k,[taup 1]); 
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freq=logspace(-1,1)'; 
[Mag,Phase]=bode(G,freq); 
Mag=Mag(1,:); 
Phase=Phase(1,:) - ((180/pi)*tdead*freq'); 
[Gm,Pm,Wcg,Wcp]=margin(Mag,Phase,freq) 

1/جديد برابر ة بهرة مقدار حاشي   .اهد بود خو86

توان بصورت زير  حلقه بسته را مية مشخصة تناسبي، معادلة با در نظر گرفتن ديناميك شير كنترل و استفاده از كنترل كنند) ج(

  :نوشت

// /
/

/

s

c
K e

s s

−
  

+ =  
+ +  

7258 6
1 2 6

2 1 4 1
�

� �

�

�

  

  : بقرار زير استMatlabهاي  فرمان
k=0.8*0.6*2.6; 
G=tf(k, conv([0.2 1],[4 1])); 
[Mag,Phase]=bode(G,freq); 
Mag=Mag(1,:); 
Phase=Phase(1,:) - ((180/pi)*tdead*freq'); 
[Gm,Pm,Wcg,Wcp]=margin(Mag,Phase,freq) 

,نهايي برابر ة مقدار بهر /c u
K = 6 /ة  در فركانس گذر بهر42 s

cg
ω

−

=
1/ة بهرة براي داشتن حاشي.  است1186 تناسبي ة دار بهر مق7

/كنترل كننده بايد برابر  / /c
K = =6 42 1 7 3   . انتخاب گردد77

,با ) د(  /c u
K = 6 / و 42 s

cg
ω

−

=
ة  و با استفاده از روابط تنظيم بهر1186

  :)جدول روبرو (نيكولز، براي سناريوهاي مختلف داريم- نهايي زيگلر

ها   ج، در خواهيم يافت كه اين تنظيم7- 5سازي همانند مثال  با تكرار شبيه

 براي �26/حدود (چهارم  فرارفت براي نسبت فروكش يك% 51منجر به 

فرارفت براي % 8فرارفت براي سناريوي فرارفت كم، و % 27، )ضزيب ميرايي

  . سناريويي كه بايد داري فرارفت نباشد، خواهد گرديد

بخصوص وقتي كه از . مسئله آزادي عمل زيادي به ما داده است.  روشي منحصر بفرد براي طراحي نهايي وجود نداردسخن آخر اينكه

مشابهي براي تقريبا توانند منجر به نتايج  هاي مختلفي از كنترل كننده مي  كه تنظيم، چرا شودريستهخ به آن نگسازي پاس  شبيهزاويه

در مورد مشخصات دقيق پاسخ و به تبع آن در مهندسي فرايند، ما در بسياري از موارد مجبور نيستيم كه . پاسخ حوزه زمان گردند

. مشخصات پاسخ، عملكرد قابل قبولي دارندة ها در عمل، در محدود بسياري از سيستم. تنظيم دقيق كنترل كننده باريك بين باشيم

مواردي كه ممكن است  همه ،در محل هم انجام گيرد بايد  تنظيم كنترل كنندهعلاوه بر اين به دليل آنكه پس از تمامي مراحل تئوري،

  . شدخواهند  به حساب آورده ،)ند تا تغيير به شرايط غير خطياز شناسايي غير دقيق فراي( طي عمليات طراحي از قلم افتاده باشد

براي ثوابت زماني انتگرال و مشتق، ايم، ممكن است  هاي مختلف بدست آورده حاضر، و بر مبناي اطلاعاتي كه از روشة براي مسئل

sمقادير 
I

τ = / و 3 s
D

τ = ة اكنون معادل. تناسبي براي رسيدن به پاسخ مناسب استة عدي تنظيم بهرقدم ب.  انتخاب گردند�5

  : بقرار زير خواهد بودPIDة سيستم با كنترل كنندة مشخص
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  :نهايي بدست آيدة ابتدا لازم است كه بهر
taui=3; 
taud=0.5; 
gc=tf([taui*taud (taui+taud) 1],[taui 0]); %ideal PID without the Kc 
tdead=0.725; 
k=0.8*0.6*2.6; 
G=tf(k, conv([0.2 1],[4 1])); 
[Mag,Phase]=bode(gc*G,freq); 
Mag=Mag(1,:); 
Phase=Phase(1,:) - ((180/pi)*tdead*freq'); 
[Gm,Pm,Wcg,Wcp]=margin(Mag,Phase,freq) 

  
c

K  
I

τ  
D

τ  

3/  چهارم نسبت فروكش يك 8  /1 7  /42�  

1/  21/  فرارفت كم 7  /11  

1/  بدون فرارفت 3  117  111  
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,نهايي برابر ة مقدار بهر /c u
K = 5 1/ة بهرة براي داشتن حاشي. ود خواهد ب87 تناسبي كنترل كننده برابر ة ، بهر7

/ / /c
K = =5 87 1 7 3 اي واحد در مقدار مقرر،  دهد كه با اعمال تغييري پله سازي پاسخ زماني نشان مي شبيه.  بايد انتخاب گردد45

s با ITAE تنظيمي كه توسط روش اين تنظيم اندكي از. خواهد بود% 23مقدار فرارفت 
I

τ = / و 3 s
D

τ = ، كمتر نوساني است �3

,در اين حالت، ).  الف7-5مثال ( /c u
K = 6  و 79

c
K = ننده تأييد نتايج به خوا. نيكولز بسيار نزديكتر است-  است كه به تنظيم زيگلر4

   .گردد واگذار مي

  

  ها شوند؟ توانند جايگزين مكان هندسي ريشه هاي پاسخ فركانسي مي آيا روش:  سخن آخر�8-4-2

  .گيرد اغلب اوقات تصميم طراحي نهايي بعد از تحليل هر دو روش انجام مي. ها مكمل هم هستند اين روش. نه

هر . كند تناسبي كنترل كننده را بررسي مية م دارد و اثر تغيير بهر اشارات خوبي بر پاسخ گذراي يك سيستها مكان هندسي ريشه

هاي داراي تأخير زماني قابل  ها براي سيستم چند، براي تحليل به مدلي نسبتا دقيق نياز است مضاف بر اينكه مكان هندسي ريشه

  .اعمال نيست

توان هم با   را ميBodeبعلاوه اينكه نمودار . نمايند يرا مشخص م) هاي بهره و فاز حاشيه(هاي پاسخ فركانسي پايداري نسبي  روش

توانند  ها مي اگر مدلي موجود باشد، داده. ندارد) تئوري(ورودي سينوسي و هم با ورودي ضربه بوجود آورد؛ طراحي متعاقبا نياز به مدل 

فاز بصورت ة اندازه و زاوي( دارند Bode هايي كه بيش از يك فركانس گذر بهره در نمودار سيستم. براي ارزيابي مدل استفاده شوند

  . قابل تحليل و ارزيابي نيستندBode، با استفاده از فقط نمودار )اكيدا صعودي و يا اكيدا نزولي نيستند
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  هاي فصل هشتم پانويس

                                                 
1 Frequency response 
2 Mapping  
3 Magnitude  
4 Phase angle 
5 Argument  
6 Amplited ratio 
7 Magnitude ratio 
8 Polar plot 
9 Nyquist plot 
10 Nichols chart 
11 asymptote 
12 Corner frequency 
13 Band-width 
14 Low-pass filter 
15 Resonant frequency 
16 Non-minimum phase 
17 Minimum phase 
18 Gain and Phase Margins  
19 Gain cross-over frequency 
20 Phase cross-over frequency 
21 Phase-Lead compensator 
22 Phase-Lag compensator 
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